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Logikkens
muligheder

Et afgarende gennembrud i logikkens historie vatr,

da den gstrigske logiker og matematiker Kurt Godel

publicerede sine bergmte ufuldsteendighedsseetninger.

Godels arbejder er vigtige for at forsta logikkens muligheder

og greenser inden for matematik og datalogi.

Af Torben Braiiner

M Logisk reesonneren bruges af
alle mennesker og logisk korrekt
argumentation er et uomgen-
geligt krav i al videnskab. Logik
handler om normer for korreke
argumentation, og derfor spiller
logik en vasentlig rolle i mange
videnskaber og fag — specielt
inden for datalogi og matematik.

Nutidens forstaelse af logik-
kens muligheder savel som
grenser inden for matematik
og datalogi hviler i hgj grad pé
den gstrigske logiker og mate-
matiker Kurt Godels (1906-
1978) arbejder. Det var sile-
des en afggrende begivenhed i
logikkens udvikling, da Godel i
1931 publicerede de to bergmte
matematiske setninger, som kal-
des Gédels ufuldstendigheds-
setninger.

Den forste af disse to setnin-
ger siger groft set, at matematik
ikke fuldt ud kan mekaniseres.
Beviset herfor gor brug af en

matematisk stringent formule-
ring af et selvrefererende para-
doks i familie med det beremte
lognerparadoks: »Dette udsagn
er falsk« (altsd, hvis udsagnet er
sandt, s4 md det ogsd vare falsk,
og omvendt, hvis udsagnet er
falsk, m4 det ogsd vere sandr).
Den ferste ufuldstzendigheds-
setning siger mere pracist, at
ethvert modsigelsesfrit system af
matematiske aksiomer og logi-
ske regler (se boks), der er starkt
nok til at kunne regne med de
naturlige tal, er ufuldstendigt

i den forstand, at der findes
sande matematiske sztninger,
der ikke kan bevises i systemet.
Om ethvert sddant bevissystem
gelder, at selvom almindeligt
forekommende sande matema-
tiske sztninger kan bevises, for
eksempel »2+2=4, s& findes
der altsd ogsd meget indviklede
sande sztninger, som ikke kan
bevises. Det er det, der menes
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Man finder ikke bare selvreference

Og graenser

KERNERISTEDE HAVREGRYN

i Godels og Turings matematiske setninger.
Her er et cksempel fra en pakke havregryn.

med ufuldstendighed. Det fol-
ger deraf, at matematisk sand-
hed ikke kan indfanges af noget
fast bevissystem.
Ufuldstendighedssztningen
fastleegger sdledes en absolut

begrensning for matematikkens
logiske reekkevidde.

Gédels anden ufuldstendig-
hedssatning er en konsekvens af
den forste, og den handler om
bevissystemer, der tilfredsstil-
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ler samme krav — det vil sige, at
de ikke mé modsige sig selv, og
at de skal vare sterke nok til at
kunne regne med naturlige tal.
Den anden ufuldstendigheds-
sztning siger, at man ikke ved
hjelp af et sddant systems egne
metoder kan bevise, at systemet
faktisk er modsigelsesfrit. For
at bevise, at systemet er modsi-
gelsesfrit, skal man derfor have
fat i sterkere metoder end dem,
systemet selv stiller til rddighed.

Bristede illusioner
Utuldstendighedssetningerne
kom som en stor overraskelse for
samtiden, hvor en bestemt filo-
sofisk opfattelse af matematikken
var udbredt, nemlig formalis-
men. Ifolge samtidens formali-
ster var matematik udelukkende
et helt mekanisk, formelt spil
med symboler i overensstem-
melse med fastlagte regler, der
udelukkende athanger af sym-
bolernes form. Derfor var gnsket
om, at matematikken skulle vare
modsigelsesfri, et onske om, at
selve matematikspillet var mod-
sigelsesfrit. Formalisternes hdb
var sdledes at opstille et formelt
bevissystem for matematikken,
som man var helt sikker p4, var
modsigelsesfrit. Planen var, at
den gnskede modsigelsesfrihed
skulle bevises ved hjelp af en
lille og meget troveerdig del af de
metoder, bevissystemet stiller til
ridighed, nemlig ved hjelp af
sikaldte finitte (endelige) meto-
der. Populert sagt var hibet, at
man kunne trekke sig selv op
ved hirene.

Gaodels anden ufuldstendig-
hedssetning odelagde dette hib,
fordi sztningen jo netop siger,
at man ikke ved hjlp af syste-
mets egne metoder kan bevise,
at systemet er modsigelsesfrit.
Selv var Gédel ikke formalist,
men derimod tilhenger af en
platonisk opfattelse af matema-
tikken. Ifolge denne filosofiske
skole er matematik ikke ude-
lukkende et mekanisk spil med
symboler, men handler derimod
om noget virkeligt, objektivt
eksisterende, nemlig abstrakte
mangder. For eksempel meng-
den af alle naturlige tal. Pla-
tonikernes abstrakte mengder
eksisterer siledes uathaengigt af
mennesker og menneskers mate-

matiske tzenkning. Den plato-
niske skole har ingen problemer
med ufuldstendighedssetnin-
gerne, idet der ingen tvingende
grund er til, at objektivt eksiste-
rende abstrakte mangder skulle
have en sidan beskaffenhed, at
udsagn om dem lader sig ind-
fange af et fast bevissystem.

Computerens graenser
Gédels forste ufuldsteendigheds-
setning er nart beslegtet med
det sakaldte standse-problems
uafgprlighed. Dette resultat blev
publiceret af matematikeren og
logikeren Alan Turing i 1936, og
har siden vist sig at vere af stor
betydning inden for teoretisk
datalogi. I en nutidig formule-
ring handler standse-problemet
om computere, der er “super-
computere” i den forstand, at
de tager computerprogrammer
som input. Computere kan tage
mange forskellige typer input,
eksempelvis tal, men denne
slags computere tager altsi com-
puterprogrammer som input

— for eksempel leveret i form

af tekst-filer. Turings resultat
drejer sig nu om, hvorvidr et
sddant inputprogram pi et eller
andet tidspunkt standser, eller
om det bare bliver ved med at
kere — om det, populart sagt,
gir i en uendelig lokke. Turings
resultat siger nu, at man ikke
kan bygge en supercomputer,
der tager et vilkarligt program
som input og som afger, om det
pigeldende program gér i uen-
delig lokke. Supercomputeren
skal indikere, at inputprogram-
met gir i uendelig lokke ved selv
at standse, og supercomputeren
m3 kun standse under sidanne
omstendigheder. Bemark raek-
kefolgen: Det drejer sig om én
enkelt supercomputer, der for
ethvert inputprogram skal vare
i stand til at afgere, om det gér

i uendelig lokke. Men en sédan
supercomputer kan ikke bygges.
Dette kan bevises ved for enhver
supercomputer at finde et ikke-
standsende program, der nir det
gives til supercomputeren som
input bevirker, at supercom-
puteren ikke standser. Tricket i
beviset er at bruge selvreference:
Man fodrer supercomputeren
med sit eget program som input!
Ligesom logiske bevissystemer
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Aksiomer

Et aksiom er en ubevist antagelse. Der findes mange forskellige slags
aksiomer: Aksiomer der handler om tal, abstrakte maengder, geometri,
computer programmer, og meget andet. Et feellestreek er, at aksiomer
er byggestenene i matematiske saetninger om det aksiomerne nu
handler om. Faktisk er enhver matematisk seetning bevist ud fra aksio-
mer ved hjeelp af logiske regler, og man kan ikke bevise noget uden
aksiomer.

Et godt eksempel pa et szt af aksiomer er Peanos aksiomer, der
er opkaldt efter den italienske matematiker Guiseppe Peano (1858-
1932), og som handler om de naturlige tal, dvs. tallene O, 1, 2, 3, ....
Peanos mal med aksiomerne var at indfange de veesentligste egen-
skaber ved de naturlige tal, og aksiomerne giver da ogsa tilstraekkelig
regnekraft til at bevise Godels ufuldsteendigssaetninger. Aksiomerne,
af hvilke der er fem, kan formuleres som fglger.

1.0 eret tal.

2. Efterfglgeren til et tal er et tal.

3. 0 er ikke efterfglger til noget tal.

4. To forskellige tal har ikke den samme efterfglger.
5.

Hvis nul har en bestemt egenskab - og der om ethvert tal geelder, at
hvis tallet har egenskaben, sa har efterfglgeren ogsa egenskaben
- sa har alle tal egenskaben.

Det er vigtigt at bemaerke, at aksiomerne er formulerede ved hjeelp af
tre begreber, nemlig "tal”, "0” og "efterfalger”, som ikke er definerede
eksplicit, men som aksiomerne siger noget om. Med andre ord defi-
nerer aksiomerne ikke de naturlige tal eksplicit, men siger derimod
noget om dem, nemlig at de har bestemte egenskaber. For eksempel
siger det fierde aksiom, at hver gang man tager to forskellige tal (for
eksempel 3 og 8), gaelder det, at ogsa tallenes efterfglgere (dvs. 4 og
9) er forskellige.

Et feellestreek ved logiske regler er, at de repraesenterer logisk kor-
rekte slutninger og gyldige argumenter. Man kan derfor bruge dem til
at udlede ny information fra allerede kendt information. Logiske regler
kan spores tilbage til Aristoteles’ syllogismer (384-322 f. Kr.), for
eksempel fglgende.

Alle Athenere er graekere, Alle graekere er mennesker —>
Alle Athenere er mennesker

Saetningerne “Alle Athenere er greekere” og “Alle graekere er men-
nesker” kaldes preemisserne, og saetningen “Alle Athenere er men-
nesker” kaldes konklusionen. Det vigtige er her, at hvis preemisserne
er sande, er konklusionen det ogsa. Med andre ord, hvis man allerede
ved, at preemisserne er sande, kan man udlede, at ogsa konklusionen
mé veere sand.

Moderne logiske regler er mere generelle, men de er baserede pa
ngjagtigt samme princip, nemlig at hvis praemisserne i en logisk regel
er sande, skal konklusionen ogsa veere det. En anden vigtig egenskab
ved moderne logiske regler er, at de er helt formelle, hvilket blandt
andet har den fordel, at de let kan implementeres i en computer.

har deres absolutte graenser, har
computere det altsd ogs.

Teenkning og beregnelighed
Turings og Godels resultater kan
miske forekomme udelukkende
at vare af interesse for ngrder
inden for matematisk logik og
teoretisk datalogi, men de har
faktisk givet anledning til filoso-
fiske overvejelser af interesse for
meget bredere kredse.

Mest kendte er argumenter
for, at Gédels og Turings resul-

tater giver principielle grunde

til, at menneskers bevidsthed og
bevidst matematisk teenkning
ikke fuldt ud kan forstis i ter-
mer af beregnelige modeller (et
eksempel pa den bevidste mate-
matiske tenkning, der her er tale
om, er ndr et menneske “regner
ud” at 2 plus 2 er lig med 4, altsd
at »2+2=4« er en sand matema-
tisk sztning). Som felge deraf
kan en computer ikke tenke og
bedrive matematik som et men-

neske. Allerede Gédel og Turing
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Kurt Godel

Kurt Godel blev fgdt den 28.
april 1906. Godel er en af de
store teenkere i vor tid, og han
regnes for at veere den betydelig-
ste logiker i det 20. arhundrede.
Godels 100 éars fgdselsdag i ar
har givet anledning til fejring af
ham pa forskellig vis.

Godel er mest bergmt for sit
arbejde inden for matematisk Bl T
logik. Udover de her i artiklen naevnte resultater, er han ogséa kendt
for afggrende resultater inden for maengdelseren. Hans interesser
speendte vidt. Han publicerede flere artikler med fysiske og kosmo-
logiske overvejelser om tidens natur. Mere preecist var han interes-
seret i forholdet mellem Einsteins relativitetsteori og det filosofiske
spgrgsmal om, hvorvidt tiden eksisterer objektivt, eller om tidens gang
er et subjektivt feenomen. Af seerlig interesse for Godel var filosoffen,
matematikeren og naturforskeren G.W. Leibniz’ arbejde (1646-1716),
herunder Leibniz’ planlagte characteristica universalis, der var et sym-
bolsk sprog, hvori man skulle kunne formulere al videnskab, matema-
tik og metafysik. Ideen om et sadant altomfattende universelt sprog
foregreb pad mange mader udviklingen af de fglgende 300 ars logik. Af
interesse for Godel var ogsa Leibniz’ ontologiske bevis pa Guds eksi-
stens, som Gddel gav en eksakt, logisk formulering.

Kurt Godel dgde den 4. februar 1978 i Princeton, USA. Godel var
hele sit liv meget tilbageholdende med at offentligggre sine filosofiske
synspunkter, men det star klart, at de har spillet en betydelig rolle i
hans videnskabelige arbejde. Godels samlede vaerker, hvis udgivelse
afsluttedes i 2003, kaster mere lys over dette spgrgsmal, og det er
bemaeerkelsesveerdigt, at Godels arbejde fortsat diskuteres inden for

mange forskellige fag, specielt filosofi, datalogi og matematik.

diskuterede disse argumenter:
Gédel var enig i konklusionen,
nemlig at menneskers bevid-

ste matematiske tenkning ikke
er beregnelig. Han mente, at
menneskers bevidsthed hidre-
rer fra en ikke-materiel sjel pa
linje med de ikke-materielle og
objektivt eksisterende maengder
i hans platoniske matematikfilo-
soft. Turing accepterede derimod
ikke konklusionen, men mente,
at argumentet hvilede pa en for-
kert premis, nemlig at menne-
skelig matematisk teenkning ikke
begar fejl, som ikke kan korrige-
res. Tvertimod mente Turing, at
menneskelig matematisk tenk-
ning er grundleggende fejlbarlig,
og at dette gjorde, at argumentet
ikke holdt.

En prominent nutidig fortaler
for sddanne argumenter er den
engelske matematiker og fysi-
ker Roger Penrose. P4 linie med
Godel mener Penrose ikke, at
menneskers bevidste matemati-
ske tenkning er beregnelig. Men

i modsatning til Gédel mener
Penrose, at menneskers bevidst-
hed skal forklares i materielle,
fysiske termer, nemlig i termer af
endnu ukendte kvantemekaniske
fenomener, der altsd m3 have en
ikke-beregnelig karakter. Konse-
kvenserne af Gédels og Turings
resultater har det sidste halve
drhundrede givet anledning il
heftig debat inden for den gren
af datalogien, som kaldes kun-

stig intelligens.

Fuldsteendige
bevissystemer

Et andet afggrende bidrag fra
Godel var hans sikaldte fuld-
stendighedssatning (som ikke
skal forveksles med de to oven-
for beskrevne #fuldstendigheds-
setninger). Gédels fuldstendig-
hedsstning blev publiceret i
hans ph.d.-athandling fra 1930,
og handler om en bestemt og
serligt vigtig slags logik, nem-
lig den logik, der kaldes forste-

ordens logik, og som groft set er

en formalisering og generalise-
ring af Aristoteles” syllogismer (se
boks). Fuldsteendighedssztnin-
gen siger, at der for forste-ordens
logikken godt kan opstilles et
modsigelsesfrit og fuldstendigt
bevissystem. Ufuldstendigheds-
setningen holder derfor ikke for
forste-ordens logikken. Dette
skyldes, at forste-ordens logikken
ikke har sa sterk en udterykskraft
som den logik, ufuldstendig-
hedssztningerne handler om.
Man kan nemlig ikke pa den
krevede méide regne med natur-
lige tal i forste-ordens logik-
ken. Forste-ordens logikken har
imidlertid en tilstreekkeligt staerk
udtrykskraft til mange formal,
herunder mange formél inden
for datalogien, hvor et fuldsten-
digt bevissystem ofte er et afge-
rende kriterium for at imple-
mentere en logik i en computer.
For eksempel er programmerings-
sproget Prolog (Programming in
logic) baseret pa et fuldstendigt
bevissystem for en del af forste-
ordens logikken. Inden for data-
logien er man faktisk ogs inte-
resseret i logikker, der er mindre
sterke end forste-ordens logik-
ken, idet sddanne logikker som
regel kan implementeres mere
effektivt i en computer.

Logiske argumenter er
stadig gode

Géodels resultater er med til at
afklare bdde logikkens mulig-
heder og grenser: Godels fuld-
steendighedssztning viser, at
man for forste-ordens logikkens
vedkommende ka7 opna fuld-
stendighed, hvilket siden hen
er blevet fulgt af et vald af fuld-
stendighedsresultater for andre
logikker, der er videnskabeligt
interessante i sig selv sdvel som
brugbare i mange praktiske
sammenhznge. P4 den anden
side viser ufuldsteendigheds-
setningerne, at der er en abso-
lut grense for logiske bevis-
systemers rekkevidde, og at
computere ikke kan beregne
alt. Men det vil vaere en misfor-
stielse, hvis dette leder til, at
man opgiver logikken og logisk
resonneren. Et logisk kor-

rekt argument er nu engang et
godt argument, hvad enten det
underliggende bevissystem er

fuldstendigt eller ej. |
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