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Kapitel 1. Indledning

Det er som matematiker og ikke mindst som formidler af matematik vigtigt at kende til
udviklingen i oldtidens Graekenland, da det er her, matematikken bliver grundlagt som
videnskab. De gamle grakere arbejdede primaert med geometri. Man kan ligefrem sige,
at der dengang var lighedstegn mellem en geometer og en matematiker, hvilket ogsa
afspejles i betegnelsen geometer, som stammer fra den tid. Gennem deres udforskning
af geometrien og deres interesse for de uomtvistelige sandheder, matematikken gav,
kom de til at std fadder til den aksiomatisk - deduktive opbygning af matematikken,
som den dag i dag er en kerne i opbygningen af bade matematik og andre
naturvidenskabelige discipliner.

De matematiske varker, der blev nedfeldet dengang, har haft en enorm indflydelse pa
udviklingen af matematikken, som vi kender den i dag. Man siger endda, om et af de
helt store verker, der er bevaret for eftertiden, Euklids “Elementer”, at der nappe
udover biblen findes en bog, der pa verdensplan er mere udbredt eller er blevet
redigeret og studeret s flittigt [Heath, IX, 1931]. Den er direkte blevet brugt som
undervisningsmateriale og forbillede helt op til det 20. arhundrede. Der er ogsa blevet
arbejdet matematisk i andre tidligere og samtidige civilisationer — her kan specielt
navnes babylonierne. Bade babylonierne og egypterne har haft direkte indflydelse pa
udviklingen i oldtidens Grakenland, men det er den graeske matematik, der for alvor
har praeget udviklingen 1 vores vestlige civilisation. En af arsagerne til dette er, at
graekernes arbejde netop var en videnskabeliggerelse af matematikken, som man ikke
kender fra forleberne i andre civilisationer.

Traditionelt set menes udviklingen af den graske matematik at have taget sin
begyndelse i Ionien pa Lilleasiens kyst med Thales (ca. 600 fKr.) som sin
repreesentant. I et matematikhistorisk perspektiv inddeles den graske civilisation ofte i
to perioder, den klassiske periode, som varede fra 600 til 300 f.Kr., og den hellenistiske
eller aleksandrinske periode fra 300 f.Kr. til 600 e.Kr. Denne inddeling skyldes, at det
intellektuelle centrum i omkring 300 fKr. flytter fra Athen til Alexandria'. Selvom der
i disse to perioder blev nedskrevet flittigt, er antallet af kilder og isar primere kilder
meget sparsomt. Dette skyldes, dels at papyrus, som de skrev deres afthandlinger pa, er
let forgaengeligt, og dels at greekernes store biblioteker blev edelagt af senere
civilisationer. Der er derfor huller i vores nutidige viden, og nogle konklusioner kan
diskuteres, men de grundleggende fakta skulle vere i orden [Kline, III, 1972].

! Alexandria blev grundlagt i 331 f.Kr. af Alexander den Store, og det var oldtidens sterste by efter Rom.
I dag er det Egyptens naeststorste by, den har navnet al-Iskandariyya og ligger 200 km nord for Cairo ud
til Middelhavets kyst. [Den Store Danske Encyklopadi, 2000].
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Problemstilling

Der var i det gamle Grakenland ikke det samme skel mellem forskellige
videnskabelige discipliner, som der er i dag, hvor vores viden er s& enorm, at man kun
kan vaere ekspert inden for en endog ret begraenset del af en enkelt videnskab. Dengang
som op til nyere tid, var det helt almindeligt at mestre flere videnskabelige discipliner
pa én gang. Der var derfor i langt hejere grad direkte samspil mellem de forskellige
fagomrader, og dette gaelder ogsd for matematik og filosofi. I forbindelse med
samspillet mellem matematikken og filosofien er et interessant emne det uendelige eller
det ubegransede (graesk apeiron), som var af stor interesse for de graeske tenkere.

I oldtidens Grakenland var man ikke specielt begejstret for det uendelige, men det
begyndte at snige sig ind i matematikken pa flere forskellige mader. Pythagoraeerne
opdagede f.eks., at forholdet mellem siden og diagonalen i et kvadrat ikke kunne
beskrives med et rationalt tal. Gik man i gang med at tilneerme verdien af kvadratrod 2
med forholdet mellem to naturlige tal, kunne man fortsette denne proces i det
uendelige uden at na verdien for kvadratrod 2. Ifelge legenden forsvandt den
pythagorzer, der offentliggjorde dette til havs, det kunne vare en Hippasos. Alternativt
gar historien pa, at han blev bortvist fra broderskabet, og at der blev rejst en gravsten
for ham, som om han var ded [Heath, V, 1931]. Legende eller ej, de var ikke glade for
de ’uendelige’ objekter. Handteringen af disse sdkaldte inkommensurable sterrelser
blev klaret af Eudoxos med proportionsleren, hvilken grakerne anvendte til at
reprasentere irrationale tal som forholdet mellem geometriske storrelser. I denne
handtering kan man sige, at de undgik accepten af, at et irrationalt tal er et uendeligt
matematisk objekt, hvilket er grundleeggende for vores nutidige opfattelse.

Et andet sted, hvor graekerne undgik det uendelige i matematikken, var i deres
bestemmelse af arealer og voluminer af krumme geometriske figurer. Til deres
’integration’ anvendte de exhaustionsmetoden og dobbeltmodstridsbeviset. Denne
fremgangsmade, er udviklet af Eudoxos, beskrevet af Euklid i hans “Elementer”, og
bragt til sine ypperste anvendelser af Archimedes. Et af de fascinerende aspekter ved
denne metode er netop, at den er matematisk stringent samtidig med at den omgar det
aktuelt uendelige, der er essentielt for dens moderne pendant — integralteorien.
Integralteorien eller mere bredt analysen har en meget lang og sej udviklingshistorie,
hvor netop indferelsen af matematisk uendelighed specielt via karakteriseringen af de
reelle tal er en af de ting, der far den til at falde pa plads eller rettere giver den et
stringent grundlag.

I forbindelse med greekernes exhaustionsmetode skriver Heath:

... the Greek geometers shrank from the use of such expressions as indefinitely
great and infinitely small and substituted the idea of things greater or less than any
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assigned magnitude. Thus, as Hankel says, they never said that a circle is a polygon
with an infinite number of infinitely small sides; they always stood still before the abyss
of the infinite and never ventured to overstep the bounds of clear conception. They
never spoke of an infinitely close approximation or a limiting value of the sum of a
series extending to an infinite number of terms.” [Heath, 1912, s. cxliii].

Stort set samtidigt med, at man udvikler proportionsleren og exhaustionsmetoden, hvor
man undgér det uendelige i matematikken, fremstiller Aristoteles en teori for det
uendelige, hvilket er den forste af slagsen. I denne teori skelnes der mellem det aktuelt
og det potentielt uendelige, og det er kun det potentielt uendelige, der accepteres. En af
konsekvenserne i forhold til matematikken er, at Aristoteles ikke accepterer uendelige
helheder, hvilket vi f.eks. gor 1 vores accept af de irrationale tal som uendelige objekter
eller 1 accepten af grenseverdiers eksistens.

Man ved i dag, at Archimedes benyttede sig af en intuitiv metode til at fremsatte sine
matematiske setninger. I denne metode gennemstryger han et areal eller volumen med
hhv. en linje eller et plan, og efter vagtstangsprincippet sammenligner han det ukendte
areal eller volumen med et kendt. Dette leder til, at det sogte areal eller volumen
intuitivt findes som summen af uendeligt mange linjer eller planer, men nar
Archimedes efterfolgende skulle bevise de fremsatte satninger, gik han tilbage til
exhaustionsmetoden og dobbeltmodstridsbeviset, idet han ikke opfattede de
‘mekaniske’ undersogelser som faktiske matematiske demonstrationer. I Archimedes’
arbejde ligger der en forudsigelse af den videre udvikling af den matematiske analyse,
som Boyer skriver:

“... the problems and methods of Archimedes furnished probably the strongest
incentive to the later direction. The work of Archimedes so strongly suggest the newer
methods of analysis that in the seventeenth century Torricelli and Wallis hazarded the
opinion that the ancient Greek Mathematicians had deliberately concealed under their
synthetic demonstrations the analytic devises by which they had been led to their
discoveries.” [Boyer, 1959, s. 59].

I det syttende arhundrede kendte man ikke til Archimedes’ mekaniske metode, som han
beskrev i manuskriptet ’Metoden”. Efter opdagelsen af denne i 1906 af den danske
filolog Heiberg kan man sige, at Torricelli og Wallis havde ret, men det var ikke fordi
de gamle grackere ville fore nogen bag lyset. De graske tankere ansa ikke de
infinitesimale sterrelser, som 1600-tallets matematikere anvendte, som tilladelige i
matematikken [Boyer, II, 1959]. Man kan havde, at indferelsen af infinitesimalerne var
det, der satte gang i udviklingen af analysen. Samtidig kan man havde, at denne
indferelse var en begyndende optening i forhold til Aristoteles’ uendelighedsdoktrin, og
derved, at en uformel tilladelse af det aktuelt uendelige var det, der skulle til for at
accelerere udviklingen af analysen, som s smat var begyndt 1 det gamle Grakenland.
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Det er muligt, at de greske matematikere kunne vare kommet lengere i deres
begyndende udvikling af den matematiske analyse, hvis de havde accepteret det aktuelt
uendelige som en matematisk storrelse. Det kunne f.eks. vare sket ved at arbejde pa at
indfore et grenseverdibegreb og miske endda give en matematisk generalisering af
Archimedes’ intuitive metode.

Problemformulering

Ovenstaende leder til folgende problemformulering:
— Hvor tet kom grekerne op til og med Archimedes péd at udvikle en generel
integrationsteori
— Hvorfor tog de ikke ’de sidste skridt’?
— T hvor hej grad kan det keedes sammen med filosofien og specielt Aristoteles’
uendelighedsdogme, hvor det aktuelt uendelige var tabuiseret?

Rapportens opbygning

Rapporten er inddelt i 7 kapitler. Her i indledningen, kapitel 1, er problemstillingen
skitseret. Dette er 1 kapitel 2 efterfulgt af et kort historisk rids, der giver en indfering 1
udviklingen af matematikken i1 den klassiske periode. I den forbindelse bereres
filosofiens udvikling ogsa.

I kapitel 3 beskrives Aristoteles’ uendelighedsteori og hans opfattelse af kontinuumet.
Dette er efterfulgt af en prasentation af tre moderne forskeres fortolkninger af
Aristoteles’ diskussioner om uendelighed.

I kapitel 4 beskrives proportionslaeren og exhaustionsmetoden, som den er fremstillet af
Euklid i hans ”Elementer”. Herefter folger en diskussion af to moderne
rekonstruktioner af Exhaustionsmetodens oprindelse.

I kapitel 5 beskrives Archimedes’ anvendelse af exhaustionsmetoden og hans metode til
opdagelse af matematiske satninger, som den er gengivet i varket "Metoden”. Desuden
analyseres Archimedes holdning til sine undersegelsers stringens ud fra moderne
fortolkninger, og derved ogsd hans formodede holdning til og héndtering af aktuel
uendelighed.

I kapitel 6 perspektiveres de foregaende kapitler ved at beskrive Cavalieris arbejde, som
repraesentant for nogle af de neeste skridt i udviklingen af en integralteori.

I kapitel 7 sammenfattes de delkonklusioner, der folger de enkelte kapitler, til en
overordnet besvarelse af problemformuleringen.
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Som navnt i indledningen, inddeles antikken ofte i to perioder, den klassiske periode,
som varede fra 600 til 300 f.Kr., og den hellenistiske periode fra 300 f.Kr. til 600 e.Kr.
I denne rapport er det den klassiske periode, hvor exhaustionsmetoden blev udviklet,
der fokuseres pa. De hovedpersoner, der primart behandles er Eudoxos, Aristoteles,
Euklid og Archimedes. Deres tidsmassige placering er vist i figur 1.1, hvor Platon er
medtaget, da han er en meget central person fra den tid, der arbejdede sammen med
bade Eudoxos og Aristoteles.

Aristoteles

Platon
600 300 0

Eudoxos (Jesus)

Euklid

Archimedes

mmmm Den Klassiske Periode (600-300 f.Kr.)

Den hellenistiske Periode (300 f.Kr.-600 e.Kr.)

Figur 1.1. Tidsmessig placering af Eudoxos, Aristoteles, Euklid og Archimedes.

Det ses pé figur 1.1, at Euklid dateres til at have levet omkring skellet mellem den
klassiske og den hellenistiske periode, men idet han arbejdede i Alexandria, placeres
han normalt i den hellenistiske periode. Desuden ses det, at Archimedes herer til den
hellenistiske periode. Bade Euklid og Archimedes kan rent matematisk set knyttes til
den klassiske periode [Kline, III, 1972]. Euklid, fordi han samler og organiserer de
matematiske resultater, der er opnaet i den klassiske periode, og Archimedes, fordi hans
arbejde 1 hej grad er en videreudvikling af de matematiske hejdepunkter fra den
klassiske periode, nemlig areal- og volumenbestemmelse ved exhaustionsmetoden samt
keglesnitslaeren [Kline, 111, 1972].

Udviklingen af den graeske matematik

I dette afsnit gives der en kort indfering i udviklingen af matematikken i den klassiske
periode. Undervejs vil der ogsd blive givet eksempler pd nogle af de filosofiske
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retninger, der preegede den klassiske periode. Dette skyldes, at det i denne periode ofte
er vanskeligt at skille de to omrader ad.

Tidsramme og kilder

Selvom den graeske matematik bygger pd den viden, de omgivende civilisationer havde
opbygget, specielt babylonierne og egypterne, foregar der en selvsteendig udvikling i
det gamle Grakenland. Den matematiske videnskab, der udvikles, er den direkte
forleber til vores nutidige matematik. Det vigtigste bidrag fra antikken er den
aksiomatisk-deduktive opbygning af matematikken, hvor alle matematiske resultater
skal vises deduktivt pa basis af eksplicitte aksiomer [Kline, I1I, 1972].

Man kan datere den graeske civilisation tilbage til 2800 f.Kr., og den varer til omkring
600 e Kr., men det er forst omkring 775 f.Kr., at udviklingen for alvor tager fart. Det
skyldes i hej grad, at man begynder at anvende et fonetisk alfabet, og at papyrus bliver
tilgeengeligt, hvorved der skabes en litteraer tradition. Den graeske filosofi, matematik
og videnskab i det hele taget siges at have sit udspring i Milet, der var en rig ionisk
handelsby pa Lilleasiens kyst. [Kline, I1I, 1972].

De kilder, som vores nutidige viden om den graske matematik bygger pé, er bade
mindre autentiske og mindre palidelige, end de kilder man har fra den babyloniske og
egyptiske kultur. Der er faktisk slet ikke bevaret nogle af de originale manuskripter. De
bedste kilder, man har, er graeske afskrifter, der er skrevet 500-1500 ar efter, de
oprindeligt blev nedskrevet, og det er normalt ikke direkte afskrifter men redigerede
varker.

Den klassiske periodes vigtigste skoler

Den greske matematik og filosofi i den klassiske periode kan siges at vare bygget op
om forskellige skoler, der knytter sig til forskellige fysiske lokaliteter. De vil her kort
blive prasenteret.

Den ioniske skole

Den forste af disse skoler er den ioniske, der blev grundlagt af Thales (640-546 f.Kr.) i
Milet. Denne skole bidrog ikke meget til den matematiske udvikling, selvom Thales
nogen gange siges, at vare den der gjorde matematikken abstrakt [Kline, III, 1972]. Det
er nermere inden for filosofien, at der kan peges pa banebrydende resultater, udviklet
inden for denne skole. Der opstir nemlig en ny holdning til naturen blandt de
intellektuelle, som er rationel, kritisk og verdslig. Ifelge denne nye doktrin er det ikke
guderne, der manipulerer menneskene og den fysiske verden. Derimod er naturen
ordnet og fungerer efter fastlagte naturlove [Kline, VII, 1972].
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Pythagoreerne

Det antages, at Pythagoras (ca. 585-497 f.Kr.) var elev af den ioniske skole, men han
opbyggede senere sin egen skole i Kroton i Syditalien. Man har ikke nogen skrifter fra
denne skole. Den viden, man har, stammer primert fra skrifter af Platon og Herodot.
Det er heller ikke klart, hvad der kan tilskrives Pythagoras selv, og hvad der harer til
hans tilhengere. Det, man ved, er, at Pythagoras stiftede et religiost, videnskabeligt og
filosofisk broderskab (ca. 585-400 f.Kr.), der var omgivet med stor hemmelighed og
mystik.

I forhold til matematikken kan man med nogen sikkerhed sige, at det var
Pythagoreerne, der var de forste til at se matematikken, som en abstrakt videnskab
[Kline, III, 1972]. De var meget optagede af hele tal, som de s& som essensen i alt, og
de udledte mange aritmetiske resultater. Derudover udviklede de ogsa nogle
geometriske resultater, hvor Pythagoras’ satning er det mest kendte, selvom om den
var kendt allerede af babylonierne [Mejlbo, I, 1988]. De udledte i hej grad deres
resultater fra specialtilfeelde, mens den aksiomatisk-deduktive opbygning ferst udvikles
senere, men den anvendes méske af de sene pythagoraere [Kline, III, 1972]. En anden
vigtig opdagelse, der tilskrives pythagoraerne, er de inkommensurable storrelser. Det
vil sige opdagelsen af, at ikke alle storrelser kan udtrykkes som forholdet mellem hele
positive tal eller i vores sprog rationale tal. I den forbindelse er det vigtigt at bemeerke,
at tallene var de positive heltal undtaget 1, som havde en serstatus. Dette betyder, at
vores rationale og irrationale tal ikke blev betragtet som tal men som forholdet mellem
geometriske storrelser.

Figur 1.2. Pythagoraernes symbol, pentagrammet [Mejlbo, 1988, s. 1.17].

Pythagoreerne var ikke begejstrede for de inkommensurable sterrelser, da de som
udgangspunkt havde udviklet en filosofi, hvor alt kunne udtrykkes som heltal eller
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forhold mellem heltal. Desuden ligger der implicit i opdagelsen af de inkommensurable
storrelser, en opdagelse af uendelighed i matematisk forstand, da tilnermelsen af en
inkommensurabel storrelse med et rationalt tal er en uendelig proces. Den uendelige
proces ses ogsa i Pythagoreermnes symbol, pentagrammet, der er en reguler femkant,
hvori der indtegnes en femstjerne, se figur 1.2. Inde i det ydre pentagram er der en ny
reguler femkant, og dermed kan der indtegnes et nyt pentagram osv. i al uendelighed
[Mejlbo, I, 1988].

Eleaterne

Eleaternes skole i det 5. arhundrede f.Kr., som Parmeneides og Zenon herte til, blev
grundlagt af Xenophanes pé Sicilien [Kline, III, 1972]. Bade Parmeneides og Zenon
antages oprindeligt at have tilhert pythagoreerne [Kline, III, 1972], og de var mere
filosoffer end matematikere. Udover deres formodede forbindelse til pythagoraerne var
det ogsd et problem afledt af den pythagorziske opdagelse af inkommensurable
storrelser, der lagde op til deres kendte paradokser, der skulle vere fremsat af Zenon.
Disse forholder sig nemlig til forholdet mellem det diskrete og det kontinuerte, hvilket
optog greekerne meget [Kline, s. 34].

I eleaternes fortolkning af verden er alt — i modsatning til pythagoreeres opfattelse —
en enhed, der er evig og uforanderlig [Mejlbo, I, 1988]. Det var i forsvar for denne
verdensanskuelse, at Zenon skulle have fremsat sine paradokser, af hvilke der skulle
have veret mere end 40. Det vi i dag kender som Zenons paradokser, er de fire, der er
fremstillet af Aristoteles i ”Fysikken”, bog VI, med det mal at gendrive dem.

Paradokserne, som ofte haevdes at have haft stor indflydelse p& udviklingen af
matematikken [Mejlbo, I, 1988], kan deles i to grupper: 1) to paradokser, hvis
forudsetning er, at tiden og rummet er diskrete, 2) to paradokser, der har som antagelse
at tiden og rummet er uendeligt delelige, dvs. kontinuerte. Det mest kendte paradoks,
Achilleus og skildpadden, der herer til den anden kategori, handler om paradokset i, at
den rapfodede Achilleus ikke kan overhale skildpadden 1 et vaddeleb, hvor
skildpadden har faet et forspring. Achilleus kan ikke overhale skildpadden, da han ferst
skal né det sted, hvor skildpadden startede. P4 det tidspunkt er skildpadden néet lidt
leengere, sa Achilleus mi bruge tid til at nd skildpaddens nye position, og sa er
skildpadden igen naet lidt leengere osv. Achilleus kan derved kun na skildpadden ved at
passere uendeligt mange steder/punkter pa en endelig tid — og dermed opstér paradokset
[Mejlbo, I, 1988].

Aristoteles gendriver paradokset ved at sige, at det ikke er noget problem at
gennemlobe den uendelige raekke af punkter, det endelige vejstykke inddeles af, da
tiden ligeledes kan deles uendeligt. Der findes derfor ligesd mange tidsrum, som der
findes vejstykker [Bostock, 1996]. Udover denne forklaring, der bygger pa tidens,
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vejlengdens og bevagelsens kontinuitet, gives der ogsd en forklaring, der direkte
athaenger af Aristoteles’ uendelighedsteori. Her siger Aristoteles, at det uendelige antal
af dele af en vejlengde eller et tidsrum kun eksisterer potentielt. Hvis de skulle
aktualiseres ville det vaere en uendelig proces, som ikke kunne afsluttes, men de enkelte
dele, der eksisterer potentielt aktualiseres ikke. Der sattes f.eks. ikke et meerke ved hver
af de potentielt uendeligt mange vejlengder. Det, at man beveger sig forbi et punkt pa
en strekning eller gennem et gjeblik, aktualiserer ikke dette punkt eller gjeblik
[Bostock, 1996].

Atomisterne

I forbindelse med eleaterne og deres filosofiske spekulationer er det relevant at komme
ind pa atomisterne, som ogsa beskaftigede sig med forstaelsen af kontinuitet. Den mest
centrale reprasentant for atomismen er Demokrit (ca. 460-380/70 f.Kr), der var elev af
Leukippos. Med atomteorien seger Demokrit, at give en rationel redegerelse for den
foranderlige verden og samtidig at tage hensyn til eleaternes argumenter mod
forandring, bevagelse og flerhed. Det eneste virkelige er atomer og det tomme rum,
hvor det tomme rum eksisterer, selv om det ikke er noget materielt. Atomerne er
massive eller kompakte, hvorfor de ikke er delelige, da delelighed forudsetter porer
eller andet tomrum. [Politikkens filosofi leksikon, 1998].

Demokrit beskaftigede sig ogsd med matematik. Han tilskrives af Archimedes at have
opdaget at voluminerne af en kegle og en pyramide er lig 1/3 af voluminerne af
cylinderen og prismet med samme grundflade og hejde, men beviserne skulle vare
gennemfort af Eudoxos [Kline, III, 1972]. Demokrit skal ogsa have fremsat folgende
paradoks i1 forbindelse med spergsmalet om det kontinuerte versus den atomare

opbygning:

”If the circular sections that can be made in a cone parallel to the base are congruent,
how the cone differ from the cylinder; and if they grow smaller towards the vertex, is
not then the curved surface, which should be smooth, scalariform?”, [Dijksterhuis,
1956, s. 320].

Derudover kan det formodes, at Demokrits beger om geometri, der ikke er overleveret,
har vaeret betydelige forlebere for Euklids "Elementer” [Kline, III, 1972]. Desuden er
der blandt moderne fortolkere flere (f.eks., [Aaboe, 1969]), der mener, at Demokrit kan
have indfert en atomistisk tilgang til geometrien, hvilket kan have varet en forleber for
Archimedes anvendelse af udelelige i udforskningen af matematikken, som beskrives
senere i rapporten.

Sofisterne

Sofisterne, der var aktive fra den anden halvdel af det 5. arhundrede f.Kr., havde deres
virke 1 Athen. Det var den forste skole placeret i Athen. De underviste i flere
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humanistiske discipliner, men ogsd i geometri, astronomi og filosofi. Et af deres
hovedformal var at anvende matematikken til at forstd universets love [Kline, III,
1972]. Mange af de matematiske resultater de kom frem til udsprang af deres forseg pa
at lose folgende beromte konstruktionsopgaver: At kvadrere en cirkel, at fordoble en
kube og at tredele en vinkel med lineal og passer [Kline, III, 1972].

Hippokrates (5. arhundrede f.Kr.) er en af de matematikere, der er kendt for at have
beskeaftiget sig med disse konstruktionsproblemer. Han var godt nok ikke sofist, men
formentlig pythagoraer. En af grundene til, at han navnes, er, at han anses for at vere
den, der fik ideen til at arrangere s@tninger, sd nye s@tninger kan bevises pa grundlag
af de forrige. Desuden regner man med, at det var ham, der fandt pé det indirekte bevis,
og han skrev et veerk om geometri, der hed "Elementer”, som ikke er bevaret [Kline,
111, 1972]. Hippokrates skulle ogsa have vist nogle af satningerne i bog 12 i Euklids
“Elementer”, hvor Euklid anvender exhaustionsmetoden, men det antages, at
Hippokrates anvendte et utilstreekkeligt induktionsbevis [Knorr, 1982].

En sofist, der har stor betydning i forbindelse med exhaustionsmetoden, er Antifon (5.
arhundrede f.Kr.). Det siges, at han kom med ideen om at tilnaerme en cirkel med en
polygon. Antifon skulle dog have begéet den matematiske fejl at forestille sig, at
polygonen bliver til cirklen efter et endeligt antal af fordoblinger af siderne
[Kouremenos, 1997]. Denne ide tilskrives ogsd Bryson (ca. 450 f.Kr.), der ydermere
skulle have tilfgjet en omskreven polygon [Kline, III, 1972].

Platons akademi

Efter Platons (427-347 fXKr.) grundleggelse af Akademiet (ca. 387 fKr.) blev
sofisterne udkonkurreret. Akademiet bestod 1 nihundrede ar, indtil det i 529 e.Kr. blev
lukket af den kristne kejser Justinian. Akademiet var forende i matematik og filosofi i
resten af den klassiske periode, og forblev ferende i filosofi gennem den hellenistiske
periode. Dem, der siges at have inspireret og undervist Platon, udover Sokrates, som
ikke beskaftigede sig synderligt med matematik, er pythagoraerne Theodorus (fodt ca.
470 f.Kr.) og Archytas (428-347 f.Kr.). [Kline, III, 1972].

Platon var ikke selv matematiker, men han var meget begejstret for matematik, hvilket
ogsa bekraftes af det skilt, der siges at skulle have hangt over indgangen til
Akademiet, hvor der skulle have staet: ”Lad ingen komme under mit tag, som ikke er
vidende om geometri.”, [Mejlbo, 1988, s. 1.29]. Han brugte ofte matematiske
eksempler, og det er heller ikke tilfeldigt, at de regulere polygoner kaldes de
platoniske legemer, idet Platon anvendte dem i sin kosmologi, der er gengivet i
dialogen Timaios [Mejlbo, I, 1988]. Det er ogsa verd at bemarke, at stort set alle de
matematiske landvindinger i det 4. &rhundrede f.Kr., blev opnaet af venner og elever af
Platon.
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Det star ikke klart, i hvor hej grad matematikken var en abstrakt disciplin for Platon,
men det vides med sikkerhed, at Platon og hans efterfolgere betragtede matematikken
saddan. I Platons idelere ligger der en forstdelse af tal og geometri som varende
immaterielle og adskilte fra fysiske objekter [Kline, III, 1972]. Platon lagde i henhold
til idelaeren stor veegt pa den rene matematik. I ”Republikken” kritiserer han direkte
tidens geometere for ikke at soge det rene geometriske studie, men i stedet at forsege at
virkeliggere matematikken:

“... they make talk about squaring and applying and all, as if they were engaged in
practice... but surely the entire discipline is studied for the sake of knowledge... and
knowledge of what always exists.“, [Knorr 1986, s.4].

Filosoffernes sggen efter sandheder kan vare en grund til, at der blev lagt s4 meget
vaegt pa den deduktive form, da den til forskel fra induktion og generaliseringer, med
storre sikkerhed kan fastsld& sandheder ud fra givne praemisser. Som Kline siger:
”Mathematics in the classical Greek world was part of the body of truths philosophers
sought and accordingly had to be deductive.”, [Kline, 1972, s. 45].

Platon havde kontakt med Eudoxos, og han var Aristoteles’ lerer og senere kollega.
Aristoteles opbyggede i hoj grad sin filosofi som et modsvar til Platons idealistiske
idelaere.

Eudoxos

Eudoxos (408-355 f.Kr.) anses for at vaere den klassiske periodes sterste matematiker,
og anses, nar hele den antikke periode betragtes, kun for at vare overgaet af
Archimedes [Kline, III, 1972]. Han skal have studeret hos Archytas, men grundlagde
sin egne skole i Cyzicus i Lilleasien. Omkring &r 368 f.Kr. tilsluttede han og hans
elever sig Platon pd hans Akademi, men han rejste selv tilbage til sin hjemstavn nogle
ar senere, hvor han dede omkring &r 355 f.Kr.

De to store landvindinger, der tilskrives Eudoxos, er proportionsleren og
exhaustionsmetoden. Mens der er tvivl om, i hvilken udstrekning matematikerne for
Eudoxos havde en aksiomatisk-deduktiv opbygning af matematikken, er det helt
sikkert, at det var tilfaeldet for Eudoxos [Kline, III, 1972]. Exhaustionsmetoden, som er
et af omdrejningspunkterne i denne rapport, er kendt for dens elegante omgaelse af
uendelighed. Omgaelsen af uendelighed, der er iboende i irrationale tal, kendetegner
proportionslerens behandling af irrationale tal. Proportionsleren er desuden en
nedvendig forudsatning for de beviser, der gennemferes under anvendelse af
exhaustionsmetoden. Eudoxos’ matematiske landvindinger vil blive behandlet mere
indgaende i kapitel 4.
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Aristoteles” Lyceum

Som naevnt var Aristoteles (384-322 f.Kr.) Platons elev og senere kollega, indtil han i
335 f.Kr. grundlagde sin egen skole, Lyceum. Hans filosofi er ofte i diametral
modsetning til Platons, og i forbindelse med matematikken er hans vigtigste bidrag
grundleggelsen af logik som en videnskabelig disciplin. Hans filosofiske forfatterskab
er meget omfattende, hvor det der er interessant i denne sammenhaeng, er hans teori for
det uendelige. Disse teoretiske overvejelser behandles mere indgdende i det naste
kapitel.

Kulminationen af og enden pa den klassiske periode

Archimedes er som navnt den sidste store matematiker, hvis matematik kan siges at
tilhore den klassiske periode, selvom han levede 1 den hellenistiske periode. Hans
vaerker kan ses som kulminationen af perioden i forbindelse med anvendelsen af
exhaustionsmetoden. Nogen af Archimedes’ resultater vil blive behandlet i kapitel 5,
som ogsa omhandler hans mekaniske metode i vaerket "Metoden”.

Archimedes’ arbejde blev ikke videreudviklet af efterfalgerne, hvilket geelder bade hans
udvidelser af exhaustionsmetoden og hans udforskende mekaniske metode. Grunden til
dette skal formentlig findes i, at greekerne efter Archimedes koncentrerede sig om andre
matematiske problemstillinger. Forskningen var i stedet fokuseret pa andre omréder,
f.eks. trigonometri og numeriske metoder. I den hellenistiske periode foregér der en
opsamling af verker fra den klassiske periode, og séledes kan efterfolgerne tilskrives,
bevaringen af mange verker fra den klassiske periode. [Knorr, VI, 1986].

Konklusion

P& trods det store arbejde med genskrivning og bearbejdning af varkerne fra den
klassiske periode, der foregdr i den hellenistiske periode, er der stadig et meget
begrenset kildemateriale fra den klassiske periode. Der er derfor en del usikkerheder
om af hvem og hvornar, hvilke dele af matematikken fra den klassiske periode blev
grundlagt. Der er ligeledes usikkerhed omkring, hvordan den begrebsmaessige
udvikling er foregaet. Der er derfor mange moderne fortolkere, der har beskaftiget sig
med at forsege at rekonstruere udviklingen af forskellige matematiske metoder f.eks.
udviklingen af exhaustionsmetoden, som behandles senere i rapporten. Der er ogsé
mange, der har beskaftiget sig med samspillet mellem matematik og filosofi, og disse
discipliner kan vaere svare at differentiere i denne periode. Der ses pa overfladen en
vekselvirkning mellem den filosofiske og den matematiske udvikling, som ofte har ledt
til den fortolkning, at filosofien skabte en krise, der udfordrede matematikerne til at
komme med en lgsning. Det eventuelle samspil mellem matematik og filosofi vil blive
behandlet i det folgende.
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Det er med de overleverede kilder ikke muligt at give entydige svar pd, hvad der
igangsatte hvad. Det, man med sikkerhed kan sige, er, at der eksisterede mange
originale og konkurrerende fortolkninger af bade matematiske og filosofiske
problemstillinger i perioden, hvilket ofte kendetegner en produktiv periode.
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Kapitel 3. Aristoteles

En af de helt store filosoffer fra oldtidens Grakenland er Aristoteles. Hans arbejde
spaender utrolig bredt, og han er et godt eksempel pé, at man i det gamle Grakenland
ikke havde de samme faggraenser, som man har i dag. Aristoteles’ vaerker omhandler
stort set alle videnskaber péa den tid. Han skriver om mekanik, fysik, matematik, logik,
botanik, psykologi, zoologi, etik, historie, metafysik, skonomi og meget andet. Med
hensyn til matematik er der ikke en enkelt bog dedikeret til emnet, men diskussionen
foregér pa mange forskellige steder i hans verker, og han bruger ofte matematikken til
at illustrere forskellige pointer. Han bidrog ikke med matematiske resultater af
betydning inden for geometrien, selvom han har faet tilskrevet nogle satninger i
Euklids ”Elementer” [Kline, III, 1972], men han var velfunderet i datidens matematik.

Dette kapitel omhandler Aristoteles’ diskussion af det uendelige. Han er den forste,
man kender til, der har gennemfort en teoretisk og systematisk diskussion om dette
emne [Bostock, 1996]. Den teori han opstiller behandler primert uendelighed i en
fysisk og filosofisk forstand, men matematisk uendelighed bliver ogsa berort. Og det er
Aristoteles’ teoretiske overvejelser omkring uendelighed i matematikken, der er
indgangsvinklen til denne behandling af Aristoteles. Den vigtigste del af Aristoteles’
forstaelse af det uendelige er, at han indferer en distinktion mellem det potentielt og det
aktuelt uendelige, som stadig er vigtig i dag. Ifelge Aristoteles er det kun det potentielt
uendelige, der eksisterer. F.eks. medgiver han, at de naturlige tal er potentielt uendelige
— man kan altid opna et tal, der er storre end det foregdende — men den aktuelt
uendelige mangde af naturlige, eksisterer ikke.

Udover Aristoteles’ diskussion om det uendelige, giver kapitlet ogsd en meget kort
indfering i hans forstaelse af kontinuitet og kontinuumet, idet denne forstaelse er et
grundlag for hans opfattelse af det uendelige. Det uendelige behandles i bog III i hans
vaerk “Fysikken”, mens kontinuitet diskuteres i bog VI. Efter introduktionen til
Aristoteles’ forstaelse af kontinuitet og uendelighed, diskuteres tre nutidige Aristoteles
fortolkeres opfattelse af Aristoteles’ matematiske uendelighed og det samspil, der var
mellem matematik og filosofi pa dette punkt.

Kort Biografi:

Aristoteles blev fodt 1 384 f.Kr. 1 Stageira i Makedonien. Som 18-arig tog han til Athen
for at blive uddannet p& Platons Akademi. Han blev pa Akademiet i 19 ar, hvor han
hurtigt blev lerer og forsker. Han var Platons elev og efterfolgende hans kollega. Han
forlod forst Akademiet, da Platon dede i 347 f.Kr., og i 335 f.Kr. grundlagde han sin
egen rivaliserende skole i Athen, Lyceum. Desuden var han fra 343 — 340 fKr.
Alexander den Stores laerer. Da Alexander den Store dede 1 323 f.Kr. tvang politiske
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begivenheder Aristoteles til at forlade Athen. Han tog til Chalcis i Euboea. Pa det
tidspunkt var han 61 ar, og han dede kun et ar derefter.

Man ved, at han publicerede flere verker i sin ungdom, men de er med undtagelse af
nogle fragmenter ikke bevaret for eftertiden. Det betydelige forfatterskab (ca. 2500
sider), der er overleveret, blev ikke publiceret af ham selv. Det er ’forelesninger’, som
han brugte i sin undervisning. Hvor meget, der er @ndret af de senere udgivere, og i
hvilken rekkefolge de er forfattet, vides ikke med sikkerhed. Debatten om, hvad der
kan tilskrives Aristoteles samt kronologien i teksterne, vil ikke blive forfulgt yderligere
1 denne forbindelse. Det er udelukkende neaevnt for at tydeliggere, at enhver
rekonstruktion af noget, der foregik for mere end 2000 &r siden, naturligvis skal tages
med visse forbehold. Ikke nok med at kilderne er usikre, der er heller ikke noget tilbage
af den mundtlige tradition, der har vaeret samtidig med den skriftlige, som maske ville
kunne afklare visse usikre fortolkninger.

”Fysikken”:

I denne sammenhang er det specielt ”Fysikken”, der er interessant, da den, som sagt,
behandler begreber som uendelighed og kontinuitet. Den version af “Fysikken”
[Waterfield, 1996], der anvendes her, er Robin Waterfields engelske oversettelse med
forord og noter af David Bostock. Alt Aristoteles’ arbejde er meget originalt, og dette
geelder ogséa “Fysikken”. Han skylder naturligvis visse dele til sine forgangere, men det
er rimeligt at sige, at der ikke har varet nogen for ham, der har forsegt en sd grundig og
systematisk behandling af centrale emner for fysik som uendelighed, kontinuitet, sted,
tid og bevagelse, som han ger det i ”Fysikken” [Bostock, 1996].

I forbindelse med laesningen af “Fysikken” er det vigtigt at vide, at universet ifolge
Aristoteles er endeligt, hvilket har indflydelse pad hans forstielse af uendelighed.
Desuden indeholder hans kosmologi en forudsetning om ’naturligt sted’ og ’naturlig
forandring (change)’ mod det naturlige sted, og dette anvendes ofte i hans diskussioner.
Der ligger derved nogle antagelser om verden, som ikke udfordres, og som har
betydning for de konklusioner, der drages.

Kontinuitet

Inden behandlingen af Aristoteles uendelighedsteori, er det relevant at give en meget
kort beskrivelse af Aristoteles’ opfattelse af kontinuitet, selvom kronologien i
”Fysikken” er, at diskussionen af kontinuitet kommer senere end uendelighedsteorien.
Grunden til, at Aristoteles’ opfattelse af kontinuitet er relevant, er, at det netop ifelge
Aristoteles er pga. sterrelsers kontinuitet, at de er delelige ad infinitum. Og dette er
netop groft sagt den form for uendelighed, Aristoteles tillader i matematikken. Mens
diskussionen af uendelighed findes i bog III, gives der i bog VI en grundig behandling
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af kontinuumet og kontinuitet. De mellemliggende beger (bog IV og bog V) er
dedikeret til hhv. sted og forandring.

Ser man bog VI som et hele, argumenterer Aristoteles for kontinuitet og mod
atomismen [Bostock, 1996]. Atomismen blev introduceret mindst to generationer for
Aristoteles af Leukippos og Demokrit. Hvor atomisterne argumenterer for udelelige
enheder (atomer), argumenterer Aristoteles for, at den grundleggende egenskab ved
kontinuumet er, at alt kontinuert er uendeligt deleligt — der findes ikke en mindste
enhed.

Det, der er kontinuert, er det, der vitterligt heenger sammen, hvilket dybest set betyder,
at det (teoretisk set) ikke har nogen mindste dele. Til det kontinuerte herer geometriske
starrelser, tid, bevagelse og forandring. Desuden defineres det kontinuerte af
Aristoteles som det, hvis graense er den samme, hvilket medferer, at kontinuumet ikke
kan besta af udelelige enheder. (Dette er en vigtig pointe, idet atomisterne f.eks. si
bevegelse som bestdende af sma hop.) Dette eksemplificeres bl.a. med en linje:

”For instance, a line, which is continuous, cannot consist of points, which are
indivisible, first because in the case of points there are no limits to form a unity (since
nothing indivisible has a limit which is distinct from any other part of it), and second
because in their case there are no limits to be together (since anything which lacks
parts lacks limits too, because a limit is distinct from that of which it is a limit).”
[Phys., 231°21].

Denne forstaelse af kontinuitet betyder, at en linje ikke kan betragtes som en
perlereekke af punkter. I Aristoteles’ forstéelse er der altid et linjestykke mellem to
punkter, svarer godt til vores moderne forstaelse af kontinuitet.

Aristoteles argumenterer for, at et kontinuum ikke kan besta af udelelige. Der listes to
hypotetiske muligheder for et kontinuum: 1) Det kan veaere deleligt i udelelige
(atomisternes hypotese) eller 2) det kan vere uendeligt deleligt. Og Aristoteles
argumenterer for den sidste mulighed:

”...anything divisible into parts that are infinitely divisible is a continuum. It is
also clear that every continuum is divisible into infinitely divisible parts. For if a
continuum were divisible into indivisible parts, that would be a case of indivisible
things being in contact, because the limits of continuous things form a unity and are in
contact.” [Phys., 231°10].

Beskrivelsen af kontinuumet 1 overstdende citat, svarer nesten til vores moderne
opfattelse. Citatet siger nemlig, at ethvert kontinuum er uendeligt deleligt, hvilket i
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moderne termer kunne svare til, at ethvert interval pd den reelle akse indeholder
uendeligt mange tal.

Aristoteles’ forstéelse af et kontinuum er formentlig bade et modsvar til atomisternes
teori, hvilket fremgar af, at Aristoteles anvender deres forstaelse som modhypotese, og
desuden en del af lgsningen af Zenons paradokser, som netop afvaebnes i denne bog i
”Fysikken”. 1 forbindelse med Zenons paradokser har Aristoteles brug for, at det
kontinuerte, om det er en vejleengde eller et tidsrum, skal kunne deles uendeligt mange
gange, jevnfor kapitel 2. To fluer med et smak.

Beskrivelse af Aristoteles’ uendelighedsteori

Det er i bog III i ”Fysikken”, at man finder Aristoteles’ teoretiske overvejelser om
uendelighed. Bogen bestar af to dele: 1) En del med overskriften forandring (change),
og 2) en del om uendelighed. I Robin Waterfields oversattelse er de to hoveddele
yderligere inddelt i 8 kapitler: Kapitel 1-3, som er en slags introduktion til bog III, IV,
V og VI, omhandler forandring, mens der i kapitel 4-8 gives en beskrivelse af
uendelighed.

Introduktionen, kapitel 1-3 i bog 111

I bog II er forandring blevet introduceret som et grundleeggende princip for naturen, og
1 introduktionen definerer Aristoteles forandring. Men forst beskrives det program, der
skal folges omkring uendelighed. I den forbindelse angiver han grunden til, at
uendelighed er et relevant begreb at diskutere:

”The process of change appears to be continuous, and continuity seems to be the
primary context of infinity. That is why in defining continuity one is almost bound to
rely on the notion of infinity: it is because the continuous is what is infinitely divisible.”
[Phys., 200°16].

Herefter folger en definition af forandring. Meget groft sagt, er den forandring
Aristoteles’ definerer, noget der herer til alle de kategorier, der kan knyttes til det
vaerende. Nar noget forandrer sig, gor det det med hensyn til substans eller kvantitet
eller kvalitet eller sted. Hvis det drejer sig om farveskift, kan det vaere fra lys til mork
eller omvendt, og i begge retninger er arten af forandring i sit vaesen af samme slags.
Noget kan vere potentielt eller aktuelt, og forandring er aktualiteten af det, der
eksisterer potentielt. Betydningen af dette er, at alle potentialer kan aktualiseres, hvilket
sjovt nok netop ikke gelder for det uendelige.

Uendelighed, kapitel 4-8 i bog 111

I kapitel 4, som er starten pa anden del af bog III, begynder diskussionen af
uendelighed. I dette kapitel opsummerer Aristoteles nogle af sine forgeengeres
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synspunkter, hvor han bruger deres interesse til at retferdiggere, hvorfor uendelighed er
et vigtigt begreb at beskaftige sig med. Med hans egne ord:

”A sign that the consideration of infinity is relevant to scientific knowledge of
nature is the fact that all those who seem to have made a significant contribution to this
branch of philosophy have had something to say about infinity. In fact they all make it a
principle of things.” [Phys., 202°36].

Man kan sige, at han bruger forgengernes synspunkter til at skeerpe sine egne, idet han
afviser deres teorier en efter en. De, der star for skud, er Pythagoras, Platon,
Anaxagoras og Demokrit, og det primare argument, imod deres ret forskellige
opfattelser, er, at uendelighed ikke har nogen substans, hvilket de naevnte pa forskellige
mader mener, at uendelighed har, i hvert tilfzlde ifelge Aristoteles. Dette leder til
Aristoteles’ forste pastand om det uendelige, nemlig at uendelighed ikke kan opfattes
som substans. Hvis uendelighed overhovedet eksisterer, kan det kun vere en attribut til
noget andet.

I kapitel 5, hvor Aristoteles angiver sit synspunkt om, at det uendelige mé vere en
attribut til et eller andet, drejer diskussionen sig primert om, hvorfor der ifelge
Aristoteles ikke kan eksistere et uendeligt legeme eller en uendelig substans. Dette er
ogsa en vigtig del af Aristoteles’ teori om universet, idet han, som tidligere navnt,
fastholder, at universet som et hele er endeligt, og derfor ma ethvert legeme i universet
naturligvis ogsa vere endeligt. Diskussionen omkring, hvorvidt noget med substans kan
vaere uendeligt, er ikke sé interessant i denne sammenhang, hvor det er uendelighed i
matematikken, der er det primare fokus. Men det skal navnes, at det specielt er pa
dette punkt, at Aristoteles er uenig med sine forgengere. Han mener nemlig, at en
konsekvens af deres opfattelser er, at der ma eksistere uendelige legemer eller i det
mindste noget af substans, der er uendeligt. Dette synspunkt, som Aristoteles forkaster,
ma antages at vere mere centralt for ham end uendelighed i matematikken, idet
matematikken i Aristoteles’ varker generelt anvendes til at skerpe argumentationen.
Men det er ikke matematisk forskning, der er hans virkefelt.

Det er i kapitel 6, at diskussionen omkring det uendelige bliver rigtig interessant i en
matematisk sammenhang. Her leegger Aristoteles ud med at sige, at uendelighed ma
eksistere i en eller anden forstand, da der ellers vil vaere urimelige konsekvenser. Hvis
der ikke findes nogen form for uendelighed, vil en urimelig konsekvens f.eks. vere, at
der vil vaere en begyndelse og slutning af tiden. Han konkluderer derfor, at der vil vare
en forstand, i hvilken der er uendelighed, og en i hvilken der ikke er uendelighed. Det
drejer sig altsd om, i hvilken forstand uendelighed ’er’. Og nu kommer sa indferelsen af
det potentielt uendelige:
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”Now, ’to be’ means either "to be potentially’ or ’to be actually’, and a thing may
be infinite either by addition or by division. | have argued that no actual magnitude can
be infinite, but it can still be infinite divisible (it is not hard to disprove the idea that
there are indivisible lines), and so we are left with things being infinite potentially.”
[Phys., 206"14].

Lige inden dette citat medgiver han, at 1) tiden er uendelig, 2) talraekken er uendelig og
3) sterrelser er uendeligt delelige [Phys., 206°9]. Men det skal forstds i en potentiel
forstand. Det uendelige kan ikke aktualiseres. I forbindelse med sterrelser er det, fordi
det ville kreeve aktualiseringen af den uendelige deling. I alle andre tilfelde skyldes det,
at det uendelige er en ’tidsathaengig’ proces, hvor processen kan siges at vare i gang,
men den aktualiseres ikke i sin helhed. Som distinktion mellem det aktuelt og det
potentielt uendelige i forbindelse med en tidsathangig proces giver han et eksempel om
de olympiske lege:

”The distinction between potential and actual applies to them too: the Olympic
Games ’are’ both in the sense that there is the potential for the contest to take place
and in the sense that it is taking place.” [Phys., 206"21].

At de olympiske lege finder sted, er en aktualisering, men aktualiseringen foregar over
tid, hvorved delene ’forsvinder’ i samme gjeblik, som de opstar. Det er netop denne
form for tidsathaengig proces, som Aristoteles accepterer ogsd kan vare i uendelig
forstand, hvilket beskrives saledes:

”Generally speaking, the infinite exists by one thing being taken after another.
What is taken is always finite on its own, but always succeeded by another part which
is different from it. But whereas in the case of magnitudes each part persists, in the
case of time and the human race the parts cease to be, but in such a way that the
process does not fail.” [Phys., 206™21]

Der er, som citatet viser, en forskel pad den uendelige tid eller den menneskelige race
(som Aristoteles ogsa mener, er uendelig) og pa den uendelige deling af sterrelser. I
forbindelse med den graeske matematik er det den uendelige deling, der er interessant,
da matematikken pa den tid ikke behandlede tidsathaengighed. Ligesom den uendelige
deling af sterrelser tillades af Aristoteles, accepterer han ogsa uendelig addition men i
en helt bestemt forstand. Den slags uendelighed, der afhanger af addition, er den
samme slags som den, der athanger af division:

”Any finite magnitude can include infinity by addition as an inverse process, in

the sense that to see division ad infinitum going on within it is at the same time to see
addition up to a determinate limit going on within it. For if, in a finite magnitude, you
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take a determinate amount and add to it not by taking the same fraction of the whole,
but the same proportion of what remains, you will never traverse the finite magnitude.”
[Phys., 206°3].

Der er altsa en sammenhang mellem division ad infinitum og addition, idet hvis den
uendelige deling af en endelig storrelse kunne aktualiseres, da ville antallet af dele, der
kunne summeres vaere uendelig. Flere Aristoteles fortolkere refererer til dette som
invers addition (se f.eks. [Hintikka, 1973] og [Kouremenos, 1995]). Hvor den forste del
af citatet fastslar sammenhangen mellem division og addition, siger den naste del, at
en storrelse aldrig kan udtemmes med en anden sterrelse ligegyldigt, hvor lille den er.
Denne formulering ser ud til at vere taget direkte fra exhaustionsmetoden, som netop
blev udviklet pa Aristoteles’ tid. Som i exhaustionsmetoden ligger der i citatet en
sproglig formulering af, at en kvotientreekke (a + ar + ar’+ ... ar"+ ...)med r <1 har
en endelig grensevaerdi. Det er bare ikke muligt, ifelge Aristoteles’ opfattelse af det
uendelige (og i anvendelsen af exhaustionsmetoden), at aktualisere den uendelige sum
eller at na greensevaerdien. Ydermere kan man konkludere, at der inden for Aristoteles’
uendelighedsteori ikke kan eksistere uendeligt sma dele som de infinitesimaler, der i
1600-tallet bliver indfert i analysen. Desuden tillader den heller ikke den udelelighed
Archimedes opererer med i "Metoden”.

Efterfolgende gér Aristoteles sa vidt som til at sige, at addition forstdet som noget, der
er ubegrenset, ikke eksisterer, ikke engang potentielt. Uendelighed i forbindelse med
addition kan kun eksistere som den inverse addition (den opsummeren der ville hore til
udtemningen af en sterrelse ved uendelig deling), og dette er kun i potentiel forstand.
Lige netop denne udtalelse har givet anledning til megen debat, idet den, hvis den kan
tages ud af sammenhangen, umuligger ubegrensethed 1 matematikken, hvilket f.eks.
ville udelukke den ubegraensede fortsattelse af et linjestykke, som er en grundleeggende
antagelse i den Euklidiske geometri (dette ses f.eks. i postulat 5 i ”Elementerne”,
parallelpostulatet).

Derudover er det i forbindelse med uendelig deling nedvendigt at gere sig klart, at der
er stor forskel pa eller en klar distinktion mellem geometriske sterrelser og tal.
Geometriske storrelser er noget substantielt, mens tal er de positive heltal, hvorved tal
ikke kan deles i det uendelige. Det, der kan deles i uendelighed, er geometriske
starrelser, og det er fordi, de er kontinuerte, hvorved de ifelge Aristoteles ikke bestar af
udelelige dele. Dette er, hvad felgende tekststykke illustrerer:

”...the number one is indivisible, whatever it is that is one — a person, for

instance, is one person and not a number of people — and any given number is a
plurality of ones, a particular quantity of them. ... it is always possible to take more
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than any specified number. However, this number does not exist apart from the process
of halving.” [Phys., 207°1].

Aristoteles siger, at det altid er muligt at forestille sig et storre tal, fordi en geometrisk
storrelse kan halveres uendeligt mange gange. Det ses herved, at tal ikke kan eksistere 1
sig selv. Tal knyttes til antallet af faktisk eksisterende elementer i en mangde, hvor
disse elementer kunne vare de dele en halvering ville give. Derfor er talreekkens
uendelige fortsattelse ikke, som man umiddelbart ville tro, en konsekvens af, at man
kan forestille sig, at man kan blive ved med at telle. Talreekkens uendelige fortsattelse
herer derimod til sterrelsens uendelige deling, som skyldes dens kontinuitet. Det kan
derfor vaere svart i denne forstéelse af tal at se fodslen af aktuelt uendelige rekker med
et tilherende grensevardibegreb, hvilket er en naturlig del af den moderne analyse.

I slutningen af kapitel 7 kommer Aristoteles’ beremte citat, hvor hans
uendelighedsteori direkte bliver henvendt til matematikerne:

”l have argued that there is no such thing as an actual infinite which is
untraversable, but this position does not rob mathematicians of their study. Even as
things are, they do not need the infinite, because they make no use of it. All they need is
a finite line of any desired length. But any magnitude whatever can be divided in the
same ratio as you would divide an enormous magnitude, and so, for the purpose of
their proofs, it makes no difference whether the magnitude proposed is one of those
which actually exists.” [Phys., 207°27].

Det virker igen som om, det direkte er exhaustionsmetoden, han refererer til. Til at
bevise s@tninger, hvor f.eks. et areal udtemmes, er det ikke nedvendigt at antage noget
som helst andet, end at alle sterrelser, ved fortsat at fjerne mere end halvdelen, kan
gores vilkéarligt sma. Og dette er tilladt inden for Aristoteles’ beskrivelse af det
uendelige, da alle sterrelser kan deles ad infinitum. Til gengald virker det igen ikke
umiddelbart som om, Aristoteles accepterer, at en linje kan fortsattes ubegrenset,
hvilket anvendes af Euklid, eller det virker i hvert tilfaelde ikke som om, han behandler
speargsmélet om den ubegrensede fortsattelse af den matematiske linje. Det ser faktisk
nermere ud som om det er uendelighed i fysisk forstand, Aristoteles henviser til, nar
han skriver —”...There is no such thing as an actual infinite...”. Dette betyder ikke
nedvendigvis, at den matematiske linje ikke potentielt kan fortsattes ubegrenset, men
det er ikke et sporgsmal Aristoteles rigtig forholder sig til i denne forbindelse. Det skal
her pépeges, at netop ovenstaende citat har faet utrolig stor opmaerksomhed. Dette kan
ikke undre, specielt ikke nar diskussionen handler om samspillet mellem matematik og
filosofi. Dette vil blive berert naermere under diskussionen om moderne fortolkninger
af Aristoteles’ uendelighedsteori.
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Det sidste korte kapitel i bog III, kapitel 8, giver meget kontante svar pa, hvorfor der
ikke kan eksistere en aktuel uendelighed i den forstand, som mange ville finde det
naturligt at péstd, f.eks. det at man kan blive ved med at telle. Han foregriber de
modargumenter, han kan forestille sig, vil komme, og disse er en slags opsummering af
alle de argumenter, han er kommet med i det foregdende. Bogen og dermed
diskussionen sluttes med folgende citat, der setter et helt klart punktum i den sag:

”This is all I have to say about the senses in which there is and is not such a thing
as infinity, and about what infinity is.” [Phys., 208"22].

Konklusioner om Aristoteles’ uendelighedsteori i ”Fysikken™

Der er ifolge Aristoteles en sammenhang mellem det uendelige og det kontinuerte. Det
uendelige eksisterer kun i potentiel forstand, og i potentiel forstand er der to former for
uendelighed. Den ene er uendelighed som en tidsathangig proces, hvor det mest
umiddelbare eksempel er tiden, der ifolge Aristoteles hverken har en begyndelse eller
en slutning, hvorfor tiden potentielt er uendelig. Den potentielle uendelighed, der
knytter sig til tiden, findes ogsé i endelige tidsrum, da tiden er kontinuert, og den kan
derfor potentielt opdeles i det uendelige. Der er, sagt pa en anden made, altid et tidsrum
mellem to gjeblikke.

Inden for matematikken beskaftiger Aristoteles sig primaert med det geometriske
kontinuum og den tilherende form for uendelighed. Men der er en helt klar analogi
mellem den tidsafhengige uendelighed og den matematiske. Ser man pd det mest
simple eksempel pa et geometrisk kontinuum, en linje, vil man kunne dele linjen med
punkter, men der vil altid vere et linjestykke mellem to punkter, ligesom der altid er et
tidsrum mellem to gjeblikke. Da den geometriske linje er kontinuert, bestir den derfor
ikke af udelelige punkter, men har netop den egenskab, at den er uendeligt delelig. Det
er ogsa i den forstand, at Aristoteles opfatter de naturlige tals potentielle uendelighed.
Da et linjestykke potentielt kan deles uendeligt, kan de tilherende tal, antallet af dele,
ligeledes potentielt forsettes uendeligt. At det kun er i denne forstand, Aristoteles
accepterer den potentielt uendelige maengde af naturlige tal, skyldes datidens opfattelse
af tal. Tal er de naturlige tal, og de eksisterer ikke i sig selv, de er altid antallet af
elementer i en eksisterende maengde.

Til slut skal det understreges, at Aristoteles i bog IIT i Fysikken” udelukkende
beskeaeftiger sig med det geometriske kontinuum i endelig forstand, hvilket har givet
anledning til mange spekulationer. Den umiddelbare arsag ser ud til at vere, at
Aristoteles 1 bog Il primeert beskaeftiger sig med uendelighed i matematikken i
forbindelse med exhaustionsmetoden. Dette betyder, at han anerkender matematikernes
behov for vilkdrligt sma geometriske storrelser, men der gives ikke grent lys for
vilkarligt store geometriske sterrelser — ”...neither substraction nor imagined increase

25



Kapitel 3 Aristoteles

make a magnitude infinite.”, [Phys. 208°21]. Dette vil blive behandlet mere indgaende i
det naste afsnit.

Moderne fortolkninger af Aristoteles’ uendelighedsteori

Denne diskussion af moderne fortolkninger af Aristoteles’ uendelighedsteori forholder
sig til tre forskere, der har beskaftiget indgdende med forholdet mellem matematisk
uendelighed i antikken og den filosofiske uendelighedsteori Aristoteles opstiller. Det
drejer sig om Jaakko Hintikka, Wilbur Knorr og Theokritos Kouremenos. De
repraesenterer alle vasentlige indgangsvinkler samt en udvikling i forstielsen af
Aristoteles’ uendelighedsteori.

Hintikkas artikel “Aristotelian Infinity” [Hintikka, 1973], som er fra 1973, giver en
analyse, der munder ud i en konklusion om, at Aristoteles ikke forholder sig til den
matematiske praksis i sin samtid, og at han formentlig heller ikke forstod matematikken
til bunds. Denne konklusion ma siges at veere Knorrs udgangspunkt i artiklen Infinity
and Continuity: The Interaction of Mathematics and Philosophy in Antiquity” [Knorr,
1982] fra 1982, hvor hans primere konklusion er, at matematikken og filosofien
udvikler sig parallelt, fuldsteendig uden interaktion, og at matematikerne valgte rigtigt i
deres ignorering af Aristoteles’ nermest forvrovlede teori. Kouremenos bruger i sin
bog “Aristotle on Mathematical Infinity” [Kouremenos, 1995] fra 1995 en del krafter
pa at tilbagevise Knorrs konklusioner, der som udgangspunkt bygger pad Hintikkas
arbejde. En af hans primaere konklusioner er, at Aristoteles’ arbejde viser en helt klar
forstaelse af hans samtids matematik, hvis praksis ikke er i modsatning til hans filosofi.
Kouremenos mener ligesom Knorr, at der er meget fa tegn pa en egentlig interaktion
mellem matematik og filosofi omkring det uendelige, idet matematikerne ifolge
Kouremenos ikke lader til at have bekymret sig synderligt om at undgad aktuel
uendelighed i matematikken, hvorved Aristoteles’ teori nermere er i opposition til
matematikerne. Han mener samtidig, at Aristoteles’ meget fundamentale overvejelser
kunne have bidraget til en mere stringent opbygning af Euklids “Elementer” pa de fa
steder, hvor det uendelige optrader.

Det springende punkt, omkring Aristoteles’ uendelighedsteori og den matematiske
praksis pd den tid, som behandles indgaende af Hintikka, ligger i Aristoteles’
manglende accept af det aktuelt uendelige, som pa flere punkter optreeder i den helt
basale matematik i Euklids "Elementer”. Her er det bl.a. behovet for en ubegranset
linje i forbindelse med parallelpostulatet’ og den uendelige mangde af primtal®, der
umiddelbart leder til en anvendelse af aktuel uendelighed i Euklids arbejde. Det er disse
to eksempler, Hintikka benytter til at konkludere, at Aristoteles ikke forholder sig til
den matematiske praksis i sin uendelighedsteori, der, som det er vist i det foregaende,

21 Eukilds ”Elementer” bog I, postulat 5.
* I Euklids ”Elementer” bog II, satning 16.
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udelukker bade aktuelt uendelig store og smé genstande, fysiske savel som
matematiske. Imod denne konklusion siger Kouremenos, at det sted Hintikka henviser
til i ”Fysikken” er grebet ud af sin sammenhang, og at Aristoteles i varket ”Om
himlene” helt klart viser, at han accepterer den ubegrensede matematiske linje, hvilket
Hintikka faktisk ogsé selv bemarker. Og desuden ville Euklids primtalsalgoritme ifolge
Kouremenos kunne formuleres, s& mengden af primtal var uendelig i potentiel
forstand. Ifelge Kouremenos kan den graske matematik sagtens formuleres inden for
rammerne af den potentielle uendelighed, som Aristoteles tillader. Dette er i denne
sammenheang en interessant pointe, da et af omdrejningspunkterne i dette arbejde er,
hvorfor man i antikken undgar en eksplicit indferelse af matematisk uendelighed, og
specielt det aktuelt uendelige.

Den primere arsag til, at Aristoteles’ uendelighedsteori ofte er blevet sat i forbindelse
med udviklingen af den graeske matematik, skal ikke findes i, hvorvidt aktuel
uendelighed pa nogle fa steder optrader implicit i "Elementerne”. 1 stedet er det den
stort set samtidige formulering af bade Aristoteles’ uendelighedsteori og Eudoxos’
exhaustionsmetode, hvor aktuel uendelighed helt klart undgas i1 bade filosofi og
matematik, der har vakt interessen for dette samspil. Det har vaeret oplagt, at undersoge
om der var en gensidig pavirkning. Som moderne matematiker foler man nemlig, at
exhaustionsmetoden med det tilherende dobbelt modstrids bevis ger det unedigt
besverligt at finde arealer og voluminer. Knorr giver i sin artikel et bud pa
exhaustionsmetodens oprindelse, og dette tema er ligeledes centralt for Kouremenos.
Hintikkas artikel omhandler ikke exhaustionsmetoden, men artiklen er medtaget i denne
diskussion, fordi den sa klart konkluderer, at Aristoteles ikke forholdt sig til den
matematiske praksis, og derudover er den, som tidligere navnt, et udgangspunkt for
Knorrs analyse.

Hintikka:

I den fortolkning Hintikka giver af Aristoteles’ uendelighedsteori, anvender han et
’principle of plentitude’, som her overszttes som ’overflodsprincippet’. Det er et
begreb en A. O. Lovejoy har indfert i bogen ”The Great Chain of Being” [Hintikka,
1973], dog i en mindre filosofisk sammenhang. Princippet kan tentativt formuleres
som: Ethvert potentiale realiseres pa et eller andet tidspunkt. Princippet bliver
kvalificeret yderligere, hvilket det ikke umiddelbart er nedvendigt at g& dybere ind 1
her, da det, der skal formidles, er de matematiske konsekvenser af Hintikkas
fortolkning. I Lovejoys flygtige anvendelse af begrebet i forbindelse med antikken,
kommer han frem til, at Platons filosofi indeholder et ’overflodsprincip’, mens dette
ikke gor sig geldende for Aristoteles’. Hintikka arbejder ud fra den modsatte hypotese,
men behandler kun Aristoteles i dybden.

Ifolge Hintikkas hypotese accepterede Aristoteles noget, der svarer til
“overflodsprincippet’. Han accepterede princippet, at ingen virkelig mulighed
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(possibility) kan forblive uaktualiseret gennem en uendelighed af tid. Til undersegelsen
af denne hypotese kommer Aristoteles’ uendelighedsteori under luppen, hvor
Aristoteles, som illustreret i det foregdende afsnit, tydeligvis accepterer det potentielt
uendelige som en tidsathangig proces.

Det, der er Hintikkas pointe i forhold til matematikken, er, at Aristoteles’ univers er
endeligt bade i fysisk og matematisk forstand. Han diskuterer Aristoteles’ teori i
forhold til den matematiske praksis, hvor han legger ud med at sige, at:

”What we have found about Aristotle’s theory of spatial magnitude shows that the
problem of reconciling his theory of infinity with mathematical practice is a much more
serious one than commentators have usually realized.” [Hintikka, 1973, s.118].

Ifolge Hintikka siger Aristoteles, at geometrene ikke engang behever arbitrert store
potentielle forleengelser af f.eks. en linje. Han holder Aristoteles fast i den direkte
henvisning til matematikerne, hvor vi i det foregéende afsnit har set, at Aristoteles 1 bog
II kun forholder sig til matematikernes behov for uendelighed i forbindelse med den
inverse addition. Det centrale i Hintikkas analyse er, at matematikerne, ifelge hans
version af Aristoteles’ uendelighedsteori, kun har behov for vilkarligt smé sterrelser,
hvilket er i modstrid med flere resultater og forudsatninger i Euklids ”Elementer”. Her
er det beremte parallelpostulat et godt eksempel, da det er en essentiel forudsetning i
den euklidiske geometri, og alternative formuleringer af parallelpostulatet leder til ikke-
euklidiske geometrier. Det siger:

”That, if a straight line falling on two straight lines make the interior angles on
the same side less than two right angles, the two straight lines, if produced indefinitely,
meet on the side on which are the angles less than tow right angles.” [Heath, 1, 1956, s.
155].

Parallelpostulatet er altsd formuleret indirekte. Hvis summen af de indre vinkler pé
samme side er mindre end to rette vinkler, sa vil de rette linjer mgdes pa den side, hvor
vinkelsummen er mindre end to rette vinkler, hvis de fortsattes ubegraenset — hvorved
de ikke er parallelle. Der er derved et grundleeggende behov for den ubegraensede
fortsettelse af en ret linje.

Det, Hintikka gér meget op i, er, hvorvidt Aristoteles’ uendelighedsteori er en
benzgtelse af ubegraensethed i1 det hele taget. Det mener Hintikka er tilfzldet, hvilket
leder frem til en konklusion om, at Aristoteles enten ikke har forstidet den matematiske
praksis, eller at Euklids femte postulat (parallelpostulatet), som kraver en ubegrenset
linje, er kommet til efter Aristoteles’ tid, hvorved Aristoteles ikke har set behovet for
ubegraensede matematiske storrelser.
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Knorr

Knorr leegger i sin artikel om samspillet mellem matematikken og filosofien i antikken
ud med at opridse den vekselvirkning, man pa overfladen kan se omkring begreber som
uendelighed og kontinuitet fra Eleaterne i den 5. arhundrede f.Kr. til Euklid og
Archimedes i den 3. arhundrede f.Kr. I det 4. arhundrede skerpes Eleaternes filosofiske
overvejelser af Platon og Aristoteles, hvilket i matematikken understottes af Eudoxos’
udvikling af proportionslaren og exhaustionsmetoden, som igen anvendes og forbedres
af Euklid og Archimedes i det 3. d&rhundrede f.Kr. Dette billede har ofte ledt til, at man i
matematikkens og filosofiens historie har givet den fortolkning, at den filosofiske debat
har genereret en ’krise’, som har afkreevet matematikerne en lgsning. Og det er denne
fortolkning Knorr modsatter sig. Han siger:

”l am convinced that the mathematical studies were autonomous, almost
completely so, while the philosophical debates, developing within their own tradition,
frequently drew support and clarification from mathematical work.” [Knorr, 1982, s.
112].

Det forste, Knorr behandler, er de matematiske aspekter af Zenons paradokser. Her
soger han at vise, at Aristoteles, hvis leosning ifelge Knorr til dels bygger pd en
matematisk argumentation, primert forholder sig filosofisk til Zenons paradokser. Og
ydermere er Aristoteles’ greb om matematikken ifolge Knorr meget mangelfuldt. Dette
anvendes til at underbygge argumentet om, at filosofferne arbejder inden for deres egen
tradition, men at de trak pa matematikernes arbejde til at skaerpe deres argumenter. Et
spendende argument i denne sammenhang kommer i folgende udtalelse fra Knorr:

”It is hard to believe that a geometer could have been the ultimate source of
Aristotle’s treatment here; for a geometer would certainly understand that an infinite
whole might have an infinite part.” [Knorr, 1982, s. 119].

Dette argument ma siges at vare i modsatning til Knorrs endelige konklusioner
omkring de matematiske aspekter af Zenons paradokser. Han ender op med at sige, at
selvom Euklid i X.1 (exhaustionsbeviset) leegger sig tet op ad Aristoteles’ argumenter
om bevagelsers uendelighed fra bog VI i ”Fysikken”, er det forskellene i deres tilgange,
der er mest slaende. Knorr siger:

”In contrast with Aristotle’s intent to explicate the nature of the infinite and his
uninhibited use of the term ‘infinite’ (apeiron) throughout these discussions, Euclid
uses neither the term nor the concept of the infinite anywhere in this proof. Indeed, save
for the context of parallel lines, ‘infinite’ has been eliminated from the geometers’
vocabulary altogether” [Knorr, 1982, s. 121].
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Det betyder, at Knorr pa den ene side siger, at geometerene havde en klar forstaelse af,
at et uendeligt hele kan have uendelige dele, og derved en forstéelse af matematisk
uendelighed, mens han pd den anden side siger, at de eliminerer det uendelige fra
matematikken, undtaget parallelpostulatet. Det virker med Knorrs veegt pa antikke
matematikeres stringens merkeligt, at de skulle have valgt at se bort fra spergsmalet
om uendelighed, hvis de havde sé klar en forstaelse af begrebet, som han péstar, de har.
Da ville det virke oplagt at definere, hvilken form for uendelighed, der kan tillades i
matematikken. Desuden kan man med rimelighed haevde, at netop Aristoteles havde en
forstaelse af, at et uendeligt hele kan have uendelige dele jeevnfor hans beskrivelse af
kontinuumet. Her siger han f.eks., at ethvert kontinuum er deleligt ad infinitum, og da
enhver storrelse er et kontinuum, hvilket ogsa betyder en del af en sterrelse, m& man
sige, at Aristoteles har indset, at et uendeligt hele kan have uendelige dele.

For at vise, at den filosofiske debat omkring Zenons paradokser ikke havde nogen
indflydelse pd udviklingen af exhaustionsmetoden, ender han faktisk med at stille
sporgsmdlet:

”For how can one explain the geometers’ abandonment of the infinite per se,
when Aristotle himself neither advises nor follows this course?” [Knorr, 1982, s. 121].

Til besvarelse af dette spergsmal siger Knorr, at Aristoteles, konfronteret med en
bevaegelse blandt geometerene om at opgive dette begreb (det skal indskydes, at en
sddan bevaegelse ikke kan dokumenteres), narmere forsegte at bevare
uendelighedsbegrebet med sine diskussioner i ”Fysikken”. Den traditionelle fortolkning
er, at Aristoteles med sine teoretiske overvejelser for alvor skubber muligheden for at
anvende aktuel uendelighed ud af matematikernes varktejskasser. Til at underbygge sit
argument siger Knorr, at det er ironisk, at Aristoteles i1 sin teori benagter en specifik
slags uendelighed, nemlig det aktuelt uendelige, da denne form for uendelighed faktisk
ikke kan undveares i geometrien. Her leener Knorr sig op ad Hintikkas artikel, hvor
Hintikka, som beskrevet ovenfor, argumenterer for at Aristoteles ikke har forstaet den
matematiske praksis, hvor det aktuelt uendelige er en vigtig del. Matematikerne kan
ifelge Hintikka ikke undveare det aktuelt uendelige, da det f.eks. er muligt at konstruere
ikke-euklidiske systemer ved at benagte den ubegransede forlengelse af linjer (f.eks.
sfeerisk geometri, hvor rette linjer er storcirkler pad en kugleoverflade). Og den
ubegraensede fortsattelse (eis apeiron) af linjer er den eneste direkte form for
uendelighed (Hintikka kommer i modsatning til Knorr ogséd ind pa den uendelige
mangde af primtal), Euklid bevarer i ”Elementerne”(bog I, postulat 2 og 5). Det skal
her navnes, at hverken Knorr eller Hintikka forholder sig til, om det ville vere
tilstreekkeligt med den potentielle uendelighed i den euklidiske geometri.

Knorr runder af med pa polemisk vis at sige, at:
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”If Euclid and his predecessors knew of this theory, they chose wisely to
disregard it.” [Knorr, 1982, s. 122].

Den naste del af Knorrs artikel er 1 lyset af diskussionen om, hvorfor
exhaustionsmetoden ikke udspringer af den filosofiske debat, en rekonstruktion af
exhaustionsmetodens oprindelse. Exhaustionsmetodens redder har ifelge Knorr ikke
noget at gore med de filosofiske puslespil som f.eks. Zenons paradokser, som er en
gaengs fortolkning. Dette skyldes ifelge Knorr, at uendelige kvotientreekker var fuldt ud
accepterede af Eudoxos. I Knorrs analyse kommer han frem til, at Euklids exhaustion er
en videreudvikling af Eudoxos’, idet Euklid beviser exhaustionsmetoden (X.1). Knorr
mener nemlig, at Eudoxos angav exhaustionsmetoden som et aksiom, hvorved den ikke
behovede bevis. Det primere argument for dette er Archimedes’ henvisning til, at
tidligere geometere angav dette som et lemma, hvilket her tolkes som et aksiom eller en
ikke bevist antagelse. Knorrs rekonstruktion af exhaustionsmetodens oprindelse vil
blive behandlet mere indgédende i det naeste kapitel.

En spandende konsekvens af denne konklusion, hvor Eudoxos skulle have angivet
exhaustionsmetoden uden bevis, er, at den godtger, hvorfor studiet af uendelige reekker
ikke fik nogen sarlig opmarksomhed af antikkens geometere, selvom Zenons
paradokser laegger kraftigt op til sddan et studie. Der findes nemlig kun et eksempel i
antikkens matematiske vaerker, der angiver summen af en uendelig kvotientreekke. Det
findes 1 ”Parablens kvadratur”, som er fra det 3. arhundrede fKr., hvor Archimedes i
endelig form angiver det, der svarer til 1 + (1/4) + (1/4)* + (1/4)* + ... = 4/3. Det er et
noget omvendt argument, da det ville virke oplagt at beskeftige sig med uendelige
rekker, hvis de var en fuldt ud accepteret del af matematikken pa den tid. Det kunne
f.eks. have ledt til lettere losning af exhaustionsbeviserne, da dobbeltmodstridsbeviset
kunne undgas ved en formulering af et graenseveardibegreb. Dette ville ogsa vere et
stort skridt pa vejen mod en mere generel teori.

Den sidste del af Knorrs artikel omhandler den heuristiske analyse med udelelige, som
Archimedes anvender i ”Om metoden”. Igen er malet at vise, at filosofien ingen
indflydelse har haft pa udviklingen af matematikken, hvilket er en gengs fortolkning.
Archimedes’ mekaniske metode, som behandles i kapitel 5, kunne nemlig godt have
haft sit udspring i atomismen. Knorrs standpunkt er, at Archimedes’ udforskende
mekaniske metoder eventuelt kunne vere inspireret af Eudoxos, men ikke af den
filosofiske diskurs. Hvis der skulle have varet en pavirkning matte det vere gennem
Demokrit, men dette afviser Knorr, idet det ikke virker som om Archimedes var sarlig
bekendt med Demokrits arbejde. Desuden mener Knorr ogsa, at der er beleg for at
afvise, at Demokrit pd nogen made havde overfert atomismen til geometrien, hvilket
andre forskere er kommet frem til. Dette beskrives mere indgéende i kapitel 5.
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Slutteligt bemarker Knorr, at Archimedes péd ingen mdder viser interesse for at forsvare
et ontologisk standpunkt. Archimedes anvender, at der er en proportionalitet mellem
snit af f.eks. plane figurer, hvorved vagtstangsprincippet giver, at samlingen (engelsk
aggregate) af uendeligt mange snit leder til en balance mellem to figurer, som tillader
bestemmelsen af deres areal. Han kunne f.eks. have stillet sig det spergsmadl, at hvis
snittene har en vagt, hvordan kan aggregatet af uendeligt mange snit sa undga at have
en uendelig vagt? Knorr konkluderer, at Archimedes’ anvendelse af udelelige kommer
fra en bekvem og oplagt simplificering af den stringente behandling, der udelukkende
baserer sig pa endelige storrelser. Dette understreges ifolge Knorr af, at det ogsa er den
udvikling, der foregar i 1600-tallets matematik med indferelsen af infinitesimalerne.

Knorr er altsd med sit arbejde i sterk opposition til den almindelige antagelse, at
graekerne havde en skrak for det uendelige. Med hans egne ord:

”The familiar hypothesis of a "horror of infinite’ among the Greek geometers is a
preposterous myth whose demise can only be welcome. To be sure, the salient feature
of this proof is its meticulous avoidance of any direct use of the notion of the infinite;
all assertions are made with reference exclusively to finite magnitudes. But this is a
consequence of the geometers’ ambition to satisfy stringent criteria of deductive
form.... As recognized starting points (axioms) for proofs appeared not to extend
directly to constructions resulting from an infinite process, an alternative indirect
procedure was sought.” [Knorr, 1982, s. 143].

Den matematiske undgaelse af det uendelige har altsa ifelge Knorr intet at gere med en
pavirkning fra filosofien, f.eks. Aristoteles’ benagtelse af det aktuelt uendelige, men
stammer udelukkende fra de strenge krav de greske geometere stillede til stringente
beviser. Dette virker som et underligt argument, da en ordentlig definition af
matematisk uendelighed netop kunne have bidraget til en skerpelse af stringensen.

Kouremenos

I dette afsnit vil nogle af Kouremenos hovedargumenter blive trukket op. Det skal i den
forbindelse navnes, at det er svert at undga en hvis overfladiskhed i forhold til det
store arbejde, der prasenteres i Kouremenos’ bog om Aristoteles’ matematiske
uendelighed. Der vil her primeert blive lagt veegt pa kapitel 5 med titlen ”Actual Infinity
and Greek mathematics”. Her leegger Kouremenos ud med at understrege, at det ikke er
Aristoteles’ hensigt i “Fysikken” bog III, hvor uendelighedsteorien introduceres, at
udelukke arbitreert store potentielle forlengelser fra geometrien. Argumentet er, at
diskussionen stammer fra, hvad Aristoteles ser som et problem i Platons forstéelse af
det uendelige, mens Aristoteles pa andre steder i sine verker eksplicit anerkender den
ubegransede forlengelse af f.eks. linjer og tal.
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Som tidligere navnt, har Hintikka ogsa set, at Aristoteles i ”Om Himlene” faktisk
tillader ubegraensede forleengelser af rette linjer, men hvor Hintikka ser det som en
uoverensstemmelse, ser Kouremenos det som et bevis pad Aristoteles’ anerkendelse af
matematikernes behov for potentielt ubegrensede forlengelser. Kouremenos forsvarer
Aristoteles’ umiddelbare afvisning af ubegransethed i bog III i ”Fysikken” med at
godtgere, at Aristoteles her udelukkende forholder sig til exhaustionsmetoden.

Udover at tilbagevise Hintikkas péastand om Aristoteles’ manglende accept af
ubegraensethed i matematikken laegger Kouremenos ogsd ud med at pointere, at
Aristoteles” erinde i “Fysikken” er uendelighed i fysisk forstand, mens den
matematiske uendelighed er en biting. Den matematiske uendelighed kommer ind i
billedet, fordi den (ifelge Aristoteles) for Pythagorarene og Platon ikke kan adskilles
fra den fysiske.

Et af Kouremenos’ primare argumenter er, at Aristoteles’ manglende accept af det
aktuelt uendelige i matematikken ikke bygger pé ontologiske argumenter. F.eks.
tilbageviser Aristoteles muligheden for eksistensen af et aktuelt uendeligt tal, og hans
argumenter er udelukkende af matematisk karakter. Hans argumentation i ”Fysikken” er
noget svag pa dette punkt, men argumenterne skarpes i verket “Metafysikken”. Her
siger han, at der findes lige og ulige tal, dvs. hhv. tal af formen 2n og 2n + 1, og et
aktuelt uendeligt tal kan derfor ikke vere hverken lige eller ulige, da det ville vere i
modstrid med den fundamentale aritmetik, som inkluderer lige og ulige som
fundamentale egenskaber ved tal. Styrken i denne argumentation eksemplificeres med,
at det forst er med Cantors transfinitte aritmetik, at dette argument for alvor bliver slaet
af banen. Dette eksempel med Aristoteles’ manglende accept af et aktuelt uendeligt tal
kan virke noget ude af kontekst her, men det er medtaget for at vise, at Kouremenos
giver mange forskelligartede eksempler pa, at Aristoteles har en glimrende forstaelse
for samtidens matematik. At Aristoteles ikke anvender ontologiske argumenter er helt
centralt for Kouremenos’ tilbagevisning af bade Hintikka og Knorr, der argumenterer
for, at Aristoteles som filosof mangler en dybere forstielse for matematikkens
forudsetninger. Specielt lister Knorr eksplicit filosoffernes manglende greb om
matematikken som et hovedargument i sin hypotese om matematikernes fuldstendige
uathengighed af filosofferne.

Den naeste del af det pageeldende kapitel omhandler satning 1.12 i Euklids ”Elementer”,
hvor en uendelig linje optrader eksplicit. I Heaths udgave lyder 1.12 som folger:

”To a given infinite straight line, from a given point which is not on it, to draw a
perpendicular straight line.”, [Heath, 1, 1959, s. 270].
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Her drejer det sig for Kouremenos om at vise, at Aristoteles i ?Om Himlene”, hvor han
argumenterer for universets endelighed, har opbygget sin argumentation, sa den er en
direkte kritik af 1.12, hvilket viser, at han i hej grad forholder sig til matematikken. Det
er i denne sammenhang ikke nedvendigt at ga i dybden med argumentationen. Det er
tilstraekkeligt, at give konklusionen som lyder:

”Aristotle, therefore, could, and most probably did, object to actual infinity in
mathematics not on ontological grounds or as a metaphysical article of faith but by
questioning the coherence of the notion of an actually infinite multitude or magnitude
within Greek mathematics.”, [Kouremenos, 1995, s. 80].

Kouremenos mener, at Aristoteles ville have foretrukket, at der var blevet tilfgjet et
aksiom, der godtger, hvordan sterrelser og tal kan siges at vaere uendelige, til Euklids
10 grundleeggende aksiomer i “Elementerne”. Dette ville have givet en formel
indforelse af uendelighed, som ikke er defineret af Euklid, hvilket f.eks. giver formelle
problemer 1 forbindelse med sa&tning 1.12 og IX.20. Dog tilfgjer Kouremenos, at det er
et mindre problem, der ikke rerer ved substansen i Euklids geometri, og derfor ville en
pavirkning fra Aristoteles kun have betydet en mindre opstramning af den formelle
opbygning af “Elementerne”. Men Kouremenos’ analyse ligger langt fra Knorrs
konklusion om, at geometerene, hvis de kendte til Aristoteles’ teori, gjorde klogt i at
ignorere den.

Kouremenos stetter Knorrs pdstand om, at de graeske geometere, 1 hvert tilfeelde Euklid,
ikke bekymrede sig om det uendelige, og specielt at Euklid ikke skelner mellem
potentiel og aktuel uendelighed, hvilket man ville forvente, hvis han var péavirket af
Aristoteles’ arbejde. Desuden kan man sige, at Euklid accepterer det aktuelt uendelige,
hvilket f.eks. ses ved, at han i IX.20 accepterer den aktuelt uendelige maengde af
primtal. Setning 1X.20 siger:

”Prime numbers are more than any assigned multitude of prime numbers.”
[Heath, 2, 1956, s. 412].

Kouremenos bemerker, at selvom man er villig til at leese Euklids bevis af IX.20 som
et induktionsbevis (det bevises ved dobbeltmodstrid), er introduktionen af aktuel
uendelighed stadig ikke formelt underbygget. Som han siger:

”Euclid lacks a characterization of infinity similar to Dedekind’s on which
induction operates and, therefore, he would have been totally defenceless in front of
Aristotle’s simple argument against an actually infinite number...the abrupt leap from
abc + 1 to the completed infinity of prime numbers reveals Euclid’s casual attitude
towards infinity: he does not seem aware of the difference between potential and actual
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infinity, a situation one would expect if he were influenced by Aristotle.” [Kouremenos,
1995, s. 85].

Herefter fortsaetter Kouremenos med at afvise Knorrs pastand om, at der fandtes en
bevegelse blandt tidens geometere, der helt ville opgive uendelighedsbegrebet. Det
ville vaere meerkeligt, hvis det var tilfeeldet, nar der er mindst to steder i "Elementerne”,
hvor aktuel uendelighed optreeder (III.16 og IX.20). Derimod bifalder han Knorrs
hypotese om, at der ikke var nogen pavirkning fra filosofferne pd den matematiske
udvikling, men her er Kouremenos’ argument noget tamt. Han daekker sig ind med at
sige, at udviklingen af matematik generelt felger sin egen interne dialektik, f.eks.
udviklede Cantor sin teori om transfinitte tal som et respons pa et bestemt matematisk
problem, hvorefter han stivede det af med en filosofisk retferdiggerelse af aktuel
uendelighed. Det er lidt ergerligt, at Kouremenos ikke diskuterer, om der i antikken
kunne have varet en anden interaktion mellem matematik og filosofi end pa Cantors
tid. Man behover nemlig ikke at lede leenge for at finde personer i antikken, der
beskeeftigede sig indgdende med bidde matematik og filosofi. Bare for at naevne et
eksempel anses Demokrit, bdde som en af ophavsmandene til atomismen, og som fader
til setningen om, at en kegle er en tredjedel af en cylinder med samme grundflade og
hejde (setning XI1.10 i ”Elementerne”), som dog skulle vere fremsat uden bevis. Det
virker derfor som en meget anakronistisk og let kebt forklaring, Kouremenos giver, i
dette tilfeelde. Dette er lidt underligt, da Kouremenos pé flere steder anklager andre
forskere for at vaere anakronistiske i deres fortolkninger.

I forbindelse med Knorrs rekonstruktion af exhaustionsmetodens oprindelse er
Kouremenos uenig i Knorrs begrundelser. Igen slar Kouremenos pé, at hvis Eudoxos
motivation skulle vaere at afskaffe den aktuelle uendelighed, der 14 i de tidligere
metoder, for at opna sterre stringens, sa er det merkeligt, at Euklid i ”Elementerne” pa
flere steder skedeslost (udefineret) lader aktuel uendelighed optraeede i matematisk
forstand, som diskuteret ovenfor. En af konsekvenserne af dette er ydermere, at
Kouremenos konkluderer, at Aristoteles ikke fulgte i matematikernes fodspor, ligesom
han afviser den omvendte hypotese om, at matematikerne pa nogen made skulle have
fulgt filosofferne. Kouremenos’ konklusioner omkring exhaustionsmetodens oprindelse
er nermere, at det Eudoxos bidrog med var dobbeltmodstridsbeviset, mens selve
exhaustionen kom til senere. Dette vil blive behandlet mere indgédende i det naeste
kapitel.

Konklusion

Efter leesningen af disse Aristoteles fortolkere ma man konkludere, at de alle tre er
enige om, at der ikke er en forbindelse mellem undgéelsen af det aktuelt uendelige i
matematikken og Aristoteles’ uendelighedsteori. Ingen af de tre forfattere mener, at de
greske geometere havde en skraek for det uendelige. Det er meget interessant, at de er
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enige pa dette punkt, da forskraekkelsen over det uendelige i den greeske matematik, er
noget, rigtig mange moderne forfattere henviser til. Det er f.eks. illustreret i
indledningen til denne rapport med citatet fra Heaths bog om Archimedes, hvor han
siger, at greekerne ligefrem altid stod stille ved uendelighedens afgrund. Man kan ogsé
henvise til Mejlbo, der siger, at:

”Det graeske ord apeiron betyder uendelig eller ubestemt, og det er nok vigtigt at
gere sig klart, at det indeholder noget i retning af kaos i sin betydning. For de fleste
graekere har ordet veeret lidt truende. Det er typisk, at for greekerne var det et udtryk for
fuldkommenhed, nar man om en gud brugte ord som begrenset — det modsatte af
apeiron.” [Mejlbo, 1988, s. 1.4].

Og der kan findes mange andre henvisninger til graekernes skrak for det uendelige,
bade i filosofisk og matematisk sammenhaeng.

En felles grund til, at afvise, at geometerene skulle have en skraek for det uendelige, er,
at det uendelige eller ubegransede er en forudsetning i den helt basale matematik pa
den tid, reprasenteret ved Euklids ”Elementer”. Den ubegransede forsattelse af den
rette linje optreeder 1 bdde postulat 2 og 5, som herer til de grundleggende
forudsetninger 1 den Euklidiske geometri. Der er uenighed om, hvorvidt der er brug for
aktuel uendelighed, hvor Hintikka og Knorr ser et behov for aktuel uendelighed, mener
Kouremenos, at greekernes matematik udelukkende har brug for potentiel uendelighed.

De tre forfattere har forskellige holdninger til, hvordan bade Aristoteles og de graske
geometere forholdte sig til det uendelige. Hvor bade Hintikka og Knorr mener, at
Aristoteles demonstrerer en mangelfuld forstéelse for matematikkens grundlag, siger
Kouremenos, at Aristoteles havde en glimrende forstaelse for tidens matematik. I
forbindelse med matematikernes forstdelse mener Knorr, at de havde en klar forstielse
af matematisk uendelighed, men at de ikke kunne inkorporere den i deres beviser pa en
stringent made, hvilket var arsagen til, at de sa vidt muligt undgik det uendelige.
Kouremenos mener ikke, at geometerene brugte deres kraefter pa at forholde sig til det
uendelige, men at det kunne have vearet nyttigt for den stringente opbygning af
“Elementerne”, hvis de havde forholdt sig til dette tema. De kunne derfor have haft
glaede af at forholde sig til Aristoteles’ teoretiske overvejelser.

Hvis graekerne havde sd godt styr pa matematisk uendelighed, som Knorr havder
(f.eks. kvotientrekken og den uendelige del af en uendelig helhed), virker det
markeligt, at de ikke har kunnet se fordelene ved at beskeftige sig mere indgdende
med dette emne. Det kunne, som vi har set, have forgget stringensen af Euklids
“Elementer”, og man kunne maske have videreudviklet exhaustionsmetoden ved
indforelse af et greensevardibegreb.
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Afvisningen af et samspil mellem matematik og filosofi, som bade Knorr og
Kouremenos forholder sig til, ligger i et argument om, at matematikken helt generelt
udvikler sig uathangigt af filosofien. I den forbindelse forholder begge forfattere sig
anakronistisk til dette, da de henviser til udviklinger, der ligger i helt andre tidsaldre.
Det er lidt @rgerligt, da der er flere af antikkens matematikere og ligeledes mere
moderne matematikere, der samtidigt beskeaftigede sig med bade matematik og filosofi.
I denne sammenh@ng kan f.eks. nevnes Demokrit fra antikken og Leibniz fra 1600-
tallet. Desuden ligger der i matematikken implicit en filosofisk stillingstagen. I dag kan
man f.eks. nevne, at hvis man vealger at acceptere den klassiske analyse, accepterer
man automatisk det aktuelt uendelige. Det er det ikke alle moderne matematikere, der
automatisk ger, hvilket f.eks. ses i konstruktivismen.

Det er muligt, at de her behandlede Aristoteles fortolkere har ret i deres felles
konklusion om, at Aristoteles’ uendeligheds teori ikke pévirkede samtidens
matematikere. Men der er i hvert tilfelde helt klare beviser for en senere
opmaerksomhed i antikkens Grakenland. Et af de mest sldende eksempler fra antikken
er Pappos’ (ca. 300 e.Kr.) tilfojelse af et uendeligheds aksiom til Euklids aksiomer,
hvilket ogsa bemarkes af Kouremenos. Dette er beskrevet i Heaths udgave af Euklids
”Elementer”, hvor Heath i noterne til bog I har en gennemgang af aksiomer, der kan
dokumenteres at vare tilfojet efter Euklids tid. Han navner her, at der i en udgave af
“Elementerne” af An-Nairizi bl.a. er tilfejet folgende aksiom, som eksplicit tilskrives
Pappos:

”Magnitudes are susceptible of the infinite (or unlimited) both by way of addition
and by way of successive diminution, but in both cases potentially only” [Heath, 1,
1956, s. 232]

Som Heath skriver, virker Pappos’ aksiom, som skulle vere citeret af Proklos (412-
485), til at veere taget direkte fra Aristoteles’ uendelighedsteori, endda helt ned til
ordlyden.

Nér man laeser Aristoteles’ overvejelser om det uendelige og om kontinuitet i
”Fysikken”, far man det indtryk, at hvis Aristoteles havde haft de reelle tal til sin
radighed, havde han kunnet give definitioner om kontinuitet og grenseverdier, der
minder meget om dem, man generelt accepterer i dag. Aristoteles’ geometriske
kontinuum indeholder de grundleggende egenskaber, der er nedvendige for analysen.
Det virker derfor i hej grad, som om mangelvaren er den aritmetisering af geometrien,
der tager fart i 1500- og 1600-tallet. Det er jo ogsa netop med karakteriseringen af de
reelle tal, at den matematiske analyse far et stringent grundlag, og dette kan man jo
kalde ferdiggerelsen af aritmetiseringsprocessen.
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Kapitel 4. Exhaustionsmetoden

Exhaustionsmetoden eller udtemningsmetoden sammen med dobbeltmodstridsbeviset
til bestemmelse af krumme figurers arealer og voluminer er det mest sldende eksempel
fra antikkens matematik, hvor aktuel uendelighed meget behandigt undgas samtidig
med, at den matematiske stringens bevares. I den moderne pendant, integralteorien,
som til forskel fra dens antikke forleber er en helt generel kalkyle, er accepten af aktuel
uendelighed en helt grundleggende forudseetning, og det var bl.a. en ustringent
indferelse af uendeligt smé infinitesimaler/udelelige, der satte gang i udviklingen af
denne i 16-hundredetallet. For den moderne matematiker er exhaustion efterfulgt af
dobbeltmodstridsbevis en meget omstendelig metode, idet hele maskineriet skal startes
forfra, hver gang et nyt areal eller volumen skal bestemmes.

P4 grund af undgéelsen af aktuel uendelighed i exhaustionsmetoden har mange
forskere, som tidligere naevnt, konkluderet, at de gamle graekere havde en skraek for det
uendelige, ikke kun som noget fysisk eller religiost [Mejlbo, I, 1988], men ogsa i
matematisk forstand. Dette er ofte blevet koblet sammen med den filosofiske
diskussion, f.eks. som en reaktion pad Zenons paradokser eller en enighed omkring
Aristoteles’ afvisning af det aktuelt uendelige.

I dette kapitel vil den matematiske undgaelse af det aktuelt uendelige i matematikken i
forbindelse med exhaustionsmetoden blive undersegt. Som tidligere navnt, blev
metoden udviklet af Eudoxos, hvis verker er gdet tabt for eftertiden, men den er
beskrevet af Euklid i hans ”Elementer”. At metoden er udviklet af Eudoxos, vides fra
Archimedes’ direkte henvisning til dette i ”’Om kuglen og cylinderen”.

For at undersege undgaelsen af aktuel uendelighed vil den matematiske metode, som
den er nedfeldet af Euklid, blive gennemgéet. Derefter vil Knorrs og Kouremenos’
rekonstruktioner af, hvordan og hvorfor metoden blev udviklet blive beskrevet og
diskuteret. Der er nemlig, selvom der ikke er bevaret meget materiale fra de for-
euklidiske matematikere, helt klare beviser pa, at der, inden Eudoxos udviklede sin
metode, eksisterede forlgbere til denne. Grunden til, at denne undersogelse af
forhistorien til exhaustionsmetoden er relevant, er, at forhistorien indeholder tegn pé,
hvordan de graske matematikere forholdt sig til den matematiske uendelighed.

Kort biografi

Eudoxos

Eudoxos af Knidus i Lilleasien levede fra 408 f.Kr. til 355 fKr.. Han rejste og
studerede meget. Bl.a. studerede han matematik og musikteori i Italien hos Archytas
(ca. 428-350 fKr.), en tilhanger af Pythagoras (ca.569-475 fKr.), samt medicin pa
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Sicilien. Herefter studerede han kortvarigt filosofi ved Platons (427-347f.Kr.)
nyoprettede Akademi og senere astronomi i Z£gypten. Herefter tog han til Cyzicus i det
nordvestlige Lilleasien, hvor han etablerede en skole, der fik stor popularitet. Som
navnt er alle Eudoxos’ varker géet tabt, men store dele er gengivet af Euklid.

Euklid

Euklid af Alexandria, der levede fra ca. 325 f.Kr. til ca. 265 f.Kr. anses af mange for at
vaere en af antikkens mest fremtraedende matematikere og matematiklarere/-formidlere
specielt pa grund af hans vark, “Elementer”, hvis klarhed og konsistens i bevisforelse
og hgje stringensmaessige standard har dannet forbillede helt op til vor tid. Man kender
kun lidt til Euklids liv. Fra Proklos (411-485 e.Kr.) vides, at han skrev Elementer”; og
at han underviste i Alexandria. Endvidere at han er efter Platon, men for Erastothenes
(ca.284-204 fKr.) og Archimedes (ca.287-212 fKr.) og lever under den forste
Ptolomeus. Proklos gengiver, at sidstnavnte skal have spurgt Euklid, om der var en
kortere vej til studiet af geometri end ’Elementerne”, hvortil Euklid skal have svaret

”...that there was no royal road to geometry.” [Heath, 1, 1956, s.1].
Om hans karakter skriver Pappos (ca. 290-350 e.Kzr.), at Euklid var

”...most fair and well disposed towards all, who were able in any measure to
advance mathematics, careful in no way to give offence, and although an exact scholar
not vaunting himself.” [O’Connor et. al., 1, s. 3]

At han har besiddet en del humor (og sarkasme) antydes af felgende historie af
Stobaeus:

”... someone who had begun to learn geometry with Euclid, when he had learned
the first theorem, asked Euclid “What shall 1 get by learning these things?”” Euclid
called his slave and said ’Give him threepence since he must make gain out of what he
learns”. [Heath, 1, 1956, s.3]

Oplysningerne om Euklids liv er som sagt yderst sparsomme, men ogsa vanskeligt
tilgeengelige, ikke mindst fordi han pé sin tid i flere sammenhange synes at vere blevet
forvekslet med filosoffen, Euklid af Megara, der menes at have levet ca. 100 é&r
tidligere. Den dominerende opfattelse er dog, at Euklid blev oplert i Athen af elever af
Platon. Dette understottes dels af formen af "Elementerne”, der klart peger pa oplering
inden for denne skole, og dels af det faktum, at Athen var stedet, hvor andre
matematikere, hvis arbejder “Elementerne” er praeget af, levede og underviste [Heath,
1, 1956]. Selv underviste Euklid som sagt i Alexandria, hvor han ogsé grundlagde en
skole, hvilket er kendt fra Pappos bemaerkning om Appolonius (ca. 262-190f.Kr.): ”He
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spent very long time with the pupils of Euklid at Alexandria, and it was thus that he
acquired such a scientific habit of thought”, [Heath, 1, 1956, s.2].

Elementerne

Ordet Elementer betyder egentlig dele eller grundbestanddele og skal i denne
sammenhaeng nok leses som ”(Geometriens) grundlag” eller “Geometriens
elementer/bestanddele/grundsetninger” [Heath, 1, 1956]. Andre af den tids geometere
har skrevet veerker med titlen “Elementer”, for eksempel - som den forste kendte -
Hippokrates (ca. 470-410fKr.). Endvidere Theudius (ca. 350 fKr.) m.fl., sa
betegnelsen “Elementer” har nok vearet geengs for en grundleggende lerebog inden for
dette og muligvis andre felter.

”Elementerne” gengiver blandt andet en reekke arbejder, der tilskrives Eudoxos. I denne
sammenhang skal navnes “Elementerne” bog V, der beskriver proportionsleren
formuleret uathengigt af de indgdende storrelsers kommensurabilitet [Heath, 2, 1956],
samt Bog X, hvor kommensurabilitet samt rationale og irrationale sterrelser defineres.
Proportionsleren med disse definitioner og efterfolgende satninger udvides her til at
omfatte inkommensurable sterrelser’. Bog X satning 1 udtrykker selve
exhaustionsprincippet, beviset for hvilket gengives senere i kapitlet. Endelig Bog XII,
der omhandler anvendelserne af exhaustionsmetoden. Blandt andet bevises den kendte
setning, at “forholdet mellem to cirkelarealer er lig med forholdet mellem kvadratet pa
cirklernes diametre”, Bog XI1.2°, der gennemgas senere i kapitlet.

Proportionsleren

Exhaustionsmetoden benytter resultater fra proportionsleren, “Elementerne” bog V,
dels 1 selve beviset for exhaustionsmetoden og dels i de konkrete areal- og
volumenbestemmelser, hvor denne og dobbeltmodstridsbeviset anvendes i
bevisforelsen.

Proportionsleren praciserer i sa@tninger regneregler vedrerende proportioner, eller
forhold mellem storrelser. Mange af proportionslerens s@tninger har varet helt eller
delvist kendt af tidligere geometere helt tilbage til pythagoraerne, der kendte til
regneregler for kommensurable sterrelser [Heath, 2, 1956]. Eudoxos formulerer som
sagt 1 proportionsleren sadanne regneregler uathangigt af indgdende sterrelsers
kommensurabilitet. Her skal navnes definitionen pd ’at sta i proportion til’ eller ’at
forholde sig til’, Bog V, Def. 4 efter Dijksterhuis [Dijksterhuis, 1953].

* Pythagoraerne er jf. en tidlig gengivelse af Book X de forste, der beskaeftiger sig med
kommensurabilitet, som de har opdaget gennem studier af tallene. De ansd kommensurable og
inkommensurable sterrelser for naturlige (slags), mens rationale og irrationale sterrelser beroede pé
antagelsen eller konventionen [Heath, 3, 1956]

> Betegnelsen for Euklid, Bog XII, setning 2
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Der bestar et forhold mellem to sterrelser, A og B, hvis og kun hvis de ved
mangedobling kan overga hinanden, altsa nar der findes to tal, m og n, sa:

n-A>B og m-B>A

Tallene, m og n, kan vere lig med 2 eller derover, men ikke 1, der ikke er et tal. I
ovrigt leverer 1 jo heller ikke en ’flerdobling’. Definitionen anvendes i beviset for
exhaustionsprinsippet. Ovenstdende benavnes det Eudoksiske Axiom, der kun kan
opfyldes af steorrelser af samme slags. Af samme slags er f.eks. to linjer, to overflader,
to rumfang eller to tider, men ikke f.eks. en linie og en tid.

Endnu en vigtig definition inden for proportionsleren er Bog 5, Def. 5, her opskrevet
for >, men ogsa gaeldende for < og =:

Givet stgrrelserne  A,B,C og D (af samme slags). Det ge&lder da, at
A:B > C:D, hvisder findes et tal par m,n, sa

m-A>n-Bogm-C<n-D,
der ligeledes anvendes i beviset for exhaustionsprincippet.

I Bog V bevises ud fra 18 indledende definitioner proportionslerens i alt 25 satninger,
som det vil fere for vidt at komme ind pd her. Blot skal her n@vnes de grundleggende
setninger, at

Givet starrelserne A,B,C og D (af samme slags):

Af A>B folger,at A:C>B:CogC:B>C:A

Grundet ovennavnte bemarkninger om stgrrelser af samme slags bemarkes endelig, at
setningen A:B=C:D medfgrer A:C=B:D, altsd “at gange over Kkors”, i
almindelighed ikke er geeldende i proportionslaeren. Dette skyldes, at selvom A og B
henholdsvis C og D er af samme slags, behover dette ikke at vere tilfeldet for A og C
henholdsvis B og D. S&tningen er séledes kun gyldig for fire sterrelser af samme slags.
I bevagelsesleren gelder derfor for ssmmenherende vardier af sted og tid, (S,,t,)og

(SZ:IZ) s at

S, :S, =1, :t,
men ikke
St =s,:t,
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Man kan altsa ikke, som vi gor i bevagelsesleren i dag, tale om forholdet mellem en
streekning og den tid, i hvilken denne gennemlebes.

Dijksterhuis benytter betegnelsen (A,B), for forholdet mellem A og B, for at undga det
indtryk, at der er tale om en brek, som A/B eller A:B kunne antyde. Vi har dog her og i
det folgende valgt at bruge Heaths betegnelse, A:B. Det bemaerkes, at beviserne i det
folgende er baseret pa raesonnementer over sddanne forhold.

Exhaustionsprincippet

Selve exhaustionprincippet nedskrives af Euklid i Bog X.1 som folger:
Givet to forskellige starrelser. Hvis der fra den stgrste fjernes mere end
halvdelen®, og der fra den resterende starrelse igen fjernes mere end halvdelen,
og denne proces fortsattes, da vil resten blive mindre end den mindste af de to
givne starrelser. ’

Beviset for denne sa&tning forlaber som folger.

Lad AB og C veare to liniestykker (storrelser) af forskellig leengde, se fig. 4.1

Figur 4.1. Tllustration til exhaustionsprincippet.

Der findes et helt tal, n, s C multipliceret med n bliver storre end AB. Lad DE vere et
séddant multiplum af C, hvor DE>AB. DE deles nu i stykkerne DF, FG og GE, der hver
er lig med C. Fra AB trakkes nu stykket HB, der er starre end halvdelen af AB, og fra
AH stykket KH, der er storre end halvdelen af AH. Denne proces gentages, indtil AB er
inddelt i samme antal stykker som DE.

Lad AK, KH og HB vere de dele af AB, der i antal svarer til DF, FG og GE. Da DE >
AB, og der fra DE traekkes EG, der er mindre end halvdelen af DE, og fra AB er traekkes
HB, der er storre end halvdelen af AB, fés at resten, DG, er storre end resten, AH, jf.

® Det kan som bekendt vises, at fjernelse af mindst halvdelen er tilstraekkeligt.

" Two unequal magnitudes being set out, if from the greater there be subtracted a magnitude greater than
its half, and from that which is left a magnitude greater than its half, and if this process is repeated
continually, there will be left some magnitude which will be less than the lesser magnitude set out.
[Heath, 3, 1956, s.14]

43



Kapitel 4 Exhaustionsmetoden

proportionslaeren Bog V, Def. 5. Da altsé DG>AH, og der fra DG trakkes halvdelen,
nemlig FG, og fra AH trekkes KH, der er storre end halvdelen af AH, folger heraf, at
resten, DF, er storre end resten, AK. Men DF er lig med C, hvorfor C>AK. Altsa er der
af AB et stykke tilbage, der er mindre end det mindste af de to givne liniestykker.
Q.E.D.

Ovenstdende resultat kunne man i dag udtrykke som folger: Har vi en storrelse, S,
hvoraf vi fjerner over halvdelen, fortsetter med at fjerne halvdelen af resten osv. vil
resten, I, efter et endeligt antal trin, N, veere mindre end en hvilken som helst given
positiv sterrelse, £ < S, eller pa kvantorform

Ve>03IN eN In>NVneN:n>2N=r,<¢ 4.1

eller

r,—>0 forn—-ow 4.2

Udsagnet 4.2 ville med sit brug af oo vare helt utilladeligt i den graeske matematik,
mens formuleringen 4.1 formentlig har kunnet accepteres, da der er tale om et endeligt
antal trin og dermed kun om potentiel uendelighed. Det skal dog bemarkes, at 4.1 og
4.2 1 moderne terminologi er helt &kvivalente. Forskellen til i dag er altsé det skridt, der
siger, at en konvergent folge har en grensevardi, hvilket indeberer accept af aktuel
uendelighed. Denne forstielse er et essentielt led 1 udviklingen af analysen.

Cirklens kvadratur ved exhaustionsmetoden

I det folgende illustreres exhaustionsmetoden og dobbeltmodstridsbeviset som anvendt
af Euklid til bestemmelse af cirklens areal.

Euklids setning XII.2 lyder

Forholdet mellem to cirkelarealer er lig med forholdet mellem kvadratet pa
cirklernes diametre.®

Udtrykt 1 formler, hvor cirklerne betegnes C, og C,, deres arealer A og A, samt
deres diametre d, og d,, se fig. 4.2:

A:A =d:d] 4.3

8 Circles are to one another as the squares of the diametres. [Heath, 3, 1956, s.371]
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Dette bevises ved exhaustionsmetoden og dobbeltmodstridsbevis under brug af
folgende to sa@tninger:

Euklid XII.1:

Arealet af ligedannede polygoner indskrevet i cirkler forholder sig til hinanden
som kvadratet pa cirklernes diametre.

Samt den tilsvarende for omskrevne polygoner:

Arealet af ligedannede polygoner omskrevet cirkler forholder sig til hinanden
som kvadratet pa cirklernes diametre.

Beviset for Euklids satning XII.2 forleber saledes:
Der findes et areal, B, som opfylder ligningen
d’:d;=A:B 4.4

Vi vil bevise gyldigheden af satning XII.2 ved at vise, at A, = B. Euklid beviser dette,
ved at udelukke, at B < A, og B> A,, altsd at B = A,, som folger:

1. del: Antag ferstat B < A, .

Et kvadrat E,E,E,E,”, fig. 4.2, indskrives i cirklen C,, der endvidere omskrives med
kvadratet, F,,,,. Arealet af E .., '’ udger/fjerner pracis halvdelen af A(F,,,,) og derfor
mere end halvdelen af A,, dvs. A(E,,;,) > 2A, .

I nzste trin deles hver af buemme E,,E,;,E;, og E, 1 to lige store buer. Herved
fremkommer en ottekant, hvis ene ottendedel er trekanten A(E,EOQO,).

Betragtes rektanglet E,E,H H,ses ved samme resonnement som for kvadraterne,
Eu 0g Fi,, at AC(AE EE,) udger/fjerner over halvdelen af cirkelarealet uden for
E,.; (1 2. kvadrant). Ved at fortsette sdledes, vil man 1 alt fi fjernet s& meget af
cirkelarealet, at arealet af den dertil svarende polygon (2"-kant), P, er sterre end B,
dvs. B<P, <A, svarende til, at den resterende del af cirkelarealet kan geres mindre
end et hvilket som helst givet areal.

? Dette og lignende betegnelser skrives herefter Ep-

' Herefter A(E, ;)
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HZ
C; C, , G E .
E
H F

E; 0, Es
F Fs

Es

< > < >
dy d,

Figur 4.2 Illustration til beviset for cirklens kvadratur.

Nu indskrives C, i en polygon, Q,, der er ligedannet med P,. Af s@tning XII.1 folger
nu, at

Q,:P,=d’:d; 4.5
Eller ifolge 4.4

Q,:P,=A:Be 4.6

Q,:A =P :B 4.7

Dette er imidlertid en modstrid, da vi ved, at Q, <A og P, >B. Altsd er B ikke
mindre end A, .

2. del: Antag nu at B > A,
Igen geelder det, at der findes et B, sé

d’:d;=A:B 4.8

Betragt figur 4.2, hvor vi nu omskriver cirklen, C,, med kvadratet, F,,;, samt med
ottekanten, der fremkommer ved at konstruere tangenterne til cirklen i de fire punkter,
hvor linierne O,F,, O,F,, O,F;, og O,F, skarer denne, se fig. 4.2, hvor E GFE,O,
udger en fjerdedel af ottekanten. Vi skal nu vise, at tangenten i E fjerner mere end
halvdelen af den del af F,,,, der ligger uden for cirklen i kvadratetE,FE,O,
(tilsvarende 1 ovrige kvadranter), eller at A(AF,EG) > A(AGEE,). ZFEG er ret og
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derfor storre end ZEFG. Derfor er FG>EG=GE,, hvoraf folger, at
A(AF,EG) > A(AGEE,) . Altsd fjerner ottekanten mere end halvdelen af arealet mellem
cirklen og det omskrevne kvadrat, F,,,,.

Fortsaettes sdledes konstruktionen af 2"-kanter, vil man fi fjernet s meget af arealet
mellem kvadratet F,,,, og C,, at den dertil svarende polygon, P,, er mindre end B,
dvs. A, <P, <B.

Nu omskrives C, med en polygon, Q,, der er ligedannet med P,. Af den til s®tning
XII.1 svarende sztning for omskrevne polygoner folger, at:

Q, :P,=d:d; ellerjf. 4.8
Q,:P,=A:B eller
Q,:A=P,:B
Men dette er en modstrid, da vi ved, at Q, > A og P, <B .

Da B saledes hverken er mindre eller storre end A,, ma det galde, at A, = B, hvoraf
setning XI11.2 folger.

Ovenstdende resultat kunne man i dag udtrykke som folger og analogt med det ved
beviset for setning X.2 anferte: Har vi en sterrelse, S - denne er i beviset for s@tning
XI1.2, 1. del, lig med arealet mellem 2*-kanten, E,,,,, og cirklen, C, - hvoraf vi fjerner
mere end halvdelen, og fortsetter med at fjerne mere end halvdelen af resten, vil resten,
r,, efter et endeligt antal trin, N, vaere mindre end en hvilken som helst given sterrelse,
€ < S, eller pd kvantorform

Ve>03IN eN In>NVneN:n>2N=r,<¢ 4.9

eller
r,—>0 forn—o 4.10

I den moderne formulering er godtgerelse af, at 4.9 eller 4.10 eller de tilsvarende
udtryk for bevisets 1. del hver for sig fuldt tilstreekkelige til at konkludere, at A, =B.
Det er saledes ikke 1 moderne formulering nedvendigt at gennemfore
dobbeltmodstridsbeviset. Desuden har vi nu formler til bestemmelse af cirklens areal og
mere komplicerede geometriske figurer, som let kan udledes ved hjelp af
integralregningen. Dette ville ikke veere muligt i antikken, hvor kun forhold mellem
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geometriske storrelser gav mening. Den for formelanvendelse nedvendige
aritmetisering af geometrien var ikke udviklet.

Diskussion

Af ovenstdende gennemgang fremgar, at Euklids bevis for cirklens kvadratur undgar
enhver berering med aktuel uendelighed, men beviset m& dog i vores gjne siges at
indebeere en accept af det potentielt uendelige, da exhaustionsprocessen kan fortsattes,
sa langt det onskes uden at gere brug af sterrelsers voksen eller aftagen ad infinitum.
Brug af begrebsmaessigt problematiske infinitesimale storrelser eller grenseovergange
er undgéet. Ikke desto mindre har exhaustionen en klar lighed med den moderne
definition af grensevardier, hvilket forklarer exhaustionsmetodens relevans for
diskussionen af infinitesimaler og processer, der involverer granseovergange
[Kouremenos, 1997].

Ser man pa exhaustionsmetodens oprindelse vides det, at Leukippos, Antifon,
Hippokrates og Demokrit alle har leveret bidrag til udviklingen af denne [O’Connor et.
al., 2]. Den blev dog ifelge mange forst bragt pa ovenstdende form af Eudoxos ca. 370
f. Kr., formentlig efter hans formulering af den generelle proportionslere med dens
forskrifter for hdndtering af forhold mellem geometriske storrelser. F. eks. kan na@vnes,
at Hippokrates (ca. 470-410 f.Kr.) i sine manekvadraturer [Kline, III, 1972] antager
gyldigheden af satning XII.2 (som gengivet ovenfor). Ifelge Knorr’s rekonstruktion af
Hippokrates’ bevis [Knorr, 1982], har sidstnavnte kendskab til setningen fra Antifon,
hvilket fremgar af en bemerkning hos Aristoteles, som den er kommenteret af
Simplicius.

Antifon indskriver et kvadrat i en cirkel, og danner ud fra midtnormalernes
skaeringspunkter med cirklen samt kvadratets fire vinkelspidser en ottekant eller en 2° -
kant. Den efterfolgende proces, hvor 2"-kanter konstrueres ved pé tilsvarende vis at
konstruere 2" ligebenede trekanter med polygonsiderne som grundlinier og
toppunkter pa cirkelperiferien, kan fortsaettes ad infinitum. Imidlertid slipper Antifon
ikke godt fra resten af argumentationen, idet han antager, at polygonen bliver til cirklen
efter et endeligt antal trin. Endvidere begrunder han sammenfaldet mellem cirkel og
polygon efter disse trin med lidenheden af polygonsiderne henholdsvis de tilsvarende
cirkelbuer - altsd en helt igennem ustringent og umatematisk argumentation. Til
Antifons forsvar naevner Knorr, at Antifon var sofist og primart beskaftigede sig med
etik og erkendelsesteori. Han er da heller ikke navnt pd Proklos’ liste over for-
euklidiske geometere.

Hippokrates, tager udgangspunkt i Antifons polygonkonstruktioner, men giver et bevis

for setning XII.2, der formentlig har sterre lighed med det af Eudoxos formulerede.
Ifolge Knorr’s rekonstruktion [Knorr, 1982], [Kouremenos, 1997] kan Hippokrates
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have gjort som folger: Han er gdet ud fra den da kendte sztning - senere
“Elementerne” XII.1 for kvadrater - at ligedannede polygoner s og S indskrevet i
cirkler ¢ og C forholder sig til hinanden som kvadratet pa cirklernes diametre d* og
D’. Endvidere den senere “’Elementerne” VI.19 og 20 - at ligedannede trekanter t, og
T, konstrueret pa siderne af s og S forholder sig indbyrdes som de to kvadrater, pa
hvilke de er konstrueret, altsa at t, : T, =s:S. Det samme galder for trekanter t, og T,
konstrueret pad t, og T,, altsd kan ved et naivt induktionsargument sluttes, at
t,, T, =t,:T,. Det benyttes nu, at en endelig storrelse kan opfattes som summen af
halvdelen, fjerdedelen, ottendedelen osv. af sterrelsen. Opfattes ¢ og C hver for sig som
summen af et kvadrat, fire trekanter, der supplerer kvadratet til en ottekant, 8 trekanter,
der supplerer ottekanten til en 16-kant osv. fas, at de to cirkler ¢ og C kan opfattes som
de to uendelige summer s+t og S+XT,.Menda d*:D* =s+Xt, :S+XT, - her
forudsetter Knorr kendskab til den senere “Elementerne” V.12 - folger heraf, at
d*:D? =c:C, hvilket var det, der skulle bevises. Kouremenos er enig med Knorr i
denne rekonstruktion af Hippokrates’ fremgangsmade.

n-1 n-1

Som det ses, har ovennavnte konstruktion af den tilneermende polygon stor lighed, med
exhaustionsdelen af Eudoxos’ bevis i Euklids formulering. Resten af beviset benytter
dels det intuitive postulat, at helheden er lig med summen af dens dele, og dels et naivt
induktionsargument. Redskaber til gennemforelse af et egentligt induktionsbevis har
naturligvis ikke veeret til radighed.

Samme teknik som ovenstdende er formentlig anvendt af Demokrit i hans
sandsynliggarelse af eller bevis for den senere satning XI1.10: ”En kegle (’s volumen)
er en tredjedel af cylinderen, der har samme grundflade og samme hgjde”.
Archimedes tilskriver Demokrit formuleringen af sztning XII.10, mens Eudoxos
tilskrives beviset for denne. Disse tidlige anvendelser af exhaustionslignende metoder
ma faktisk formodes at have indebaret en accept af det aktuelt uendelige, da de
tilsyneladende underforstar eller antager eksistensen af en grenseveerdi. Dette i
modsetning til den af Eudoxos formulerede metode, der kun indebarer accept af
potentiel uendelighed i forbindelse med en proces med ’sa mange trin, det onskes’.

De for-eudoksiske metoder er sdledes ustringente i den forstand, at argumentationen -
f.eks. af mangel pé et egentligt induktionsbevis eller et dobbeltmodstridsbevis - ikke
fores til ende. Dette kunne rejse folgende spergsmal:

1. Hvor langt skal man gi? Er der underforstiet en granseovergang, eller
foreligger der en vag antagelse om, at de betragtede polygoner efter “mange”
trin vil veere sammenfaldende med de omskrevne cirkler?

2. Er metodens sammenligning af krumme og retlinede liniestykker
uproblematisk?

49



Kapitel 4 Exhaustionsmetoden

3. Vil summen af de indgdende polygoners arealer vere lig med den krumme
figur?

Ovenstdende sporgsmal er ikke umiddelbart besvaret i kilderne, og kan meget vel have
faet datidens geometere til at finde en genetablering af den matematiske stringens
pakrevet. Eudoxos leverer en klar formulering af tidligere tiltag dels i form af
exhaustionsprincippet underbygget af definitioner og satninger fra proportionslaren,
og dels ved i forbindelse med areal- og volumenbestemmelser at supplere
exhaustionsmetoden med dobbeltmodstridsbeviset. Knorr havder, at Eudoxos’ motiv
for udvikling af metoden kan vare ovennavnte krav om stringens, hvilket underbygges
af, at han beviser mindst to tidligere viste eller i hvert fald kendte setninger under brug
af metoden, nemlig ovennavnte setninger XI1.2 og XII.10.

I 1600-tallet skelnede matematikere som f.eks. Newton og Maclaurin mellem
exhaustionsmetoden og andre — mindre stringente — teknikker, der anvendte
infinitesimaler eller udelelige 1 bevisforelsen. Ligesom 1 antikken begrundede de
manglen pa stringens med anvendelsen af aktuelt uendelige storrelser som de uendeligt
sma infinitesimaler og deres uendelige antal. Der er derfor matematikhistorikere, som
mener, at exhaustionsmetoden blev udviklet af Eudoxos som reaktion mod sddanne
mindre stringente metoder [Kouremenos, 1997]. Kouremenos gengiver dette som
Knorrs synspunkt, men statter det ikke selv, da han ikke mener, at formalet var et gnske
om storre stringens. Tvertimod mener Kouremenos ikke, at dette kan underbygges i
laesningen af “Elementerne”, der netop mangler stringens omkring undgéaelsen af aktuel
uendelighed, som diskuteret 1 kapitel 3. Kouremenos mener, at der er en analogi til
diskussionen i 1600-tallet, men at denne bliver anvendt som et fortolkningsredskab, der
ukritisk overferer argumenter fra 1600-tallets diskussion til antikken.

Det skal endvidere nevnes, at Archimedes i sin indledning til ’Metoden™ i forbindelse
med en historisk retferdiggerelse af sine egne uformelle undersogelser skelner mellem
seetning XI1.10 uden bevis og bevist ved exhaustionsmetoden af Eudoxos. Archimedes
sd saledes ikke blot exhaustionsmetoden som en opstramning af @ldre, mindre
stringente metoder, f.eks. Hippokrates’ eller Demokrits, men har muligvis anset visse af
sine egne metoder for mindre stringente, hvilket kunne vare pa grund af hans brug af
udelelige eller af mekaniske argumenter eller evt. begge. Hans omtale af Demokrits
fremstilling, som han betegner som varende uden bevis, behover dog ikke
nedvendigvis at sigte til stringensen i Demokrits bevis, men blot til at Demokrits
bevistype er et udtryk for hans tids konventioner. Dette understottes af, at Eudemos (det
4. arhundrede f.Kr.) ikke satter sporgsmalstegn ved stringensen af Demokrits bevis.
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Konklusion

Det er 1 dette kapitel vist, hvordan exhaustionsmetoden sammen med
dobbeltmodstridsbeviset repreesenterer en stringent undgéelse af aktuel uendelighed.
Dette er illustreret med satning XI1.2 i “Elementerne”, der er Euklids udgave af dette
bevis for cirklens kvadratur. Archimedes tilskriver direkte udviklingen af bevisforelsen
til Eudoxos, men i hvor hgj grad Eudoxos’ beviser er magen til dem, der findes hos
Euklid, er der ikke generel enighed omkring. Faktisk mener Knorr, at Eudoxos kun
fremforte exhaustionsprincippet (X.1) som et aksiom, mens Euklid leverer beviset.
Ingen af Eudoxos’ skrifter er bevaret, og der er generelt meget fa kilder fra de for-
euklidiske matematikere. Dette har ledt forskellige forskere til at forsege at
rekonstruere udviklingen af exhaustionsmetoden. Her er det Knorrs og Kouremenos’
rekonstruktioner, der er diskuteret.

Kouremenos er enig i Knorrs rekonstruktion af den bevisferelse, der blev anvendt af
matematikerne for Eudoxos. Denne rekonstruktion er baseret pa, den eksisterende viden
om Hippokrates’ arbejde, hvor Knorr sandsynligger, at Hippokrates’ for-eudoksiske
bevis var baseret pa et naivt induktionsargument og en konstruktion af en aftagende
konvergent reekke med cirklens areal som grensevaerdi. Begge forfattere er ligeledes,
som det fremgar af kapitel 3, enige om, at motivationen for udviklingen af metoden
hverken skal sgges i graekernes tidligere omtalte skraeek for det uendelige eller i en
pavirkning fra tidens filosofiske debat. Ifelge Knorr er det snarere filosofferne, der har
sogt stotte eller afklaring 1 matematiske argumenter end omvendt. Knorr mener desuden
ikke, at gnsket om stringens skyldtes en skraek for det uendelige. Han mener derimod,
at man pd Eudoxos’ tid accepterede aktuel uendelighed i matematikken, hvorfor
Eudoxos kunne tillade sig, at angive exhaustionsprincippet som et aksiom.
Opstramningen med et bevis for exhaustionsprincippet skulle 1 Knorrs fortolkning forst
vare kommet med Euklid.

Overordnet set er der tre synspunkter vedrerende motivationen bag udviklingen af
exhaustionsmetoden:

1. Filosoffernes pavirkning via deres diskussioner om kontinuitet og uendelighed.

2. nsket om at opna sterre stringens i bevisforelsen.

3. Hverken undgéelse af aktuel uendelighed eller pavirkning fra filosofien, men en
naturlig homogenisering og udvikling af bevisferelsen.

Trods forskelligheden i argumenterne drejer de sig alle om matematisk stringens. De
der forsvarer punkt 1 mener, at matematikerne enskede en opstramning for at undga det
aktuelt uendelige. Til punkt 2 herer indferelsen af et dobbelt modstridsbevis i stedet for
det tidligere anvendte naive induktionsbevis. Til argumenterne for punkt 3 herer, at
exhaustionsbeviset skulle vare udviklet som erstatning for en @ldre metode, hvor
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arsagen til erstatningen udelukkende ligger i en forbedring af den formelle prasentation
ved en storre grad af ensartethed. Dette indebarer ikke nedvendigvis, at den aldre
metode skulle have veret anset som verende ustringent. [ den forbindelse ved vi heller
ikke pracist, hvad antikkens matematikere har forstiet ved stringent bevisforelse.

Opfattelsen af matematisk stringens er ikke den samme i forskellige perioder, og man
er ofte fristet til at legge sit eget syn til grund for sin fortolkning. Der er ved leesning af
antikkens matematiske kilder mulighed for mange fortolkninger, specielt pga. den
syntetiske opbygning af vaerkerne, der ikke giver laseren oplysninger angaende
idegrundlaget. Det eneste eksempel fra antikken, hvor vi far indblik i ideskabelsen bag
udviklingen af matematikken, er i Archimedes’ vaerk “Metoden”, som diskuteres i det
folgende kapitel.
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Archimedes er anerkendt som en af antikkens absolut sterste matematikere. To af de
helt store forskningsfelter i antikkens matematik er, dels forleberen til integration ved
anvendelsen af exhaustionsmetoden, dels keglesnitslaeren. Inden for disse to omrader
har Archimedes bidraget betydeligt til begge, men det var specielt ’integrationen’, der
var Archimedes’ arbejdsfelt. Pa det tidspunkt, hvor han begynder sin forskning, har han
Euklids store veerk ”Elementerne” til sin radighed, og det er resultaterne i dette verk,
der danner udgangspunktet for Archimedes’ mesterlige anvendelser af
exhaustionsmetoden [Dijksterhuis, 1953]. Udover bidragene til keglesnitslaeren og hans
bemerkelsesvaerdige arbejde inden for ’integration’, har Archimedes ogsa bidraget
betydeligt til fysikken og den matematiske beskrivelse af denne, og Archimedes
anvender ofte resultater fra mekanikken i sin matematik.

Et karakteristisk treek ved det, der er overleveret af den graeske matematik, er, at
vaerkerne med deres syntetiske beviser er opbygget efter meget stringente principper,
som ikke giver laseren indblik i geometerenes arbejdsmetoder. P4 dette punkt er
opdagelsen af Archimedes’ verk “Metoden” af Heiberg i 1906 et gennembrud i
matematikhistorien. Her lgfter Archimedes sloret for, hvordan han gjorde matematiske
opdagelser, og der ses en klar forskel pd hans udforskning af matematikken og det
efterfolgende geometriske bevis [Knorr, 1978]. Denne skelnen mellem, hvad der kan
accepteres som et endegyldigt matematisk resultat og den kreative proces, der leder
frem til dette, giver ogsd mulighed for at fa et bedre indblik i, hvordan de graske
matematikere eller i hvert tilfelde Archimedes forholdt sig til uendelighed i
matematikken.

I dette kapitel vil der blive taget udgangspunkt i Archimedes’ vark “Parablens
kvadratur”, som bade eksisterer som et selvstendigt matematisk vark og desuden er
gennemgaet i "Metoden”. Herved er det muligt at se, hvordan han forholdt sig til, hvad
der kan accepteres som et matematisk resultat, hvilket ogsa belyser hans holdning til
matematisk uendelighed. Derudover diskuteres forskellige moderne forskeres holdning
til dette. I den forbindelse er der med genfundet af “Metoden”, som forsvandt efter
Heibergs laesninger, kommet nye resultater, der bidrager til forstaelsen af Archimedes
handtering af matematisk uendelighed. Disse vil ogsa blive diskuteret.

Kort biografi

Archimedes blev fadt i 287 f.Kr. i Syrakus pa Sicilien, hvor han ogsa dede i 212 f.Kr. I
sine unge ar studerede han i Alexandria hos Euklids efterfolgere. Denne tilknytning til
Alexandria skolen ses ved hans kendskab til den matematiske udvikling, der foregik i
Alexandria. Desuden foregik hans korrespondance ofte med matematikere herfra, idet
han sendte sine nyopdagelser til ledende skikkelser i Alexandria [O’Connor et al. 3].
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Archimedes var en anerkendt matematiker af sin tid, og der er adskillige referencer til
ham 1 andre vaerker fra den tid. Men udover anerkendelsen af hans matematiske geni,
der muligvis kun har veret inden for de akademiske kredse, var der ogsa stor respekt
omkring ham hos folket. Dette skyldes hans mange opfindelser af bl.a. krigsmaskiner,
der blev taget i brug under romernes angreb pd Syrakus [Sato, 1987]. Udover
krigsmaskinerne gjorde Archimedes adskillige andre opfindelser f.eks. taljen, skruen til
at heeve vand og vandorglet, hvilket viser, at han havde et stort talent for anvendt fysik,
specielt i1 sin anvendelse af mekanikken. Dette kommer, som navnt, ogsé til udtryk i
hans matematiske vaerker. Men han var primart dedikeret til matematikken. Ifolge
Plutarch (ca. 45-120), ytrede Archimedes, at enhver form for kunst brugt til daglige
behov var vulger og uvaerdig, og Archimedes betragtede sine matematiske
landvindinger som varende mere verdifulde end hans opfindelser, da matematikken
var en renere kunstart end konstruktionerne [O’Connor et al., 3].

Archimedes dede ifolge overleveringerne, som han levede. Historierne er mange, men
alle forteeller om et slag under den puniske krig i Syrakus, hvor Archimedes, opslugt i
matematiske grublerier, blev angrebet og drabt af en romersk soldat. Selvom
Archimedes’ krigsmaskiner var meget effektive under dette slag, var det til stor sorg for
belejreren Maracellus, at Archimedes ved at uheld blev drebt — man kendte hans geni
og der var givet ordre til, at han skulle skanes [Jargensen, 2000].

Archimedes’ veerker

Hvor Euklid primeert fremsatte tidligere matematikeres satninger og forbedrede den
formelle praesentation, var Archimedes en skabende matematiker, der kom med nye
setninger. Af hans publicerede varker er folgende overleveret:

e ”0Om plane figurers ligeveegt, I, 11”
e “Parablens kvadratur”

e ”Om kuglen og cylinderen, I, I1”

e ”Om spiraler”

e ”Om konoider og sferoider”

e ”Om flydende legemer, I, 11”

e “Cirklens udmaling”

e ”Arenarius (om at teelle sandkorn)”

Dertil kommer naturligvis ”Metoden”, og derudover er der i de greske tekster
referencer til adskillige verker, der ikke eksisterer leengere.

Der er stadig debat om kronologien i Archimedes’ verker, som bestemmes ud fra hans

egne introduktioner samt udviklingen i den matematiske bevisforelse. Hvad, der er
vigtigt 1 denne sammenhang, er, at man med sikkerhed kan sige, at han publicerede
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”Parablens kvadratur” fer han skrev ”Metoden”, da dette klart fremgar af hans egen
introduktion til ”Metoden” [Knorr, 1978].

Parablens kvadratur

I veerket ”Parablens kvadratur” gives der to beviser for setningen:

”Every segment bounded by a parabola and a chord AB is equal to four-thirds of
the triangle which has the same base as the segment and equal height” [Heath, 1912, s.
251].

Det ene bevis, som star forst 1 verket, bygger pd mekaniske argumenter, 1 lighed med
dem han anvender i "Metoden” blot holdt i endelig form. Den mekaniske tilgang vil
blive beskrevet mere indgaende i afsnittet om “Metoden”. Det naste bevis er rent
geometrisk, hvilket er det, der prasenteres her. Hele varket bestar af 24 satninger,
hvoraf de forste 17 giver det bevis, der bygger pd mekaniske metoder, mens de
resterende 7 satninger (setning 18-24) giver det rent geometriske bevis.
Praesentationen af det geometriske bevis er overvejende gennemfort i moderne notation,
da det er de overordnede principper, der er vaesentlige i denne sammenhang.

Det skal her naevnes, at forskerne ikke er enige om, hvorvidt Archimedes betragtede de
mekanisk funderede satninger i ”Parablens kvadratur” som et egentligt bevis. Dette
skyldes Archimedes’ eget ordvalg i forordet, hvor han siger:

”... | have written out the proof and I send it to you, first as investigated by means
of mechanics, and afterwards too as demonstrated by geometry.” [Heath, 1912, s. 234].

Det ses, at der i ovenstaende citat ligger en mulighed for at fortolke det mekaniske
bevis som umatematisk eller udforskende. Dette vil blive diskuteret mere indgaende i
forbindelse med "Metoden”.

Bevis for seetningen om parablens kvadratur

Denne gennemgang af beviset for parablens kvadratur bygger, dels pa Dijksterhuis
[Dijksterhuis, 1953], dels pa Heaths bog om Archimedes [Heath, 1912].

Pa figur 5.1 ses et parabelstykke ACB med toppunkt i C og med korden AB som
grundlinje. Man danner nu trekanten ABC. I det felgende vil en trekant blive betegnet
med symbolet A, hvilket betyder, at trekanten ABC betegnes AABC. Man deler nu
AABC i de lige store trekanter AADC og ABDC ved hjelp af midtnormalen CD.
Herefter betegner man midtpunktet af linjestykket AD med H, og konstruerer

midtnormalen HE, der er parallel med CD. Nu anvendes en elementer setning fra
keglesnitsleren, der siger, at EG =1/2GH , hvorved man fér folgende relation:

55



Kapitel 5 Archimedes

AAEC =1/2 AAHC =1/8 AABC (5.1)

hvor det forste lighedstegn gelder, fordi EG =1/2GH , hvorved AAEG:AAGH =1:2 og

AGEC:AHGC = 1:2, hvilket giver at AAEC:AAHC = 1:2. Det naste lighedstegn gelder,
idet AABC netop bestar af fire trekanter med samme hejder og grundlinjer, der alle har
samme areal som AAHC.

Figur 5.1 ACB er et parabelstykke med grundlinje AB og akse CD. Linjen EGH parallel med CD skerer
AC i dennes midtpunkt, G [Dijksterhuis, 1953, s.16]

Relation (5.1) giver nu, at

AAEC + ABFC = 1/4 AABC (5.2)

Dette folger oplagt af, at AAEC og ABFC er hinandens spejlbilleder.

Fortsetter man denne halvering af parablens grundlinje AB med midtnormaler, der
skerer parabelstykket, og den tilherende udfyldning af parabelstykket med trekanter,
dvs. konstruktionen af den indskrevne polygon, opnds nedenstdende folge af arealer,
som sidetallet af den indskrevne polygon vokser:

AABC, 1/4AABC, 1/4° AABC, ... (5.3)

Denne folge, kan i den almene sprogbrug for talfelger, betegnes a,,a,,a,,..., og det er
nu abenlyst, at afsnitssummen S, = AABC +1/4AABC +...+1/4" AABC <X, hvor X
betegner parabelstykket. Det vises, at differensen mellem afsnitssummen, S, og
parabelstykket, ¥, kan geres vilkarligt lille. Forst skal man dog angive den sterrelse K,
der skal anvendes til indirekte, ved et dobbeltmodstridsbevis, at vise at £ = K.

Archimedes viser, at K kan skrives som:

AABC +1/4 AABC +...+1/4" AABC +1/3-1/4" AABC =4/3AABC =K (5.4)
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Hvorefter man ved dobbeltmodstridsbeviset far det enskede, nemlig at £ = K.
Archimedes finder udtryk (5.4) ved at vise, at folgende satning gaelder (satning 23 i
”Parablens kvadratur”):

”Given a series of areas A, B, C, D, ... Z of which A is the greatest, and each is
equal to four times the next in order,then A+ B + C + ... + Z + 1/3 Z = 4/3 A” [Heath,
1912, s. 249].

Denne satning vises pa folgende made. Tag arealer b, C, d, ... sdledesatb=1/3 B, c =
1/3 C,d = 1/3 D, osv. Eftersom b =1/3 Bog B=1/4 A fias, at B+ b =1/3 A, og pa

samme made indses det, at C + ¢ = 1/3 B, osv.

Ved denne betragtning folger, at

B+C+D+..+Z+b+c+d+.+2=1/3(A+B+C+..+Y) (5.5)
men da
b+c+d+.+y=1/3(B+C+D+..+Y) (5.6)

Ses det, at hvis man traekker (5.5) fra (5.6), opndr man

B+C+.4+Z+z=1/3A< 5.7)

A+B+C+..+Z+1/3Z =4/3A '
hvormed satningen er bevist. Det udtryk, som Archimedes hermed har bevist, er
xkvivalent med felgende algebraiske udtryk i moderne notation:

1+1/4+(1/4) +..+ (1/4)" =4/3-1/3(1/4)"" = % (5-8)

Denne satning fra parablens kvadratur er, som navnt tidligere, det eneste eksempel pa
en direkte opskrivning af en kvotientraekke (i endelig form) i de gamle graeske tekster.

Nu er det kun dobbeltmodstridsbeviset, der mangler. Dette gives som satning 24 i
”Parablens kvadratur”, som er citeret i ovenstaende. Det antages i henhold til figur 5.1,
at K = 4/3AABC. Det skal nu pa sedvanlig vis (ved dobbeltmodstridsbevis) vises, at
parabelstykket er lig K. Hvis parabelstykket ikke er lig K, mé det enten veere mindre (I)
eller storre (II).
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I. Forst antages det, at parabelstykket er mindre end K. Hvis man anvender sa&tning 23,
ses det, at hvis X er det sidste led i1 folgen, og hvis man valger X, sa det er mindre end
differensen mellem parabelstykket og K, da har man:

A+B+C+..+ X +1/3X =4/3A=K (5.9

Nu ses det, at eftersom K overstiger A+ B + C + ... + X med et areal, der er mindre end
X, og K ligeledes overstiger arealet af parabelstykket med et areal, der er storre end X,
folger det at:

A+B+C+. .+ X >X (5.10)

hvorved den segte modstrid opstér, idet afsnitssummen S, defineret i ovenstdende,

netoper A+ B+ C+ ... +X, som er mindre end parabelstykket, X.

II. Nu antages det, at parabelstykket er starre end K. Det vises nu, at forskellen mellem
den indskrevne polygon, hvis konstruktion fremgir af det ovenstdende, og
parabelstykket kan geres mindre end forskellen mellem K og parabelstykket. Dette
betyder, at polygonen ma vearre storre end K, hvorved den segte modstrid opstér, da
Archimedes i s@tning 23 har vist, at

A+B+C+..+Z <4/3A, hvor A= AABC (5.11)

Derfor kan parabelstykket ikke vere storre end K.

Det er nu vist, at parabelstykket, X, hverken er storre eller mindre end K, hvorved
s@tningen er bevist.

Kommentar

Det bemarkes, at der ikke geres rede for, at kvotientreekken har en graenseverdi for n
gdende mod uendelig. Det er heller ikke nedvendigt for beviset, men det er f.eks. et
sted, hvor indferelsen af uendelighed kunne have generaliseret udtrykket samt gjort
beviset lettere. Det ville, hvis kvotientreekkens grenseveaerdi for n giende mod uendelig
var blevet fastlagt, ikke have varet nedvendigt med dobbeltmodstridsbeviset, idet
grenseverdien for kvotientreekken netop giver arealet af parabelstykket. Udviklingen
af et grenseverdibegreb ville have varet et stort skridt pd vej mod en mere generel
teori.
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”Metoden”

”Metoden” blev, som tidligere naevnt, fundet af den danske filolog Heiberg i 1906 pa en
palimpsest'' pa et bibliotek i Konstantinopel. Heiberg arbejdede med palimpsesten i
1906 og 1908, hvor han nedskrev og tog fotografier af varket. Herefter forsvandt
manuskriptet. Det var forst, da det dukkede op igen i 1998 pa Christies’ auktionshus i
New York, hvor det blev solgt for $ 2 millioner, at forskere blev klar over, at det
dyrebare manuskript stadig fandtes. Den nye ejer har tilladt forskere at arbejde med
manuskriptet, men det er nu i vaesentlig dérligere stand, end da Heiberg studerede
vaerket. Allerede dengang manglede mange passager (ca. 20 %) pga.
genanvendelsesprocessen og tidens tand. P& trods af den darlige stand bringer
anvendelsen af moderne teknikker i leesningen af palimpsesten nye resultater [Netz et
al., 2001].

”Metoden” er skrevet som et brev til Eratosthenes i hdbet om, at Archimedes ved at
beskrive sin metode for Eratosthenes, kan hjelpe ham og fremtidige generationer med
at gare matematiske opdagelser. Med hans egne ord:

”... | am convinced that it will prove very useful for mathematics; in fact, |
presume there will be some among the present as well as future generations who by
means of the method here explained will be enabled to find other theorems which have
not yet fallen to our share.” [Dijksterhuis, 1956, s. 315].

Archimedes siger ogsa i indledningen til manuskriptet, at det er en metode til at opdage
setninger, men at metoden ikke giver de endelige matematiske beviser; dog bliver
bevisforelsen nemmere, nér resultatet er gaet op for en ved hjelp af hans metode. Igen
med Archimedes’ ord:

”... a certain special method, by means of which you will be enabled to recognize
certain mathematical questions with the aid of mechanics. | am convinced that this is
no less useful for finding the proofs of these same theorems. For some things, which
first became clear to me by the mechanical method, were afterwards proved
geometrically, because their investigation by the said method does not furnish an actual
demonstration. For it is easier to supply the proof when we have previously acquired,
by the method, some knowledge of the questions than it is to find it without any
previous knowledge.” [Dijksterhuis 1956, s. 314].

Den metode, som Archimedes beskriver for Eratosthenes, er overordnet kendetegnet
ved, at der anvendes to forskellige principper:

""'En palimpsest er et manuskript, der er blevet skrevet pa mere end en gang. I dette tilfzelde er en kopi
fra det 10. d&rhundrede af nogle af Archimedes’ skrifter blevet genbrugt i det 13. arhundrede til at
nedskrive en grask bennebog.
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1) For det forste anvendes en mekanisk metode, nemlig vaegtstangsprincippet, hvor
to geometriske figurer ses som hangt op i hver deres ende af en vagtstang pa en
sadan made, at figurerne er i ligevaegt. Herved er forholdet mellem arealerne
omvendt proportionalt med forholdet mellem afstandene til ligevaegtspunktet pa
vagtstangen.

2) For det andet baserer Archimedes’ metode sig pa, at arealet af en plan figur kan
ses som summen af alle parallelle linjestykker i den. Herved ses den plane figur
som bestdende af ’alle de parallelle linjestykker’. Dette udvides til overflader,
der ses som bestaende af summen af de parallelle tveersnit, et plan kan skare
overfladen med. Ydermere udvides det til voluminer, som ifelge dette princip
ses som bestaende af parallelle planer. Kort sammenfattet kan man sige, at for n
< 3, ses en n dimensional figur som bestdende af en uendelig sum af n-1
dimensionale figurer.

De forskellige moderne fortolkere af Archimedes er enige om denne overordnede
inddeling, som Dijksterhuis bensvner hhv. tyngdepunktsmetoden (the ’barycentric
method’) og udelelighedsmetoden (the method of indivisibles’) [Dijksterhuis, 1956].
Det, man ikke er enige om, er, pd hvilket grundlag Archimedes afviser, at metoden
udger et rigtigt matematisk bevis. Det kan enten vaere pa grund af
tyngdepunktsmetoden eller udelelighedsmetoden eller begge. I det folgende beskrives,
dels Dijksterhuis’ argumenter for, at det er udelelighedsmetoden, Archimedes ikke
anerkender, dels Knorrs argumenter for at det er tyngdepunktsmetoden, der ikke kan
siges at vare stringent. Denne diskussion kan feres tilbage til diskussionen om de
greeske matematikeres forhold til matematisk uendelighed. Her ligger der i Knorrs
fortolkning, hvilket ogsa kort er beskrevet i kapitel 3, en generel accept af matematisk
uendelighed i dette tilfaelde de udelelige, mens der i Dijksterhuis fortolkning ligger en
klar afvisning af dette. Inden denne diskussion tages op, gennemgas parablens
kvadratur i den version, der er givet i "Metoden”.

Parablens kvadratur i ’Metoden”

Parablens kvadratur er den forste satning, der fremstilles i ”Metoden”, og det er ogsa
det simpleste eksempel pé, hvad Archimedes’ metode gér ud pa. Der er alt i alt bevaret
15 saetninger i ”"Metoden”, som formentligt har veeret betydeligt leengere [Heath, 1912].
Det er disse satninger, Archimedes viser ved hjelp af sin udforskende metode, der i
Dijksterhuis’ terminologi opdeles i1 tyngdepunktsmetoden og udelelighedsmetoden.
Blandt ‘’beviserne’ findes der et eksempel, hvor det wudelukkende er
tyngdepunktsmetoden, der er anvendt, nemlig setning 15, som dog kun er
fragmentarisk bevaret. Der findes ogsa et eksempel, hvor det kun er
udelelighedsmetoden, der anvendes i ’beviset’, nemlig satning 14, og det er netop
denne sztning, der er vist rent mekanisk i setning 15. I s@tning 1, som er parablens
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kvadratur, anvendes béde mekaniske og udelelighedsargumenter. Dette ’bevis’ er
fremstillet 1 det folgende.

"Parablens kvadratur” som vist i ”Metoden”

Her er parablens kvadratur, satning 1 i ”Metoden”, gennemgéet pd baggrund af
Dijksterhuis’ [Dijksterhuis, 1953] mere moderne beskrivelse, og den originale version,
som den er oversat til engelsk af Heath [Heath, 1912].

Figur 5.2. ATB er et parabelstykke med toppunktet T. OB tangerer parablen i B. KOB er en ligearmet
vaegtstang med understetningspunkt i O. Parabelstykket ophaengt i K er i ligevaegt med AOAB ophangt

som vist pa figuren [Dijksterhuis, 1953, s.21].

Lad ATB vare det parabelstykke, der er afskdret med linjestykket AB, og som har
toppunkt i T. Dette er vist i figur 5.2. Nu konstrueres den tangent til parablen, der rerer
parablen i punktet B, og tangenten forlaenges til punktet K. Desuden konstrueres
ordinaterne AO og DE. Ordinaten AO rammer tangenten i O, som udger midtpunktet
for linjen BK, hvilket betyder, at OK = OB. Herefter anvendes en elementar setning fra
den antikke keglesnitslare, som fastslér, at:

CD:ED = AD:AB, hvilket ogsa giver, at CD:ED = OE:OB, og da OK = OB, kan
forholdet ogsa skrives som CD:ED = OE:OK. Denne relation gelder for en vilkarlig
ordinat.

Forestiller man sig nu, at det vilkérligt valgte linjestykket CD forskydes til
vaegtstangens ene endepunkt, K, sa er linjestykket CD i ligevaegt med linjestykket ED,
nar ED ophanges i E. Gor man det samme for ’alle ordinaterne’ i parabelstykket, sa
balancerer parabelstykket, nér det er ophengt i K med ABOA. Ligevagtspunktet for
ABOA ligger i S, medianernes skaringspunkt, der er vist pa figur 5.2, hvilket betyder, at
man kan se trekanten som ophangt i F, idet OF = 1/3 OB. Da OK = 3 OF, folger det af
veegtstangsseetningen, at parabelstykket = 1/3ABOA =4/3ATAB, hvorved parablens

kvadratur er fundet.
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Kommentarer til den anvendte metode

Det er udtryk som ’alle ordinaterne’, der meget tydeligt adskiller udforskningen af
parablens kvadratur i ”Metoden” fra beviserne i veerket ”Parablens kvadratur”. Det er i
den moderne fremstilling at udtrykket alle ordinaterne’ optraeder. Ser man pa Heaths
oversattelse, er det tilsvarende i Archimedes’ ord udtrykt i felgende citat, hvor
symbolerne er skiftet ud, sa de passer til figur 5.2:

”And, since the triangle BOA is made up of all the parallel lines like ED, and the
segment TAB is made up of all the straight lines like CD within the curve, it follows
that the triangle, placed where it is in the figure, is in equilibrium about O with the
segment TAB placed with its centre of gravity at K.” [Heath, 1912, s. 17].

Archimedes anvender udtrykkene ”made up of all the parallel lines” og ”made up of all
the straight lines”. Det er disse udtryk, der illustrerer, hvad der menes med
udelelighedsmetoden. De 2-dimensionale figurer ses som bestdende af alle de
tilherende 1-dimensionale figurer, hvilket kan forstds som den uendelige sum af
udelelige linjestykker, der skal til for at fylde figurerne ud. I det konkrete tilfzelde ses
parabelstykket (2D) f.eks. som bestaende af alle de parallelle ordinater (2D = X 1D).

Den mekaniske metode eller tyngdepunktsmetoden bestar i1 anvendelsen af
vaegtstangen, der i figur 5.2 er linjestykket KB. I dette simple tilfelde er det en
ligearmet vaegtstang, der understottes i punktet O. Og det er bade de udelelige
linjestykker og de plane figurer, der henges op pa vagtstangen, hvorved forholdet
mellem de geometriske objekter kan bestemmes.

I de resterende setninger i "Metoden”, hvor Archimedes viser sin udforskende metode,
er det mere komplicerede geometriske figurer, der undersgges. Der er ogsa forskellige
variationer af, hvordan de to principielle metoder, tyngdepunktsmetoden og
udelelighedsmetoden, anvendes. Der findes, som navnt, satninger, hvor det
udelukkende er tyngdepunktsmetoden, der er i spil, og der findes ogsa et enkelt
eksempel, hvor det kun er udelelighedsmetoden, der anvendes (satning 14). Dette er
endnu en af grundene til, at forskerne ikke er enige om, hvorvidt det er
tyngdepunktsmetoden, udelelighedsmetoden eller begge Archimedes afviser, som
varende stringente eller rigtige matematiske beviser. I det folgende gives nogle af de
argumenter, forskerne anvender til at vurdere, hvordan Archimedes selv betragtede den
matematiske stringens af sine metoder.

Moderne fortolkere af Archimedes

Anvendelserne af Archimedes’ metode der, som navnt, overordnet bestar af to
principper, er ifelge hans egen indledning til varket ikke at betragte som rigtige
matematiske beviser. Grunden til dette er ikke entydig, da hans egne ord kan fortolkes
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pa flere méder. I det folgende prasenteres de to primare synspunkter i den sag. Det ene
synspunkt er her prasenteret med Dijksterhuis, der mener, at det er
udelelighedsmetoden, som Archimedes ikke selv finder stringent, mens det andet
synspunkt gir pa, at det er tyngdepunktsmetoden Archimedes ikke selv accepterer.
Denne fortolkning er her praesenteret med Knorrs analyser. Derudover gengives nogle
af de nye resultater forskerne Netz, Saito og Tchernetska har publiceret i 2001 i
forbindelse med nylasningen af "Metoden” med moderne teknikker [Netz et al., 2001].
De har i deres publikation undersegt seetning 14 fra ’Metoden”, der er den setning, som
udelukkende fastslas ved hjalp af udelelighedsmetoden.

Dijksterhuis’ fortolkning

Dijksterhuis er, som sagt, en af de forskere, der mener, at Archimedes afviser
bevisforelsen i ”Metoden”, pa grund af anvendelsen af udelelige. Denne fortolkning har
han blandt andet fremfort i artiklen ”Die Integrationsmethoden von Archimedes” fra
1953 [Dijksterhuis, 1953]. Dijksterhuis afviser i denne artikel, at det skulle vare brugen
af mekaniske betragtninger, der er drsagen til, at Archimedes refererer til skriftet som
bestaende af undersggelser frem for matematiske beviser.

Et af argumenterne mod Dijksterhuis’ opfattelse er, at begreber som vagtstang,
ligevaegtspunkt osv. for grekerne herer til den empiriske verden, og de opfylder derfor
ikke kravene til matematiske objekters ideelle natur, som antikkens matematikere, i
hvert tilfelde de der fulgte Platons idelare, hyldede. Dette argument fejer Dijksterhuis
vaek pd baggrund af folgende betragtninger:

1. Archimedes har selv aksiomatiseret vagtstangsprincippet i varket ”Om plane
figurers ligeveegt, 17, saledes at setningerne i dette veerk opfylder kravene til
den aksiomatisk-deduktive bevisforelse. Vagtstangsprincipperne kan derfor
ifalge Dijksterhuis betragtes som en gren af den rene matematik.

2. Iverket ”Parablens kvadratur”, som Archimedes selv publicerede og derfor tog
videnskabeligt ansvar for, anvender Archimedes vegtstangsprincippet. Dette er
endnu et argument, som Dijksterhuis fremferer som et tegn pa, at Archimedes
ikke ansa mekaniske betragtninger som et brud pa den matematiske stringens.

De ovenstdende argumenter viser ifolge Dijksterhuis, at Archimedes kategorisering af
”Metoden” som undersogelser, skal soges et andet sted. Dijksterhuis finder svaret pa
den manglende matematiske stringens i Archimedes’ anvendelse af udelelige, som ikke
forekommer i Archimedes’ andre varker eller nogen af de andre matematiske varker,
vi har fra antikken. Exhaustionsmetodens resonnementer er jo netop, som vi har set i
det foregdende kapitel, en undgaelse af anvendelsen af uendeligt sm& matematiske
storrelser, idet greensevaerdien ikke nés. Exhaustionsmetoden kreever blot, at sterrelser
kan gores vilkdrligt sma, mens Archimedes, som det er vist i gennemgangen af
parablens kvadratur fra ”Metoden”, anvender, at n dimensionale figurer bestar af alle de
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‘udelelige’ n-1 figurer. Desuden er Archimedes’ anvendelse af udelelige ikke
matematisk velfunderet og faktisk er benavnelsen udelelige en anakronisme.
Archimedes introducerer slet ikke et begreb for de udelelige, og det indgar ikke i hans
sprog. Der ligger derved ikke en eksplicit begrebsdannelse omkring de udelelige fra
Archimedes’ side.

Dijksterhuis stetter ydermere sit synspunkt med Archimedes’ genformulering af
exhaustionsprincippet i veerket ”Om kuglen og cylinderen”. Her gengiver Archimedes
exhaustionsprincippet blandt de aksiomer (som det femte), der ligger til grund for
bevisfarelsen i skriftet. Dette skulle ikke veere nedvendigt, da det allerede er bevist i
Euklids Elementer” (X.1). Archimedes giver i Om kuglen og cylinderen” princippet
en anden ordlyd, end det har i "Elementerne”. Dette ser Dijksterhuis som et tegn pa, at
Archimedes er klar over, at de udelelige ikke er matematisk velfunderede. Archimedes
giver aksiomet felgende ordlyd:

”Further, of unequal lines, unequal surfaces, and unequal solids, the greater
exceeds the less by such a magnitude as, when added to itself, can be made to exceed
any assigned magnitude among those which are comparable with [it and with] one
another”, [Heath, 1912, s. 4].

Det, Dijksterhuis forholder sig til, er, at Archimedes her har behov for at antage, at
exhaustionsprincippet dels gelder, nér sterrelser traekkes fra hinanden, og dels at denne
differens er af samme slags som de storrelser, der treekkes fra hinanden. Dette fortolker
Dijksterhuis som en bevidsthed omkring problemerne ved udelelige fra Archimedes’
side, som forgengerne Eudoxos og Euklid ikke har haft. Dijksterhuis mener, at
Archimedes har set, at det under antagelsen af udelelige er nedvendigt, at gere det helt
klart, at differencen mellem to sterrelser er af samme salgs. Uden denne antagelse ville
differensen mellem to plane figurer kunne blive en af ’alle de linjer’ som de plane
figurer bestar af, jevnfor parablens kvadratur i ”Metoden”. Derfor er Archimedes’
genformulering ikke blot en gentagelse af Eudoxos’ setning (sztning X,1 i
“Elementerne”) men en formulering, der indeholder nedvendige forudsatninger for
gyldigheden af det efterfolgende bevis. Dette begrunder Dijksterhuis yderligere ved at
understrege, at det ville veere maerkeligt, hvis Archimedes blot skulle have gentaget en
fuldsteendig kendt og bevist antagelse blandt de andre originale aksiomer, der er listet i
”Om kuglen og cylinderen”.

Som kritik af Dijksterhuis’ argumenter kunne man fremfore, at han kun i meget ringe
grad forholder sig til, at Archimedes selv kalder de mekaniske beviser for
undersogelser. Dette er netop, hvad Knorr i hej grad anvender i sin argumentation. Man
kunne have onsket, at Dijksterhuis ikke var sd skrasikker i sine argumenter for
Archimedes’ accept af de mekaniske metoder. Det kunne jo godt vaere dette bade og,
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som Dijksterhuis selv er inde pa: At Archimedes bade finder at tyngdepunktsmetoden
0g udelelighedsmetoden ligger udenfor den rene matematik.

Knorr

Knorr er, som navnt, en af tilhaengerne af, at Archimedes anerkender brugen af
udelelige, som han desuden mener, er en opfindelse, der oprinder fra Archimedes. Han
behandler blandt andet denne problemstilling i artiklen Archimedes and the Elements”
fra 1978 [Knorr, 1978]. Knorr gér s& vidt som til at sige, at matematisk uendelighed
generelt var accepteret af tidens matematikere javnfor kapitel 3, hvorfor
udelelighedsmetoden ikke skulle veare et begrebsmeessigt problem for Archimedes.
Derfor mener Knorr, at det er vaegtstangsprincippet Archimedes ikke anerkender som
varende stringent 1 forbindelse med matematisk bevisforelse.

Generelt finder Knorr sine argumenter i de indledninger, Archimedes selv har skrevet
til sine verker. At det ikke er de udelelige, men derimod vegtstangsprincippet, der
ifolge Archimedes ikke er matematisk stringent, baseres pa folgende argumenter, der
kan understottes af Archimedes’ egne ord:

1. Archimedes betragter selv i sin indledning til ”Metoden” undersegelserne som
vaerende mekaniske. Desuden anvendes vagtstangsprincippet flere andre steder
i Archimedes’ skrifter, og her anerkender Archimedes heller ikke umiddelbart
de beviser, hvor mekaniske betragtninger anvendes javnfer “Parablens
kvadratur”, idet den mekaniske del ogsa her kaldes en undersogelse.

2. Archimedes har i ”"Metoden” ingen kommentarer til de udelelige eller hvordan
man summerer disse op.

3. Geometriske beviser kan ifelge Knorr aldrig i den rene matematik blive
stringente ved brug af mekaniske betragtninger, da geometriske egenskaber ikke
kan sammenlignes med de ’ydre’ egenskaber som masse og tyngdepunkt.

I Knorrs egne ord:

“It is important to recognize that for him what distinguished this technique was not its
application of indivisibles, but its mechanical character, as, indeed, his calling it “a
certain mechanical method™ indicates”. [Knorr, 1978, s. 247]

Knorr understotter dette med, at Archimedes pa intet tidspunkt taler om et mekanisk
bevis, men i stedet bruger ord som ”studies”, ”become apparent” og ’some conviction
of the truth”. Hvis problemet 14 i de udelelige, ville ordet bevis kunne bruges i
forbindelse med de mekaniske satninger, der vises i ’Parablens kvadratur”, hvor de
udelelige er udeladt, og resultaterne udelukkende er baseret pa vaegtstangsprincippet. At
Archimedes pd denne méde i sine indledninger aldrig opgraderer de mekaniske
underspgelser til beviser, fortolker Knorr, som en manglende accept af
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vaegtstangsprincippet. Desuden har Archimedes aldrig kommenteret de udelelige, og
manglen pa matematisk stringens i forhold til disse.

De udelelige har tidligere veret introduceret af atomisterne, hvilket kunne have veret
Archimedes’ inspirationskilde. Archimedes refererer til atomisten Demokrit i forordet
til ”Metoden”, hvor han navner, at Demokrit var den forste til at fremsette setningerne
om voluminerne af keglen og pyramiden. De udelelige, som Archimedes anvender, er
dog ikke, ifelge Knorr, den form for udelelige, som atomisterne introducerede, et
synspunkt flere fortolkere ellers har ytret se f.eks. [Aaboe, 1986]. Derimod henholder
Knorr sig til, at Archimedes ikke tidligere har givet udtryk for at kende Demokrit, og at
den udelelighedsmetode Archimedes introducerer i ”Metoden”, derfor udvikles for
Archimedes far kendskab til Demokrits arbejde.

Knorr ser udelelighedsmetoden som en original ide af Archimedes, som han udviklede
til en matematisk metode. Hvorfra, han har faet ideen til udviklingen, kan muligvis
findes i hans arbejde med vagtstangsprincippet i ”Om plane figurers ligeveegt”, som
blev introduceret tidligt i Archimedes’ virke. Her kan ideen om de n—1 dimensionale
figurer komme ud fra Archimedes’ arbejde, hvor han feks. ved hjelp af
exhaustionsmetoden viser, at massemidtpunktet for et parallelogram ligger, hvor
diagonalerne medes. Her er der ikke langt fra at betragte parallelogrammet som
bestdende af et endeligt antal sma parallelogrammer, hvilket er det exhaustionsmetoden
tillader, til at se parallelogrammet som bestdende af uendeligt mange liniestykker i
stedet.

For at argumentere for, at vagtstangsprincippet ikke herer hjemme i den rene
matematik, argumenter Knorr séledes:

”To cover himself, Archimedes could present the mechanical version in its most
rigorous form, avoiding the indivisibles which would be certain to provoke the
formalist (Dositheus); but he appended the geometric proof (prop.18-24), thus to
assure acceptance of the theorem, even if the mechanical proof of it was rejected.”
[Knorr, 1978, s. 245]

Det ligger i Knorrs fortolkning, at Archimedes, ved at undlade de udelelige i
”Parablens kvadratur”, og ved at medsende et rent geometrisk bevis, segte en accept af
den mekaniske metode som varende matematisk stringent. Her virker det som om
Knorr modsiger sig selv og mangler konsistens i argumentationen. Hvis de udelelige
skulle vaere acceptable, hvorfor skulle de sa udelades? Hvorfor skulle Archimedes ikke
soge accept af bade den mekaniske metode og anvendelsen af udelelige? Knorr
medgiver nemlig selv, at de udelelige ikke kunne accepteres formelt i tiden matematik.
Dette er i kontrast til Knorr synspunkt, der siger, at Archimedes gav de udelelige fuld
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accept. Desuden kan man stille spergsmélet, om det er Archimedes eller hans
samtidige, der ikke accepterer den mekaniske metode? Hvis han seger accept hos sine
samtidige, mad man formode, at Archimedes selv har haft tillid til den mekaniske
metodes eksakthed, med mindre Archimedes har forsegt at *narre’ sine samtidige. Med
Knorrs begrundelser er det derfor svert at se, at det udelukkende skulle veere de
mekaniske principper, der udger et problem. Som hos Dijksterhuis mé en kritik vaere, at
det ligesa godt kunne vere et bade og: Archimedes henvisning til ”Metoden” som en
underspgelse kunne sagtens bade bygge pa anvendelse af udelelige 0g p& anvendelserne
af mekaniske principper.

Nylaesningen af ”"Metoden”

I artiklen A New reading of Method Proposition 14: Preliminary Evidence from the
Archimedes Palimpsest (Part 1)” praesenteres nogle af de resultater, der er fremkommet
i forbindelse med nylasningen af ”Metoden” med moderne teknikker (UV-lys og
digital billedbehandling). De moderne teknikker har gjort, at det nu pa nogle steder er
muligt at leese lidt mere, end Heiberg i sin tid kunne [Netz et al., 2001].

Det er, som navnt, setning 14, der gives en ny oversettelse og fortolkning af. Dette er
ogsd en meget interessant stning fra ”Metoden”, da den er undersegt helt uden
mekaniske argumenter, idet Archimedes her udelukkende anvender principper om
udelelige. Formélet med nylesningen er ikke at give nye fortolkninger af, hvad
Archimedes selv s& som et stringent bevis, men at give nye beviser pa i hvor hgj grad
Archimedes mestrede de udelelige eller de uendelige maengder af udelelige. De nye
resultater kan efter forfatternes mening stette bade Knorrs og Dijksterhuis’
fortolkninger, dog er begge fortolkninger ifelge Netz et al. for simple. De nye spor viser
en Archimedes med et langt storre overblik end tidligere kendt.

I ”Metoden” lister Archimedes efter indledningen en rakke hjelpesatninger, der
anvendes undervejs, nir han demonstrerer sin udforskende metode. Den sidste af disse
hjelpesatninger, som Heiberg har kaldt lemma 11, svarer til setning 1 i ”Om konoider
og sferoider”. Det, nylasningen bidrager med, er, at Archimedes i satning 14 i
”Metoden” viser, at dette lemma, lemma 11, kan udvides til at behandle uendelige
mangder. Med uendelige mangder menes de uendelige mangder af n-1 dimensionale
figurer, en n dimensional figur i ”Metoden” siges at bestd af. Den nye laesning viser, at
Archimedes i satning 14 helt har styr pa, hvordan forudsetningerne for lemmaet i det
konkrete tilfelde skal opfyldes, ndr mangderne er uendelige. Setningen er i ”Om
konoider og sfeeroider” bevist for endelige mangder.

I veerket ”Om konoider og sfeeroider” er setningen i Heaths udgave formuleret saledes
[Heath, 1912]:

?1f Ag, By, Cyq, ...Ky and Ay, By, C,, ...K; be two series of magnitudes such that
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A1:B1=A:By,
B1:C1 =B,:C,, and so on

and if Az, B3, Cs, ...Kz and A4, B4, Cg, ...K4 be two other series such that

A1:A3= As:Ag,
B1:B3; = B,:B4, and so on

then (Aj_ +B+Ci+ ..+ Kl):(A3 + B3+ C3+ ...+ K3)
=(A+By+Cy+ ...+ Kz):( Ayp+ Byt Cyp+ ...+ Ky

Efter beviset for saetningen gores det i et korrolar gjort klart, at meengderne med indeks
3 og 4 ikke behgver at vere ligesa store som mangderne med indeks 1 og 2; de kan
vaere delmangder. Forholdet mellem summerne af elementerne i mangderne gaelder
stadig, selvom meangderne med indeks 3 og 4 er delmengder af mangderne med
indeks 1 og 2, dog skal antallet af elementer i 3 og 4 vere ens.

I den nye laesning formuleres den samme sa&tning i moderne termer séledes [Netz et al.,
2001, s. 20]:

Givet fire mangder A, B, C og D med elementerne (a1, az as, ..., an),
(b1, by, bs, ..., by), (c1, C2, C3, ..., Cn) OQ (ds, dy, d3, ..., dy), da siger lemmaet, at:

For hvert k, m har man, at ax:an = by:by.

Mangderne A og B indeholder lige mange elementer.

For hvert anvendeligt k, har man, at ax:cx = by:dx.

C og D behgver ikke at indeholde ligesd mange elementer som A og B, de kan
godt veere dannet ud fra delmeangder af A og B. C og D skal veere ens i antal,
et antal der svarer til antallet i de eventuelle delmangder.

el A

Nar betingelserne 1-4 er opfyldt, da opfylder summen af meaengdernes elementer
felgende relation:

Jat=2b2d

Denne s&tning er, som navnt, bevist i ”Om konoider og sferoider” for det endelige
tilfzelde, altsa hvor A, B, C og D indeholder et endeligt antal elementer.

Hvis s@tning 14 i ”"Metoden” inddeles i de enkelte argumentationstrin, kan den ifolge
Netz et al., inddeles i 29 trin. I Heibergs udgave mangler trin 17-23, hvor trin 17-18 er
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nemme at gette, mens der i de resterende trin mangler vesentlige oplysninger, som nu
er genskabt med anvendelsen af moderne teknologi. Hvor den traditionelle laesning blot
gengiver de manglende trin som en varsom overgang til nogle forhold mellem
storrelser, der er vist tidligere, giver den nye leesning mere detaljerede oplysninger. Her
leeser man, at Archimedes neje viser, at forudsatningerne for satning 1 fra ”Om
konoider og sferoider” er opfyldt, men nu i det uendelige tilfeelde. De fire
forudseatninger givet ovenfor vises trin for trin, idet A bestar af 2 dimensionale figurer,
B bestar af 1 dimensionale figurer, C bestar af 2 dimensionale figurer og D bestar af 1
dimensionale figurer:

1. I trin 14 vises forudsaztning 3. Dette betyder, at elementerne i C og D
dannes led for led fra meengderne A og B ud fra forhold, ax:cx = by:dx.

2. Ttrin 19-20 vises forudsatning 1. Det vises, at for hvert par af elementer i
A og B, gaelder folgende forhold ax:am = by:bm.

3. I trin 21 vises forudsatning 2. Mangderne A og B har samme antal
elementer. I den nye laesning ses det, at Archimedes direkte anvender, at
de er ”equal in multitude”.

4. 1 trin 22-23 vises forudsatning 4. C og D er mangder med samme antal
elementer. Igen siger Archimedes direkte, at de er “equal in multitude”.

Herefter anvendes lemma 11 i trin 24, som giver et forhold mellem de uendelige
summer af elementer i de fire mangder.

Det, nylesningen giver, er, dels at Archimedes neje viser, hvorledes de fire
forudsatninger for anvendelsen af lemma 11 er opfyldt i det uendelige tilfzlde, dels at
han direkte henviser til mangdernes storrelse. Det skal her na@vnes, at Archimedes i det
konkrete tilfeelde, danner mangderne, sd de n-1 dimensionale mengder (linjer i dette
tilfeelde) f.eks. har en fzlles grundlinje. Sagt med udelelige, kan de udelelige linjer,
hvis man forestiller sig, at summen af dem giver samme grundlinje, siges at vaere af
samme antal. Netz et al. siger:

”Here actual infinities are manipulated in specific ways, suggesting a degree of
comfort which is quite surprising. ...We have here infinitely many objects — having
definite, and different multitudes (i.e., they nearly have number); such multitudes are
manipulated in a concrete way, apparently by something rather like a one-to-one
correspondence” [Netz et al., 2001, s.25]

Forfatterne navner, at den generelle holdning til graekernes forhold til det uendelige, er
steerkt pavirket af Aristoteles’ syn, hvor det aktuelt uendelige er bandlyst. Her ses det,
at Archimedes ligefrem jonglerer med aktuelt uendelige mangder, og han forholder sig
til, om de kan siges at vaere lige store i antal. Netz et al. mener, at Archimedes fortjener
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en storre plads i matematikhistorien i forbindelse med udviklingen af analysen pa
baggrund af deres genlasning. Godt nok havde matematikerne ikke Archimedes’
metode 1 1600-tallet, hvor udviklingen af analysen tager fart, men de genopfinder
Archimedes’ metoder. De indferer i 1600-tallet de udelelige som et begreb, men selve
metoderne ligger ikke langt fra Archimedes’. Netz et al. mener ogsa, at Archimedes
fortjener en storre plads i matematikhistorien omkring matematisk uendelighed, som
han i deres nylesning demonstrerer stor sikkerhed omkring. De siger ligefrem, at
”Archimedes discusses actual infinities almost as if they possessed numbers in the usual
sense” [Netz et al., 2001, s.26].

I forbindelse med diskussionen af, hvad Archimedes ikke finder matematisk stringent i
metoden (vaegtstangsprincipperne eller de udelelige), giver nylasningen en fortolkning,
der ikke udelukker hverken Knorrs eller Dijksterhuis’, men siger, at begge er for
simple. Ifelge Netz et al. er de geometriske beviser udelukkende opgraderinger af
udelelighedsbeviser under anvendelse af exhaustionsmetoden. Bide de geometriske
beviser og beviser med udelelige er meget forskellige fra de meget mere komplicerede
mekaniske beviser. Derfor foreslar forfatterne, at Archimedes eventuelt forst fik sine
ideer ud fra betragtninger omkring udelelige, derefter transformerede han resultaterne
til et geometrisk bevis, og uafthengigt af dette fandt han pa et mekanisk bevis.

Konklusion

Archimedes’ egen afvisning af beviserne i “Metoden” som varende acceptable
matematiske beviser kan, som vi har set i det ovenstdende, skyldes anvendelsen af
mekaniske principper eller brugen af udelelige eller begge. De to principper kan vere
serdeles svere at adskille, og det har kraevet indferelsen af et begreb, nemlig de
udelelige, som Archimedes ikke selv anvender, for at gennemfere denne opdeling.
Béde Knorrs og Dijksterhuis’ argumenter er besn@rende, men det virker n&rmere som
om man skal finde svaret i et bade og. Dette synspunkt stattes ogsa til dels af den nye
laesning af ”Metoden”, hvor Netz et al. finder de to flgje for ensidige i deres
argumenter. Godt nok kommer de med en version, der siger, at den mekaniske metode
kan ses som varende uathaengig af de udelelige, men de er forsigtige med denne
konklusion.

Der er i hvert tilflde ingen tvivl om, at anvendelsen af udelelige er noget helt nyt i
”Metoden”, som ikke optraeeder i nogen af Archimedes’ andre veerker, mens mekaniske
principper, som det er vist, f.eks. optreeder i “Parablens kvadratur”, som er et
matematisk veerk. Desuden har Archimedes aksiomatiseret vegtstangsprincippet i ”Om
plane figurers ligeveegt”. Det, at Archimedes ikke har et begreb for de udelelige, er ud
fra vores synspunkt meget centralt, da det naermest er umuligt at tale om noget, der ikke
kan udtrykkes i ord. Hos Archimedes indgér de udelelige kun indirekte i setninger som
”made up of all the parallel lines”. En systematisk redegerelse og et forseg pa at
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legitimere udelelige 1 matematikken optraeder forst med Cavalieris udgivelse af
”Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota” i 1635
[Pedersen, 1980]. Nogle af Cavalieris forgengere, f.eks. Kepler, havde dog en intuitiv
anvendelse af udelelige i trdd med Archimedes’, selvom de ikke kendte hans vark
”Metoden” [Boyer, IV, 1959]. Indferelsen af de udelelige som et begreb vil blive
behandlet mere indgaende i det efterfolgende kapitel.

Den fortolkning, at de udelelige skulle vere et koncept Archimedes har adopteret fra
atomisterne, virker ikke sarlig overbevisende. Knorrs argumenter omkring
Archimedes’ ringe kendskab til Demokrits arbejde virker fornuftige. Archimedes
udtrykker ikke et tilhersforhold til atomisterne, og siger endda, at Demokrit sikkert skal
anerkendes for fremforelsen af nogle sa@tninger, men der er ingen for Eudoxos, der har
bevist dem. Dette vidner ikke om nogen saerlig respekt for Demokrits arbejde. Desuden
kan man papege det markelige i, at Archimedes ikke benavner de udelelige, hvis han
skulle vaere pavirket af atomisterne, som besidder et begreb - atomet.

Det virker mere oplagt, som Knorrs ogsa konkluderer, at Archimedes selv er opfinderen
bag en unik anvendelse af udelelige, som ikke kan findes hos hans forgangere. Der er
naturligvis andre grekere for Archimedes, der er inde pa tanken, f.eks. Demokrit og
Antifon, men der er ikke nogen beviser pa, at de direkte skulle have introduceret
begrebet i geometrien. Det er dog tankevaekkende, at udeleligheden af geometriske
storrelser har veret diskuteret i filosofien. Dette kan bedst illustreres med Aristoteles’
opfattelse af kontinuumet, som netop ikke bestar af udelelige, men er uendeligt deleligt.
Her kunne man vare fristet til at konkludere, at Archimedes undgar en benavnelse,
fordi han ikke vil komme i problemer i forhold til den geengse opfattelse. Dette kunne
ogsd veere en af grundene til, at Archimedes metoder ikke bliver videreudviklet i
antikken, men faktisk forst bliver genoptaget i 1600-tallet, hvor det sker som en
nyopdagelse, da de ikke havde "Metoden” til deres radighed. Pa dette tidspunkt er der
ogsé stor polemik om emnet, hvilket ikke kan undre, da Aristoteles’ filosofi havde stor
indflydelse i hvert tilfeelde i renassancen, som er den periode, hvor der er skrevet flest
kommentarer til hans filosofiske veerker [Den Store Danske Encyklopadi, 2000].

Udover Archimedes’ manglende begrebsdannelse omkring udelelige, der ville veare i
modstrid med Aristoteles’ opfattelse af det geometriske kontinuum, ligger der ogsa en
diskussion om anvendelsen af aktuel uendelighed. Nylasningen af ”Metoden” viser en
Archimedes der, efter Netz et al.”s mening, jonglerer med uendelige mangder, nesten
som havde de et helt almindeligt tal. Den sikkerhed omkring, hvad der kan lade sig
goare, nar f.eks. to planer, der bestar af ’alle linjerne’ sammenlignes og siges at udgeres
af samme antal linjer, viser en mand, der ma have overvejet, hvad man skulle forsta ved
’alle linjerne’, der er ens i antal. Hvis alle linjerne var en slags fysiske atomer, sé ville
det vaere en endelig mangde, men hvilken udstreekning skulle de s& have? Og ville et
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plan sa ikke netop have de takker, som Demokrit taler om, jeevnfer kapitel 2? Det virker
som om, Archimedes har betragtet alle linjerne som en aktuelt uendelig meengde, og det
kan igen vere derfor, han har undgaet en direkte omtale, som kunne vare imod den
gaengse afvisning af det aktuelt uendelige repraesenteret ved Aristoteles’ filosofi. Det
kunne ogsa veare, at Archimedes simpelthen har set, at det med hans matematiske
redskaber ikke har vaeret muligt at give disse aktuelt uendelige mangder et matematisk
stringent grundlag. Dette kunne vare en grund til, at han har kaldt undersegelserne
mekaniske, hvilket helt omgér problemerne med udelelige og aktuel uendelighed. Men
dette kan sa igen give en forklaring pa, hvorfor hans metoder ikke adopteres af
matematikerne i Alexandria. Maske har de simpelthen ikke forstdet, hvad han egentlig
gjorde. I forbindelse med det aktuelt uendelige skal vi jo netop ogsa helt op til
slutningen af 1800-tallet, for det uendelige, med Cantors transfinitte aritmetik, fér
regneregler, som kan afklare de paradokser, der ellers kan opstad. Her kan f.eks.
henvises til Aristoteles’ diskussion af, om et uendeligt tal vil vaere lige eller ulige
jevnfor kapitel 3.
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I antikkens Grakenland foretager matematikerne ikke en generalisering af Archimedes’
mekaniske metode. Den metode, der stod tilbage for eftertiden indtil fundet af
”Metoden” i 1906, var exhaustionsmetoden efterfulgt af dobbeltmodstridsbeviset. En af
grundene til, at Archimedes’ mekaniske metode ikke blev videreudviklet i antikken, er
formentlig, at der skete et skift i forhold til, hvilke matematiske problemstillinger, der
var 1 fokus i resten af den hellenistiske periode [Knorr, VIII, 1986]. Dette drejede sig
blandt andet om trigonometri og numeriske metoder.

Man var i antikken i stand til at ’integrere’ mange kvadratiske flader, men der skete
ikke en udvikling, der ledte til en generalisering af teknikkerne i retning mod
udviklingen af en decideret integrationsteori. Denne udvikling begynder s& smat af tage
fart i rensessancen, og kulminerer i slutningen af 1600-tallet med, at Newton og Leibniz
uathengigt af hinanden udvikler integral- og differentialregningen, der dog ikke fér et
stringent grundlag fer i slutningen af 1800-tallet. Inden denne kulmination er der flere
forlebere, som i1 hej grad anvender tilgange, der ligger tet op ad Archimedes’
mekaniske metoder.

En af dem, der igangsatter udviklingen af integralregningen er den italienske
matematiker, Cavalieri. I dette kapitel er det specielt Cavalieris arbejde, der er
undersogt som eksempel pd de naste skridt pad vej mod integralregningen. I denne
perspektivering er der valgt at fokusere pa Cavalieri, bl.a. fordi hans arbejde i sldende
grad er i direkte forlengelse af Archimedes’ arbejde, pa trods af det lange tidsrum
mellem disse matematikere pa omkring 1900 &r [Boyer, IV, 1959]. Desuden indferer
Cavalieri de udelelige som et udtalt begreb, hvilket er en klar udvidelse i1 forhold til
Archimedes, som aldrig sprogligt ger rede for disse. Denne begrebsdannelse er
formentlig meget central for de nye landvindinger, selvom den samtidig giver
problemer i forhold til opretholdelsen af den matematiske stringens, som var et af
antikkens fokusomrader.

Det er interessant og nermest profetisk, at Archimedes netop udtaler, at han regner
med, at eftertidens matematikere vil opdage mange nye setninger ved hjelp af hans
mekaniske metoder. Som tidligere citeret siger Archimedes:

”... | am convinced that it will prove very useful for mathematics; in fact, |
presume there will be some among the present as well as future generations who by
means of the method here explained will be enabled to find other theorems which have
not yet fallen to our share.”, [Dijksterhuis, 1956, s. 315].

Og det er ironisk, at der skulle ga sa lang tid.
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Kort biografi om Cavalieri

Bonaventura Cavalieri blev fodt i Milano 1 1598, og han dede i Bologna i 1647.
Cavalieri blev allerede som dreng optaget i Jesuaterordenen. Det var Kardinalen
Borromeo, der opdagede hans talent for matematik og introducerede ham for Galileo,
som Cavalieri var sterk inspireret af. Pa anbefaling af Jesuaterordenen blev Cavalieri i
1926 professor i matematik i Bologna, en stilling han udfyldte til sin ded [Lund, 2000].

Cavalieri var en af de mest indflydelsesrige matematikere i sin tid. I forbindelse med
udviklingen af analysen er hans mest betydningsfulde bidrag, at han var den ferste til at
indfere udelelige i matematikken pa nogenlunde systematisk vis. Dette gjorde han med
veerket "Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota”, som
blev udgivet i 1635. Dette verk blev, pga. den uklare og ustringente made, hvorpa han
introducerede de udelelige, staerk kritiseret af flere samtidige matematikere. Han var
selv opmerksom pa dette, men henviste til, at han regnede med at eftertidens
matematikere ville lose problemerne [Stuik, 1967]. Desuden svarede han pa angrebene i
veerket “Exercitationes geometricae sex”, der blev udgivet i 1647. Begge de navnte
vaerker blev vidt udbredte blandt 1600-tallets matematikere, og Cavalieris arbejde
inspirerede mange til at finde deres egne metoder [Pedersen, 1980].

Cavalieris udelelige

Cavalieri er, som nzvnt, den forste, der pd systematisk vis forseger at indfere
udelelige'” i matematikken. Han var muligvis inspireret af Kepler, som havde en
intuitiv anvendelse af udelelige, dog naegtede Cavalieri selv et sddan slaegtskab. Ifelge
Boyer [Boyer, 1959] fik Cavalieri sin beskrivelse af de udelelige fra Galileo, som ogsé
korresponderede med Kepler, hvorved der kunne vere en forbindelse. I forhold til
Galileo, hvor anvendelsen af udelelige var til forklaring af fysiske feenomener, var
Cavalieris anvendelse af rent geometrisk karakter. Selvom Cavalieri forstod, at antallet
af udelelige var ubegrenset eller i uendeligt antal, forfulgte han i modsatning til
Galileo" ikke dette yderligere.

Pé figur 6.1 er der vist et eksempel pa, hvordan Cavalieri opfattede de udelelige for en
plan figur. Cavalieri forklarer de udelelige som ’alle linjerne i den givne figur’ ("Omnes
lineae propositae figurae” [Pedersen, 1980, s. 33]). Dette er, som vist i det foregaende
kapitel, preecis som Archimedes gor det i "Metoden”, nar han angiver en figur som
bestdende af alle de parallelle linjestykker. Man kan derfor havde, at Cavalieri
genopdager Archimedes’ intuitive forstéelse af de udelelige. Til forskel fra Archimedes
indferer Cavalieri dog et begreb, idet han kalder alle linjerne i figuren for figurens

'2 P4 engelsk: ’indivisibles’; pa dansk ogsa oversat til *indivisible sterrelser’ [Lund, 2000]
" Galileo viste en klar interesse for spergsmalet om det uendelige, og det kan f.eks. nzevnes, at han
gjorde rede for, at der er en en-til-en korrespondance mellem de naturlige tal og kvadrattallene.
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udelelige. Resultatet af Cavalieris begrebsdannelse er dog stadig, som hos Archimedes,
at en n dimensional figur bestar af alle de n-1 dimensionale figurer.

A A

B C B c
F Or (1)

Figur 6.1. Cavalieris udelelige illustreret med udelelige linjestykker [Andersen, 1985, s. 301].

Der er ogsa et andet vigtigt punkt, hvor Cavalieris begrebsdannelse gar videre end
Archimedes’. Cavalieri ser de geometriske figurer som bestaende af et ubestemt antal af
xkvidistante udelelige, f.eks. linjestykker for en plan figur og planer for en rumlig
figur. Man kan sige, at denne udtalelse ligger implicit hos Archimedes, men det er ikke
noget, han forholder sig til. Det, at de udelelige er @kvidistante, samtidig med at de
ingen udstrekning har, er et klart eksempel pd Cavalieris manglende stringens, hvilket
han blev angrebet for [Boyer, IV, 1959]. Der kan abenlyst opsta paradokser, nar de
udelelige, bade ikke har udstreekning, og samtidig er eekvidistante.

Guldin var en af de samtidige matematikere, der kritiserede Cavalieris manglende
stringens. F.eks. angreb han Cavalieri for at sammenligne uendelige antal [Boyer, 1V,
1959]. For at forsvare sig, sagde Cavalieri, at de udelelige skulle vare af samme slags.
Dette betyder ifalge Cavalieri, at det ikke er tilladt at ssmmenligne horisontale tversnit
i figurer, der ikke har samme hgjde, idet de udelelige derved ikke lengere er
xkvidistante. Dette kan man kalde et intuitivt argument, men det er stadig ikke
stringent, og det flytter bare problemet til spergsmélet om, hvad &kvidistance betyder.
Dette forseger Cavalieri ogsa at forklare, men hans argumenter er ret naive. Han
kommer direkte med argumenter om antallet af udelelige, hvis figurerne ikke har
samme hgjde: Hvis den ene figur har en hejde, der indeholder 100 udelelige, sa er der
maske 200 i hgjden pé& den anden. Taleksemplet er et argument, der optraeder i
“Exercitationes geometricae sex”, hvor Cavalieri forsvarer sig imod de forskellige
angreb [Boyer, IV, 1959]. Denne ret atomistiske forstéelse af udelelige, leder ogsa til
hans intuitive forklaring, hvor de udelelige pa en linie ses som perler pa en snor, pa en
overflade beskrives de som tradene i et vavet stykke stof og i et volumen som bladene i
en bog. I forbindelse med summeringen af de udelelige til arealer eller voluminer, var
Cavalieri klar over, at der manglede stringens, men han hébede, at dette problem ville
blive lost af eftertidens matematikere.| Struik, 1967]

75



Kapitel 6 Pé vej mod en generel integralteori

Nér geometriske figurer bestar af udelelige, melder spergsmédl om kontinuitet og
kontinuumets opbygning sig. For det forste er det, jeevnfor kapitel 3, klart, at det er stik
imod Aristoteles’ opfattelse af disse begreber, hvor selve egenskaben ved det
kontinuerte er, at det er uendeligt deleligt, og derfor ikke kan bestd af udelelige. Den
fysiske beskrivelse med trddende i et stykke stof og bladene i en bog, er ogsd
forklaringer, der ville veere meget i modsatning til graekernes praecise definitioner, som
de f.eks. ses i "Elementerne”. Desuden kan kontinuumet ifolge Aristoteles ikke besta af
noget, der er af en anden dimension.

Det var ogsa et af samtidens kritikpunkter, at de udelelige er af en anden dimension,
end figuren den uendelige sum af udelelige udger. Dette kan dog med nogen rimelighed
siges at loses ved, at de udelelige kun indgér i1 forhold, hvorfor Cavalieri 1 princippet
ikke behever at antage, at de har en anden dimension, end det de udger, hvilket vil
illustreres i neeste afsnit, [Pedersen, 1980].

Cavalieri betragtede de udelelige som hjelpevarktejer, og dermed var det efter hans
opfattelse ikke nedvendigt at beskaftige sig med, om der var uendeligt mange af dem,
og hvad de egentlig var for nogle sterrelser, si lenge de ikke optradte i konklusioner.
Denne ret afslappede holdning til den matematiske stringens ses tydeligt i folgende
citat: ”Rigor, he said, was the affair of philosophy rather than geometry” [Boyer, 1959,
s. 123]. Der var mange, der sa fordelene ved Cavalieris metoder, men den manglende
stringens gjorde, at mange ikke ville acceptere hans metoder som andet end indledende
undersogelser.

Cavalieris princip

Det er helt klart, at der i Cavalieris udelelige ligger en begyndende begrebsdannelse,
som far stor indflydelse pd den efterfolgende udvikling af den infinitesimale
integralregning. Det er dog ikke de udelelige taget alene, der er interessant for
Cavalieris matematiske resultater. Det, Cavalieri ensker med indferelsen af udelelige,
er at udvikle en metode, der kan erstatte den omstandelige exhaustionsmetode, og som
er en mere direkte metode [Pedersen, 1980]. Et af Cavalieris interessante resultater er i
denne sammenhang det, der gar under Cavalieris s@tning eller Cavalieris princip.

Cavalieris s&tning siger,
”Hvis to massive legemer kan placeres pa et vandret bord, s& de har den samme
hgjde, og sa alle par af tvaersnit i legemerne i den samme hgjde over bordet har det

samme areal, da har de to legemer det samme rumfang” [Den Store Danske
Encyklopaedi, 2000].
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Cavalieris princip er, som det fremgédr af ovenstdende, en geometrisk metode til at
sammenligne voluminer, som naturligvis ogsd kan anvendes til sammenligning af
arealer. P4 figur 6.2 og 6.3 er dette vist med Cavalieris egne illustrationer. Her ses det,
at linjen LGCM pé denne figur, jf. ovenstdende formulering, udger det vandrette bord,
og et af de par af tvaersnit, der kan sammenlignes, er FH og BD, som ses at vare i
samme hgjde over bordet.

Figur 6.2. Tllustration af Cavalieris princip fra ”Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam
ratione promota”, [Andersen, 1985, s. 349].

Figur 6.3. Forenkling af illustration af Cavalieris princip fra ”Geometria indivisibilibus continuorum
nova quadam ratione promota”, [Andersen, 1985, s. 350].

Cavalieris princip kan naturligvis udvides til at betragte figurer, hvor tversnittene stér i
samme forhold. Dette betyder, at tvaersnittene ikke behegver at vare i forholdet 1:1, men
at princippet ligeledes geelder, hvis forholdet pa alle steder er det konstante forhold b:c.
Dette er, hvad man i moderne undervisningsbeger om rumgeometri finder, under
betegnelsen Cavalieris s@tning [Boyer, [V, 1959].

Pa figur 6.4 er der vist et eksempel med plane figurer, hvor forholdet mellem
linjestykkerne hele tiden star i samme forhold. Hvis hhv. fi(X) og fa(x) pa figur 6.4
betegner lengden af de linjestykker, der sammenlignes, og F; og F, betegner de
tilsvarende arealer af figurerne forstdet som den uendelige sum af parallelle
linjestykker, kan princippet i moderne termer formuleres saledes:

Hvis f1(X):f2(X) = b:c for alle positive X mindre end a, da er F;:F, =b:c
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Lilcol f(x)

Y,

Figur 6.4. Sammenligning af to plane figurer, hvor alle parallelle tvaersnit star i samme forhold
[Pedersen, 1980, s. 128].

Der ses her en tydelig analogi med Archimedes’ mekaniske metode. Dette kan f.eks.
ses 1 parablens kvadratur i kapitel 5, hvor Archimedes i ”Metoden” viser, at alle
linjestykkerne i parablen stdr i et bestemt forhold til den indskrevne trekant. Desuden
giver nylasningen af setning 14 i ”Metoden” ydermere, at Archimedes, i hvert tilfeelde
i det konkrete tilfeelde, forholder sig til, om de udelelige er i samme antal. Dette er
analogt med Cavalieris simple argumenter omkring de udeleliges akvidistance. Dette
skal suppleres med, at Cavalieri ser pa figurer af samme hejde, hvilket svarer til den
mdde Archimedes sammenligner figurer pd. Cavalieris princip er sdledes helt klart
enklere end exhaustionsmetoden og det tilherende dobbeltmodstridsbevis, men der er
ikke sarlig stor forskel pd Cavalieris princip og Archimedes’ betragtninger i
”Metoden”. Som hos Archimedes er det ikke en generel metode, idet den altid vil kraeve
en geometrisk opfindsomhed i udvalgelsen af figurer, der kan sammenlignes, hvor
’opfindsomheden’ i integralregningen ligger i bestemmelsen af stamfunktioner.

Kritikken i samtiden om, at Cavalieri betragtede sine figurer som bestdende af alle de n-
1 dimensionale figurer, ses dog i nogen grad at reduceres, idet Cavalieri betragter
forholdet mellem de udelelige i figurerne. Hvis der betragtes to arealer A og B, og a, og
bn er leengden af de n-te udelelige i arealerne og de udelelige i stedet har tykkelsen AX,
vil felgende forhold kunne opstilles

daAx Y a
- n_ = L, [Pedersen, 1980, s.129]

2bax 20b,

A
B

hvor ZanAX udger arealet A, og ligeledes for B. Da vil AX kunne reduceres i

udtrykket, hvorved problemet om de udelelige som varende af en anden dimension kan
imgdekommes.

En moderne fortolkning af Cavalieris princip for arealer kunne vaere som vist i figur 6.4
og gengivet i f.eks. [Struik, 1967]:

78



Kapitel 6 P4 vej mod en generel integralteori

vxelab]: HX-HK=00-6K) A= [ (F00-f,00x=A=[ (9,00 -g,(x)x

° * 0 =
\ g (x g(x
f(x) \ f£(x) ' y ’
\ / A \
[ I3 \ / ) \
[ \ f \
t \ l |
| \_ ;
X A\ \ 7
\ N 7
A\
a ———» ®
y

Figur 6.5. Cavalieris princip i moderne fortolkning [Struik, 1967, s. 209]

Integration af potensfunktionen

Det skal nevnes, at Cavalieri er en af de forste der viser, det der svarer til, at det
bestemte integral fra 0 til a af en potensfunktion er a""'/(n+1), hvilket vises op til n = 4
[Boyer, IV, 1959]. Cavalieri forklarede ydermere, at dette kan generaliseres for alle
vaerdier af n, men han viste det kun for n op til 4, og lavede undersogelser for n til og
med 9 [Struik, 1967]. Dette gjorde han ved at betragte konstante forhold mellem
potensen af linjestykker i de to kongruente trekanter, der deler et parallelogram. Det
interessante ved dette eksempel er, at det er et af de forste spaede tegn pa, at der
eksisterer generelle algebraiske regneregler, der kan generaliseres til den integralteori,
vi kender i dag. Det skal naevnes, at det for Cavalieri forblev geometriske betragtninger,
der siger noget om forholdet mellem potenserne af de relevante linjestykker, mens
andre stort set samtidige ndede frem til mere generelle resultater, idet deres
generaliseringer inkluderede negative, rationale samt irrationale potenser [Boyer, IV,
1959].

I forbindelse med denne begyndende integration af potensfunktionen skal det navnes,
at dette formentlig ligger langt fra noget Archimedes ville have beskeaeftiget sig med. I
det plane tilfzelde ville Archimedes sammenligne forholdet mellem linjestykker i to
figurer og ikke potenserne af disse linjestykker. Cavalieris udvidelse med potenser af
linjestykker, ses af ovenstdende, at vere et rigtigt skridt mod udviklingen af en mere
generel teori.
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Volumenet af et omdrejningslegeme

Et eksempel pé en anvendelse af Cavalieris princip, hvor de udelelige i det ukendte
volumen ikke laengere er tvaersnit, men krumme figurer, er udledt af Torricelli, der var
elev af Galileo og ven med Cavalieri. Torricelli var en af de matematikere, der ikke
mente, at Cavalieris metoder var stringente nok til sta alene. Han anvendte Cavalieris
metoder som undersggelser, og tilfajede normalt efterfolgende stringente beviser ved
exhaustionsmetoden. Dette betyder, at Torricelli kan siges at have samme holdning som
Archimedes pé dette punkt. Det er i den forbindelse pudsigt, at Torricelli i hans ”De
dimensione parabolae” blandt sine undersggelser med udelelige gennemforer et bevis,
der naermest er identisk med Archimedes’ setning 1 i ”Metoden” (parablens kvadratur)
[Boyer, IV, 1959].

Omdrejning af hyperbelgren

En af de undersegelser, Torricelli foretager, er bestemmelsen af voluminet af det
omdrejningslegeme, der fremkommer ved at dreje en hyperbelgren om dens lodrette
asymptote, se figur 6.6. Hyperbelgrenen forsztter mod uendelig, nar X gar imod O,
mens grenen er afskaret ved en vilkarlig x-verdi, her D. Dette giver en figur med
uendelig udstraekning, der stadig har et endeligt rumfang. Dette er naturligvis i forhold
til antikken et meget overraskende resultat, og Torricelli troede ogsé selv, at han var
den forste, der viste et resultat af den karakter. Dette var dog ikke tilfeeldet, da Oresme
sa tidligt som i 1300-tallet havde vist, at et volumen med uendelig udstraekning godt
kan have et endeligt rumfang [Boyer, IV, 1959].

Figur 6.6. Snit af hyperbelgren der drejet om sin lodrette asymptote og afskaret i x lig D og E.
Det omdrejningslegeme, voluminet skal bestemmes for, er gengivet i rumlig form pé

figur 6.7. Pé denne figur er ssmmenligningsvoluminet, som er en cylinder med radius a
og hejden D, ogsé vist. Her betegner 2a hyperblens storakse.

80



Kapitel 6 P4 vej mod en generel integralteori

— 50

Figur 6.7. Illustration af hvordan Torricelli sammenligner volumenet for en omdrejningshyperbel med

volumenet af en cylinder.

Voluminet af omdrejningslegemet sattes til at bestd af alle dets cylindriske udelelige.
Det, beviset nu gar ud pa, er at vise, at de cylindriske udelelige, som pa figuren er
eksemplificeret med cylinderen NLIO, hele tiden star i forholdet 1:1 til tvaersnittene af
cylinderen ACGH. Da de udelelige summeres over samme hgjde, hejden af
sammenligningsvolumenet AC, er kravet til anvendelsen af Cavalieris princip opfyldt.
Dette betyder, at forholdet mellem alle de udelelige i omdrejningslegemet og alle de
udelelige i sammenligningsvolumenet er konstant. Da sammenligningsvolumenet, en
cylinder, er kendt, og idet alle udelelige star i forholdet 1:1, har det ukendte volumen,
omdrejningshyperblen, samme volumen som cylinderen. Herved er voluminet af
omdrejningslegemet fundet.

Ovenstdende er gengivet i en meget skrabet form, da det udelukkende er udvidelsen til
at anvende cylindriske udelelige, samt bestemmelsen af rumfanget af et uendeligt
legeme, der er interessant her. Der kan henvises til Struik for en mere detaljeret
gennemgang [Struik, 1967]. I sammenligningen med Archimedes udger det uendelige
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legeme en klar udvidelse, som formentlig 1& uden for hans raekkevidde. Dog er finten i
beviset at se en smart geometrisk sammenhang mellem to forskellige voluminer,
hvilket er i trdd med Archimedes’ tankegang. Derfor er Cavalieris princip i sig selv ikke
en udvidelse, der laegger op til en mere generel integrationsteori, da det altid kraever
geometrisk opfindsomhed.

Konklusion

De neaste skridt mod udviklingen af en generel integralteori er her primaert
eksemplificeret med Cavalieris princip og hans begrebsdannelse omkring udelelige.
Dette er et betydeligt skridt pd vej mod en generel integralteori, men der er mange
andre faktorer, der ma siges at veere mindst ligesa vigtige. Man kan f.eks. n@&vne en
udvidet brug af symboler, indferelsen af koordinatsystemet og en mere aritmetisk
tilgang til geometrien.

Et andet vigtigt nybrud i forhold til antikken, som ha&nger sammen med den hgjere grad
af aritmetisering, er udviklingen af kinematikken, som ikke var mulig i den geometriske
talforstielse, der 14 i antikken. Kinematikken er netop Newtons indgangsvinkel i hans
udvikling af den generelle teori, der praesenteres i “Principia” fra 1687 [Den Store
Danske Encyklopadi, 2000]. Som navnt, udvikler Leibniz uafhengigt af Newton en
tilsvarende teori, men hans indgangsvinkel er ikke fysiske principper. Det skal her
navnes, at det er Leibniz valg af symboler, der stadig anvendes i dag (integraltegnet og
dx). Den integral- og differentialregning, Leibniz og Newton udvikler, er baseret pa
infinitesimaler (udelelige), som ikke gav et stringent fundament. Derfor ma den siges at
vaere endnu et trin pé vejen mod den stringente analyse, vi har i dag. Det, der nu er den
klassiske analyse, bygger pa en accept af det aktuelt uendelige via karakteriseringen af
de reelle tal, hvilket kunne kaldes en fuldstendiggerelse af aritmetiseringsprocessen.
Analysen afthenger naturligvis ogsd i hej grad af en veldefineret indforelse af
funktioner og grenseveardier.

I forhold til Archimedes’ mekaniske metode er der ikke meget nyt under solen i
Cavalieris metoder. Dog havde Cavalieri mange vearktgjer til sin radighed, som
Archimedes ikke havde, hvilket formentlig er grunden til, at han kunne udlede lidt
mere, f.eks. i forbindelse med de mere generelle resultater omkring potensfunktionen.
Desuden er den begrebsdannelse, der ligger i Cavalieris indferelse af udelelige
formentligt et stort skridt i den rigtige retning.
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Et af de aspekter, vi satte os for at belyse, var, hvor tet graekerne op til og med
Archimedes ndede i forhold til at udvikle en mere generel integrationsteori end
exhaustionsmetoden. Som det er beskrevet i1 kapitel 4 kan man med
exhaustionsmetoden bestemme, hvordan forhold mellem krumme figurer forholder sig
til kendte retlinede figurer. Det var forst i slutningen af 1600-tallet, at der med Newton
og Leibniz blev udviklet en generel integralteori, der dog ikke var stringent funderet.
De grundlaeggende bevisteknikker i exhaustionsmetoden blev derfor i 1600-tallet set
som forbilledlige med hensyn til matematisk stringens. Mange af 1600-tallets
matematikere regnede faktisk med, at alle deres nye resultater inden for integration,
kunne bevises stringent med exhaustionsmetoden. Dette er en af grundene til, at man
ofte ser exhaustionsmetoden som en forleber for integralregningen.

Det er ikke forkert at opfatte exhaustionsmetoden som en forleber for
integralregningen, men der er fundamental forskel pa de to metoder til
arealbestemmelse. Som det er beskrevet kraever exhaustionsmetoden stor geometrisk
opfindsomhed, idet det enskede resultatet skal vere kendt, hvorefter dette med rent
aksiomatisk-deduktive metoder fastslas. Vejen til at fastsla resultatet er at konstruere en
folge af polygoner, hvis sum konvergerer mod det enskede areal. Rigtigheden af folgen
fastleegges med et dobbeltmodstridsbevis. I den generelle integralteori kan ethvert areal,
der omgrenses af en kurve fremstillet med en kendt funktion, findes, idet integralet
principielt bestemmes som grenseverdien for summen af inddelingerne, néar
udstrekningen af disse inddelinger gar mod nul. Det essentielle trin er derved
bestemmelsen af en grenseverdi, hvilket netop er, hvad exhaustionsmetoden
behaendigt undgér. Derudover kan der med stamfunktionsbegrebet udledes mange
generelle regneregler, som letter dette arbejde.

Problematikken omkring den matematiske stringens i integralteorien er relateret til
aktuel uendelighed, som undgés i anvendelsen af exhaustionsmetoden. I integralteorien
optreeder det aktuelt uendelige i granseovergangen, hvor der optreeder uendeligt sma
infinitesimaler i uendeligt antal. Der 14 1 1600-tallet stor bekymring vedrerende disse
problematikker, som forst lases helt oppe 1 slutningen af 1800-tallet. Mange forskere
antager analogt med dette, at de graeske matematikere havde en lignende bekymring, og
endda en decideret frygt for det uendelige. Det aktuelt uendelige undgéas i grakernes
omstendelige metode, og en forenkling af denne via indferelsen af et
grenseverdibegreb ville netop lede til problemer med aktuel uendelighed. Desuden
antages det, at forlgberne til exhaustionsmetoden indeholdt argumenter, der involverede
aktuel uendelighed. En eventuel bekymring omkring anvendelsen af aktuel uendelighed
hos de greeske matematikere sattes ofte i relation til Aristoteles’ teori for det uendelige,
hvor man kun kan tale om uendelighed i potentiel forstand.
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Afvisningen af det aktuelt uendelige hos Aristoteles og i matematikken via
exhaustionsmetoden foregar stort set samtidigt. At denne sammenhang kan skyldes en
pavirkning fra filosofien, afvises af de moderne forskere, der er behandlet i denne
rapport. Et af argumenterne imod en pavirkning fra filosofien, fremsat af Knorr, er, at
exhaustionsmetoden udelukkende blev udviklet for at styrke den matematiske stringens.
Dette argument kan dog diskuteres, da der i Euklids “Elementer” pa flere steder
optraeder satninger og postulater, der forudsetter en aktuel uendelighed, hvilket ikke
peger pa skarpet opmeaerksomhed omkring den matematiske stringens. Kouremenos’
argumenter for at afvise en direkte pavirkning fra filosofferne bygger pa et
anakronistisk argument, baseret pd Cantor, om, at han udviklede den transfinitte
aritmetik for at lese et matematisk problem, som han efterfolgende retferdiggjorde
filosofisk. Igen er argumentet diskutabelt. Det er derfor svert helt at afvise en
pavirkning fra filosofien i forbindelse med udviklingen af exhaustionsmetoden, som
ofte sandsynliggeres. Det er efter vores mening generelt svart at undgd en vis
pavirkning i en tid, hvor matematik og filosofi er sa tat forbundet som hos graekerne.
Den omvendte pavirkning er i hvert tilfelde tydelig, idet tidens filosoffer havde stor
interesse for matematikkens grundlag.

Det var nar exhaustionsmetoden skulle anvendes, som navnt i ovenstidende, nedvendigt
at kende resultatet, for det kunne bevises. Det er derfor noget af et mysterium, hvordan
grekerne fremsatte deres sa@tninger. Det eneste eksempel fra den tid, hvor sleret loftes
vedrerende udviklingen af ideer, findes i Archimedes’ mekaniske metode, der er
beskrevet i ”Metoden”. Her optrader problematikken omkring den matematiske
stringens, idet Archimedes, i analogi med mange af 1600-tallets matematikere,
anvender udelelige storrelser i1 sine bestemmelser af arealer. Archimedes mente ikke
selv at den udforskende mekaniske metode kunne erstatte et matematisk bevis. Han
giver ikke selv pracise argumenter for dette, men beskriver dog metoden som mekanisk
og underspgende. Der er blandt moderne fortolkere uenighed om, hvorvidt dette
udelukkende skyldtes metodens mekaniske karakter, eller om det ligger i hans
implicitte anvendelse af udelelige.

Den nyeste forskning af Archimedes argumentation i ”Metoden” peger pa, at det bade
er de mekaniske betragtninger og anvendelsen af udelelige, der gor, at Archimedes
udelukker sin metode som matematisk bevisforelse. Dette virker efter vores mening
som et overbevisende synspunkt, da selve adskillelsen i en mekanisk metode og en
udelelighedsmetode bygger pa indforelsen af begrebet udelelige, som Archimedes ikke
selv anvender. Begrebsdannelsen omkring de udelelige finder forst sted i 1600-tallet,
hvilket er beskrevet i1 kapitel 6. Det mest interessante ved de nye resultater er dog
Archimedes’ overraskende fortrolige anvendelse af udelelige. Archimedes’ anvendelse
af udelelige ses i hej grad at vere analog med Cavalieris, bdde med hensyn til det
regnetekniske og den intuitive forstéelse. Der skal vaere en en-til-en korrespondance
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mellem de udeleliges ’antal’ i de figurer, der sammenlignes. Desuden ses figurerne
intuitivt som bestdende af disse udelelige.

I Archimedes mekaniske metode ligger der en aktualisering af det uendelige, idet n
dimensionale figurer betragtes som bestdende af den uendelige sum af de tilherende n-1
dimensionale udelelige. Dette bekreafter ikke den holdning, at der skulle have eksisteret
en frygt for det uendelige. P4 den anden side accepterer Archimedes kun metoden som
udforskende, hvilket kunne underbygge, at der var en generel modvilje mod det aktuelt
uendelige hos samtidens matematikere, og maske ogsa hos Archimedes. Dette kunne
begrundes med en udbredelse af Aristoteles’ laere, dvs. en manglende accept af aktuel
uendelighed. Diskussionen om det uendelige praeger ogsé holdningen i 1600-tallet, hvor
matematikerne har store problemer med at fundere den matematiske uendelighed, deres
nye metoder indbefatter. I begge tilfeelde er det specielt kontinuumets egenskaber
problematikken er forbundet med. Desuden har man problemer med at regne med
uendelige antal. Dette klares af bade Archimedes og Cavalieri ved at betragte forhold,
hvor summen af de udelelige er i en-til-en korrespondance, hvilket ikke umiddelbart
kan funderes stringent af hverken Archimedes eller Cavalieri. Denne fundering sker,
som n&vnt, forst i slutningen af 1800-tallet.

I forhold til graekernes generelle udviklingsstade er der ret lang vej mod udviklingen af
en generel integralregning. Archimedes mekaniske metode kan ikke siges at
repraesentere graekernes sedvanlige fremgangsmade, da den er et enestdende eksempel
pa en sadan teknik. Desuden sker der ikke en videreudvikling af Archimedes nye made
at foretage matematiske undersegelser pa, hvilket ikke tyder pa, at den har vundet
indpas hos tidens matematikere. Dette kan maske skyldes, at metoden var for visionar
eller alternativt, at ’integrationen’ gled ud af de primare arbejdsomrader til fordel for
andre grene af matematikken.

De naste skridt pa vej mod udviklingen af en generel integralteori i 1600-tallet var
sjovt nok forbundet med en nyopdagelse af Archimedes’ mekaniske metode. Der var
dog mange andre vigtige nyopdagelser, som bidrog til denne udvikling. Her kan bl.a.
navnes indferelsen af symbolik, koordinatsystemet og en udvidet aritmetisering. Disse
udviklingstrin har stor betydning for udviklingen af nogle af de centrale matematiske
varktojer 1 analysen, nemlig funktioner og greenseverdier.

I forbindelse med samspillet mellem matematik og filosofi virker diskussionen i
litteraturen ofte folelsesladet, hvor slagsmélet ser ud til gé pa, hvilken af disciplinerne
der fortjener forstepladsen. Det virker mere interessant at diskutere, hvad de to
indgangsvinkler hver ise@r kan bidrage med i forhold til at opna en sterre erkendelse.
Der ligger hos alle matematikere mere eller mindre implicit et filosofisk valg i
tilslutningen til en bestemt skole. I vores tid ligger der f.eks. i accepten af den klassiske
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analyse det filosofiske valg, at det aktuelt uendelige accepteres, idet aktuel uendelighed
indgér i de grundleggende forudsetninger. Der kan treeffes et alternativt valg ved at
tilslutte sig den konstruktivistiske tilgang til matematisk analyse, som ikke baserer
analysen péd en anvendelse af det aktuelt uendelige. De greeske matematikere traf, i
valget af exhaustionsmetoden til bestemmelse af arealer, implicit et filosofisk valg, idet
metoden undgar aktuelt uendelige matematiske sterrelser. Om et andet valg, f.eks.
indferelsen af et mindre stringent grensevardibegreb, ville have @ndret udviklingen af
deres matematik kan ikke besvares, men graekernes valg i undgaelse af det aktuelt
uendelige i matematikken fik i hvert tilfaelde enorm betydning for eftertiden.
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