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Abstract

Den foreliggende tekst giver en skitse af udviklingen af
matematikken fra de aldste orientalske hgjkulturer (i Me-
sopotamien, EZgypten, Indien og Kina), over den klassiske

og den hellenistiske periode i antikkens Grazkenland, op til
den kinesiske, den indiske og den islamiske matematik i .
middelalderen. Fremstillingen standser lige f¢r nybruddet '
i Europa tager fart i 12-13oco-tallet med opdagelsen af den
islamisk-arabiske matematik og derigennem den klassiske

graske matematik.

Hensigten er at sgge svar pd spgrgsmdlet om matematikkens
forhold til samfundet: Hvilke samfundsmaterielle, kulturelle
og andre krafter skaber og driver matematisk virksomhed og
matematisk udvikling? Og omvendt: Hvilken rolle spiller ma-
tematisk virksomhed og mafematiske resultater for samfunde-

nes liv?

Det er ikke tankten at teksten skal std alene. Den udggr et
kapitel i en bog, "Om matematik", som er under udarbejdelse.
Nar jeg valger at udsende kapitlet separat i denne form er

det for at kunne f& reaktioner pd det i den trods alt afrun-
dede skikkelse det har fdet, men ogsd fordi det mdske kan bru-
ges som oversigt til undervisningsformal over karakteren og
udviklingen af matematikken i oldtids- og middelalderkultu-

rerne,.
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FORORD

Det er egentlig ikke tanken at den foreliggende tekst skal
sti alene. Den udggr et kapitel i en bog "Om matematik” som
er undér udarbejdelse. Nir jeg valger at udsende kapitlet se-
parat som IMFUFA-tekst er det dels for at kunne f& reaktioner
pd& det i den trods alt afrundede form det har fdet, dels for-
di det m&ske kan bruges som oversigt til undervisningsformil
QVer karakteren og udviklingen af matematikken i oldtids- og

middelalderkulturerne.

Hensigten med kapitlet er at s@gge svar pa spgrgsmalet om ma-
tematikkens forhold til samfundet: Hvilke samfundsmaterielle

og kulturelle og andre krafter skaber og driver matematisk
virksomhed og matematisk udvikling? Og omvendt: Hvilken rolle
spiller matematisk virksomhed og matematiske resultater for
samfundenes liv? Dybest'set er jeg interesseret i disse sp@grgs-
m&l is@r over for vor tids matematik - fordi afggrelser om ud-
dannelses- og ‘undervisningspolitik, forskningspolitik og tek-
nologipolitik, og dermed i sidste instans afggrelser af betyd-
hing for den demokratiske udvikling i samfundet, p&virkes af ma-
tematikkens”stilling i det. Men forudsatningerne for tilstande-
ne i vor tid er i s& h@j grad skabt i fortiden, i s@rdeleshed
ndr det gelder matematik. Derfor m& man g& historisk til vearks.
Ehdvidére er samspillet mellem matematik og samfund - sk¢gnt ind-
viklet nok - trods alt mere oVerskueligt i tidligere historiske
perioder; forst og fremmest fordi matematikken da var af langt
mindre 6mfang, kompleksitet og rakkevidde end i dag. Det bevir-
ker at nogle af de trak ved matematikkens stilling i verden i
dag som kan vere vanskelige at grave ud af virvaret kan findes

i mere ren og enkel form i fortiden.

Nar det galdef de faktuelle sider af det materiale der her frem-

legges, har jeg ikKe meget originalt at bidrage med. Fremstil-
lingen er bygget pa laesning af et antal matematikhistoriske var-
ker, sammenfattende monografier savel som tekster om enkelt-

emner, og nu og da ogsd pa& kildestudier. I udvalget og prasen-



tationen af stoffet ligger naturligvis altid en selvstendig
indsats, men hvis kapitlet har noget nyt at bringe ligger det
snarere i- fortolkningen af stoffet og i besvarelsen af de

hovedspgrgsmil der blev navnt ovenfor. I gvrigt er det ikke

s& vigtigt for mig at fortolkningen og svarene er originale

som at de er rigtige. Det hdber jeg at finde ud af genneﬁ de
reaktioner, der mitte indlgbe p& den foreliggende tekst.

Mogens Niss, oktober 1985
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MATEMATIKKEN | ORIENTENS
OLDTIDSKULTURER

INDLEDNING

Af gbdé'grunde har vi ikke mange vidnesbyrd om matematikken
(forstdet helt brédt) i udde¢de kulturer som ikke har efterladt
sig'skriftligt materiale med et matematisk indhold. I lande

som Kina og Indien har man fg@rst sadanne vidnesbyrd fra omkring
500-600 f.v.t. Men at der alligevel, selv om vi ikke ved noget
pracist om det, har fandtes i det mindste primitive*udgaver af

matematik meget tidligt i menneskehedens historie er der enig-

‘hed om. Simple talleoperationer og simple additioner af tal m&

have forekommet meget tidligt; f.eks. ved telling af kvag, men-
nesker osv. Talbegrébet har miske nok veret primitivt, f.eks.
kun omfattende f& talnavne. Talsystemerhe'har varieret fra sam- -
fund til Samfund. Man kender 2-tals, 5-tals, lo-tals, 20-tals

og 604talssystemer i brug i primitive og tidlige kulturer. Ogs&
mélingef af afstande, fladeindhold og rumindhold har der meget
tidligt veret brug for, f.eks. til husbygning, agerdyrkning,
opkfaVniné af jordskatter, ved vevning m.v. Ligeledes en eller

~anden udgave af tidsmiling, badde i det store og i det smi, m&

tidligt have forekommet. Geometriske objekter, sdsom figurer,
former, vinkler, flader osv. har varet kendt i tilknytning til
bl.a. hus- og skibsb?ggefi, markafgrensning, keramik m.m. Mulig-
vis har der ikke i ret mange samfﬁnd veret nogen teori til at
behandle disse objekter med, men at de har indgdet i verdensbil-

ledet kan vi tage for givet.

Skriftlige kilder har vi til den agyptiske og navnlig den meso-
potamiske matematik i oldtiden. Kilderne har naturligvis karak-
ter af udpluk, derved at de er knyttet til tilfzldigvis overle-
verede materialer. Det billede af matematikken i disse samfund vi
fAr deraf bliver sdledes fuldt af huller, og det kraver mange
tdlkninger at komme tii klarhed over‘ihdholdet i det man har fun-

det.

EGYPTISK MATEMATTK

Vores kendskab til ®gyptisk matematik i oldtiden skriver sig ho-
vedsagelig fra fem papyri, hvoraf is@r den sdkaldte Rhind-papy-




rus og den sdkaldte Moskva-papyrus, begge fra omkring 1700

f.v.t.; er de mest indholdsrige.

Disse papyri omfatter forskellige regneopgaver formuleret i
ord, uden brug af andre symboler end taléymboler. Det billede
af ®gyptisk matematik der ud fra kilderne fremstdr for os, vi-
ser at hovedinteressen for den var at lgse praktiske opteal-
lings:, regne- ogfméleprobleﬁerexfden slags som opstod i til-
knytning til dagligdagens g¢remal, sasom beregning af mark- v
skatter (en sag med komplikationer p.g.a. Nilens arlige over-
svgmmnelser af markerne), byggeri, tidsmidling m.m. Disse opgaver

14 i haenderne pi en sarligt uddannet og magtfuld stand af skri-

vere. Nogle af regneopgaverne barer pregraf at vare for si vidt
urealistiske gvelsesopgaver, der fgrst og fremmest skal tjene

til at vise teknikken i opgavelgsningen. Det kunne tyde pa en

vis selvstandiggprelse af matematikundervisningen i de sarlige
skriverskoler. F.eks. skal i en opgave loo brgd deles blandt 5

mand, s& at deres andele vokser med det samme tal, og sad at de

tre stgrste andele til sammen er syv gange summen af de to mind-

ste andele. (Der er her essentielt tale om to ligninger med to
ubekendte) .

Egypterne arbejdede med naturlige tal (1,2,3 osv.) og brgker.

De naturlige tal var opbygget i et lo-talssystem, men blev ik-

ke noteret positionelt, dvs. i et system hvor pladsen for et tal-
tegn bestemmer hvilken lo-potens (én, ti, hundrede o.s.f.) der
angives af taltegnet, og hvor det er de samme taltegn der kan
benyttes pd8 enhver plads. Hos agypterne havde de forskellige
lo-potenser (enerne, tierne, hundrederne osv.) forskellige tegn,
uden fazlles byggesten. N&r det galder brgker, blev brgker med
telleren 1, de sikaldte stambrgker, betragtet som de grundleg-
gende, svarende til at en enhed deles i et antal lige store de-
le. Andre brgker blev si opbygget som summer af stambrgker,
f.eks. % = % + fg . I Rhind-papyrus'en er opstillet en hel ta-
bel over spaltninger af brgker af formen % for ulige n fra 5
til lol. Opstillingen af en sadan tabel forudsatter for sa vidt
en egentlig matematisk forskningsindsats (selv om den kan fore-

komme os element®r), men hensigten med den har veret at skabe

et hjalpemiddel til praktisk brug.




lo-potenser og brgker i hieroglyfskrift

1 ‘lo loo looo “os
I n @ &
2341 = 128 & §1
(man skrev fra‘hﬁjre mod venstre).
Brgker dannedes ved at anbringe tegnet
© over tallet: _

1 o 1

< _ 1 - _*
(R0} 3! N 1o

Alle fire regningsarter var til radighed for ®gypterne, men
addition blev betragtet som den fundamentale. Multiplikation

blev udfgrt ved gentagen fordobling. Man fandt f.eks. 9-13 sa-

‘ledés}

1-13 = 13, 2-13 = 26, 4-13 = 52, 8.13 = lo4,

altsd er 9-13 = 1.13 + 8.13 = 13 + lod4 = 117. Ogs& subtraktion

og division blev fgrt tilbage til addition.

Visse simple ligninger af fgrste grad med én ubekendt (den ube-
Kendte blev kaldt en4“dynge") er omtalt i de bevarede papyri.
Areal- og volumenberegninger vedrgrende nogle geometriske figu-

rer og legemer har varet udfgrt. For cirklens areal benyttede .

man felgende udtryk: (diameter - % diameter)z, altsd8 i symbol-
sprog (g d)2 = g%? r2, hvilket svarer til en tilnazrmelse af

n med vardien %EFIN 3.160.

Skeént @&gypternes interesse i matematik havde et udpraget praktisk
sigte, fgrte selve dette sigte, som det foregadende antyder, til
en behandling af problemer med et vist, ganske vist beskedent,
teoretisk prag. En egentlig teoretisk interesse i matematik hav-

de &gypterne efter alt hvad vi ved ikke.

MESOPOTAMISK MATEMATIK

Hvor vi om a&gyptisk matematik kun ved relativt lidt, p.g.a. kil-

dernes sparsomhed, har vi om den mesopotamiske matematik, altsd

matematikken i det omrade omkring floderne Eufrat og Tigris, der



ogsd ofte kaldes Babylonien efter det navn omradets riger havde
i over looo &r, en betydeligt stgrre viden. Det skyldes at den
mesopotamiske matematik er overleveret pd brandte lertavler be-
skrevet ﬁovedsagelig meaikileskrifttékSter. s&danne lertavler

er langt mere holdbare end papyri, der nedbrydes med tiden. Fle-

re hundrede lertavler med et matematisk indhold er blevet tydet,
bearbejdet og oversat til moderne sprog, men flere tusinde lig-
ger endnu ubehandlede hen. Desuden finder man javnligt nye ler-
tavler genniem udgravninger. I fremtiden vil vi derfor komme til
at vide mere'om mesopotamisk matematik end vi ved nu, og méske
f& besvaret nogle af de &bne spgrgsmdl som det hidtil kendte ma-

teriale giver anledning til.

Men allerede fra de kilder der er til radighed fremstir den me-
sopotamiske matematik som péfaldende mere righoldig og avance-
ret end den agyptiske. Endvidere kan man se at den - til forskel
fra den zgyptiske, der blev til og udfoldedes i et befolknings-
messigt ensartet og politisk ret stabilt samfund - har gennem-
lgbet en udvikling. Begyndelsen gdr tilbage til sumerisk tid,
omkring 30o00-2300 f.v.t. Fortsattelsen fglger i den oldbabylon-
ske periode i tiden 1800-1500 f.v.t., en periode hvorfra der
kendes sarligt mange tekster, over den assyriske periode 8co-600
f.v.t., videre til den persiske og siden den grask-pévirkede
seleukide-periode, fra omkring 6oo f.v.t. til vor tidsregnings

begyndelse. Fra disse sidste perioder kendes den anden store grup-

pe af tekster med mesopotamisk matematik.

I disse to-tretusinde &r sker der en rakke befolkningsmassige,
politiske, sociale og teknologiske forandringer som kraftigt om-
danner omr&dets samfund. Alligevel er der kontinuitet i udvik-
lingen af matematikken, antagelig fordi dens udgvelse foregik
relativt afsondret fra de ydre omvaltninger. I begyndelsen var
udviklingen i handerne pd en religigs og administrativ overklas-
se af praster/skrivere. Siden blev den viderefdgrt i mere verds-
lige offentlige og private administrations- og handelsinstitu-
tioner. I hele tidsrummet spillede organiserede skriverskoler,
som i Egypten, en dominerende rolle for matematikkens formidling

og videreudbygning.

De aldste tekster med et matematisk indhold stammer fra de sume-




B

riske stramt religigst styrede bystater og indeholder lager-
oversigter og simple opggrelser ovér diverse'produkter som

f.eks. fisk og kveg. I de fgrste mange drhundreder dominere-
des -de matematiské tekster i det helé taget af beregningsop-

gaver af ¢konbmisk-praktisk oprindelse, sasom varema&ngde-be-

regninger, renteopgaver (med rentes rente), overslag over ar-
bejdskraft- og arbejdstidsforbrug ved bygge- og anlagsarbej-
der, f.eks. ved kanalbygning. Desuden kornfordelingsopgaver,
arvesp¢rgsm51 med meget mere. De mesopotamiske samfund var
agerbrugssamfund med kunstig overrisling af de frugtbare mar-
ker som en central forudsatning for udbyttet. International
handel stgdte til, idet det mesopotamiske omrdde 14 i krydset

mellem handeisvejene til og fra alle verdenshjgrner. I de se-

nere babylonske og assyriske perioder og isar i seleukidetiden 1

finder vi en stark vekst af astronomiske beregningsopgaver.

De angér planetbevagelser, astrologi og kalenderkonstruktion.

'En hovedlnteresse i den forbindelse var forudsigelser af astro-

nomlske beglvenheder, bl.a. sol- og mdneformgrkelser der til-

lagdes rellgl¢s betydning.

Som i Egypten havde matematlkken altsd ogsad i Mesopotamlens
skiftende kulturer sin oprindelse i og nare tilknytning til
behov i samfundets liv. Men af forskellige grunde lykkedes det

mesopotamerne til tacklingen af de praktiske problemer'at brin-

'ge matematlkken meget videre end agypterne gjorde det stort set

samtidig. Selv om de to kulturer stod i god handelsma531g for-
bindelse med hinanden ser der ikke ud til at vare foregdet no-
gen udvekslingVaf'matematiske idéer fgr i de sidste &rhundre-
der f.v.t. I endnu h¢3ere grad end hos &gypterne skete der i
Mesopotamien en delv1s selvstendiggprelse af mange matematiske
problemstllllnger, som s& smdt fik deres eget liv, men altsé

endnu med kort snor til praktiske anliggender.

En af de vigtigste grunde til at matematikken i Mesopotamien
ndede s& langt var indfgrelsen allerede i sumerisk tid af et
positionssystem for tallene. Hvor agypterne benyttede et ikke-
p051tlone1t talsystem med lo som grundtal, blev mesopotamernes
talsystem allerede i sumerisk tid et 6o- talssystem (helt i be-
gyndelsep var dgt et lo- talssystem som det &gyptiske), men alt-




sd noteret positionelt. Det vil sige at det ikke blot var det
enkelte taltegns udseende men ogsd dets placering i forhold til

de andre taltegn der afgjorde dets verdi. I vores lo-talssystem, .
der jo ogsd er positionelt, afggres det af pladsen om et tal
angiver enere, tiere, hundreder osv. I lo-talssystemet kféves

9 ciffertegn samt o. I 6o-talssystemets kraves 59 ciffertegn

samt o. Et o havde men imidlertid ikke hos mesopotameine, bort-
set fra i den seneste periode, hvor man havde et s&@rligt tegn

til at angive tomme pladser mellem andre tegn, men ikké pbget ¥
til at angive tomme pladser i halen af tallene. De 59 ciffer-

tegn sd i kileskrift s&dan ud (lag merke til at tegnene er op-

~bygget af to deltegn, &t for 1 og &t for lo, en reminiscens af

de oprindelige lo-talssystem): _ '

rwmom ¥eoR WO VoW

FW OB < 0 N (g &

8 i 10 11 12 20 30 40 50

60

I denne notation ser f.eks. 34 s8ledes ud: €<« ;;

Med disse tegn som byggesten dannedes nu tallene i positions-
systemet med 60 som grundtal ved at et taltegns placering afgegr
om det skal angive antal enere, antal 6o'ere, antal 602-ere
(3600-ere) osv. F.eks. blev tallet 71 noteret sdledes:

Y <Y .
(1 p4 "6o-pladsen" og 11 pad "l-pladsen").

Manglen p& et nul og manglen pd angivelsen af en "absolut plads”
(pladsen lige inden kommaet i vort system) gav imidlertid an-
ledning til flertydigheder. F.eks. blev tallet 4260 = 602 + 11-60
0ogsd noteret som Y-=¥, alts& ikke til at skelne fra 71. Havde
man haft et tegn for o kunne flertydigheden have varet fjernet
ved for 4260 at skrive Y <Y "o". Men det forholdt sig varre
endnu, for mesopotamerne regnede ogsd med brgker i 6o.talssyste-

L ’ 1 -0.5.f. som brgkenheder. De noterede dem
60 3600

met, dvs. med




!

ved hjelp af de hele tal, ligesom vi noterer deqimalbr¢ker
som 0.1, 0.0l osv., men altsd uden noget nul og uden noget

komma. Derfor kunne Y-(1 ud over det allerede navnte ogsa be-

1 1 : 1
txfe = 1113600’ ellﬁr 1 + 11 o eller for den sags skyld
Teos * ll'EIEZEE . Denne flertydighed gjorde at man af sammen-

h&ngen mitte slutte hvilke 6o-potenser der 1l& bag, ud fra
om regningerne vedrgrte manskabsangivelser, markstgrrelser el-

ler sglvmangder.

Koblingen mellem positionsidéen og brugen af 60 som grundtal
ogsad til br¢kef, kaldes sadvanligvis sexagesimalsystemet, lige-
som vores system kaldes decimalsystemet. Vi ved ikke ngjsgtigt
hvad der er oprindelsen til indfgrelsen af et positionssystem
og af 60 som grundtal. Man regner med at 6o blev valgt som
grundtal fordi forskellige, fgrhen adskilte, enhedssystemer for

mél:og vaegt skulle harmoniseres engang i sumerisk tid. Og til

den ende er 60, der har s@rligt mange divisorer (1,2,3,4,5,6,10,
12,15,20,30,60) en bekvem enhed at opdele i forskellige underen-
heder. Oprindelsen til positionsidé&en tilskrives normalt at der
blev regnet i mal- og vagtenheder af forskellig stg¢rrelse, som
vi angiver priser i kroner og grer. I stedet for sd at skrive

lo "kroner" og 25 "¢re", har man fgrst udeladt "kroner" og "gre"
og ngjedes med at skrive fgrst "krone"-belgbet og derefter "gre"-
belgbet, men samtidig skrevet antallet af store enheder med en
stor kilepen, antallet af smd med en lille, svarende til pris-
skilte som 10?25 hos os. Efterhidnden er man holdt op med at ggre
forskel pd tegnstgrrelsen, og har ladet det tal som nevntes
fgprst vedrgre den stgrste enhed, det naste den nestst¢rste og

sd fremdeles. Rester af 6o-talssystemet findes endnu i vér tid,
bl.a. i opdelingen af en time i 60 minutter og et minut i 60

sekunder, svarende til at en time er lig 3600 sekunder.

P& trods af at der med vore gjne er ufuldkommenheder i det me-
sopotamiske sexagesimalsystem, repra@senterede det et um&deligt
vigtigt skridt hen i mod ikke bare et h8ndterligt talbegreb, men
ogsa mod.en brugbar regnekunst, algebra. Af forskellige grunde
blev systemet stort set ikke overtaget og viderefgrt af de eu-
rdpeiské kulturer, den graske og siden den romerske, der overtog

arven efter den mesopotamiske. I Europa blev trdden fgrst taget



- lo

op igen i middelalderen under indflydelse fra araberne, der

igen var pdvirket af indernes matematik. Det var positionssy-
stemet der gjorde det muligt for mesopotamerne at lgse mere kom-
plicerede matematiske opgaver end &gypterne. F.eks. regner man
jo i sexagesimalsystemet, som i decimalsystemet, med brgker ved
at regne med hele tal; f5r7f¢rst til sidst at bekymre sig om
kommaet (hvilket sidsfe altsd mesopotamerne overlod til sammen-
hangen) . Her var agypterne henvist til deres meget mere besver-

lige spaltning af brgker i stambrgker. -

Hvad var det sé for en slags matematik mesopotamerne fik ud af
deres interesse for gkonomiske og siden ogsa astronomiske problem-
stillinger? En del af de matematiske tekster, hvoraf mange sikkert
var skoletekster, bestdr af opgaver formuleret i ord, som hos &-
gypterne, suppleret med lgsninger pa receptform. Alle recepter gi-
ves ved hjalp af taleksempler; nu og da kan man se at metoden
fremtreder som mere generel, f.eks. nidr der er lgst mange opgaver
af samme type. Ofte er metoderne korrekte, ogsd efter moderne ma-
lestok. Men der findes ingen angivelser af hvordan man er ndet
frem til lg¢sningsrecepterne. Det g¢r det svart at lodde dybden

af mesopotamernes indsigt i de metoder de har benyttet, hvilket
har givet og fortsat giver anledning til fortolkningsstridigheder
blandt de larde om karakteren af mesopotamernes matematikfor-

stdelse.

Mange opgaver vedrgrer beregninger i tilknytning til jordstykker,
varebeholdere, magasiner, byggeri o§ lignénde, og de indeholder

ofte geometrisk farvede ord som "lengde", "bredde", "hgijde",

"areal", "rumfang". Men dette skyldes ikke at hensigten var at '

afdakke egenskaber ved geometriske figurer som sddan. Ordene kom-

mer narmest til at std som navne for ubekendte i almindelighed, .
"langde" og "bredde" for x og y, "areal" for xy. Dette antydes

f.eks. af at man uden videre har lagt "langde"r og "areal"er sam-

men. Men selv om opgaveinteressen ikke var rettet mod selve det
geometriske indhold, er det ikke umuligt at mesopotamerne har

stottet sig pd geometriske figurer i udviklingen af deres lgsnings-

metoder. Terminologi og beregningsrazkkefglge i visse tekster kan
antyde noget i den retning. I ¢gvrigt var mesopotamerne ingenlunde
ukendte med diverse stgrrelser, f.eks. arealer, hgrende til geo-
metriske figurer. Men de har ls@r veret at betragte som relevan-
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te for opmélihgsformél. Hvad de astronomiske beregninger an-
gir har de vedrgrt de synlige himmelf@nomener, og har nappe
bygget p& bagvedliggende geometriske modeller af himmellege-

mernes bevagelser.

Med det apparat mesopotamerne havde til r&dighed ndede de i
algebraisk henseende temmelig langt. De kunne lgse enhver an-
dengradsligning med‘positive reelle'r¢dder tilnermelsesvis
korrekt. Andengradsligningef opstod i forbindelse med handels-
regning. Desuden kunne de fgre en rakke andre ligninger, bl.a.
par af ligninger (ogsd ikke-linezre) med to ubekendte tilbage
til lgsningen af en andengradsligning. De kunne‘l¢se visse
tredje~ og fjerdegradsligninger, finde summer af forskellige
talrakker (f.eks. 1+22+23+ ...+29), hvilket spillede en rolle
for deres astronomiske beregningér. De havde metoder til at
uddrage kvadratrgdder med tilnarmelse. Blandt andet havde de

en forblpffende god tilnarmelse til v2, uden at de dog var klér
over at V2 ikke er et rationalt tal, dvs. et brgktal. De fandt
et stort antal s&kaldte pythagoraziske taltripler, dvs. talsat
(x,Y,2) hvor x2+4y2 = z2 , endda ved benyttelse af den ogsi i
dag gaengse metode. Der er desuden vidnesbyrd om at de har kendt

den pythagor®iske laresatning for retvinklede trekanter.

Mange matematiske teksteriudg¢res af tabeller. I 6o-talssyste-
met er de lille tabel stor. Den indeholder 1770 produkter mod
45 i lo-talssystemets lille tabel. Enhver der var beskaftiget
med matematik mdtte derfor have adgang til en s&dan tabel. Men
ogs& andre slags tabeller kendes. F.eks. udfgrtes division med
tal ved at gange med dets reciprokke, og den reciprokke fandt
man i s@rlige reciproktabeller. Ogsd over tal af formen n2+n3

har man fundet en tabel. S&danne tabeller har varet benyttet

til at finde lgsninger pd forskellige ligningsproblemer. Man har
simpelthen s¢gt lgsningen i en tabel svarende til problemet, og
hvis den ikke stod der har man tilnazrmet med vardier mellem de
narmeste (linear interpolation). P& den mdde har man f.eks. s¢ggt
at l¢se renteproblemer med ukendt lgbetid, dvs. essentielt eks-
ponentielle ligninger af formen a* = b. En serlig vidtstrakt brug
af tabeller fandt sted ved behandlingen af de astronomiske be-

regningsopgaver fra den yngre periode.
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Selv om den mesopotamiske matematik ndede temmelig langt

m& vi tro at mange af metoderne blev udviklet ved prgven-sig-
frem og pd basis af indsamlede erfaringer. Om matematiske
slutninger i nyererfoistahd og om matematisk bevisfgrelse har
der nappe varet ‘tale. Heller ikke mesopotamerne havde altsa

en udviklet intefééséii matematikken som teoretisk system,

for dettes egen skyld. Den tatte forbindelse til praksis er .
utvivlsomt &rsagen til dette. Af disse grunde kaldes den me-
sopotamiske matematik af flere forfattere for fgrvidenskabelig. .

Men det er den kun anskuet med senere tiders bagklogskab.

KINESISK MATEMATIK

Om kinesisk matematik i oldtiden ved vi noget, men det er of-
te svert at afggre ngjagtigt hvilken periode vores viden ved-
rgrer. Det skyldes dels at kineserne skrev p& forgangeligt
materiale, dels en tradition for at gamle varker gang pd gang
blev genudgivet med nye kommentarer, men med tidligere kommen-
tarer som en del af teksten. Den enkelte tekst indeholder der-
ved mange lag af forskellig alder, hvis datering kan frembyde

vanskeligheder.

Spredte vidnesbyrd om talsystemer, kaldendervasen og en dertil
forngden regnekunst dateres til 150o0-looo f.v.t. Vedligehol-
delsen af en brugbar kalender, som havde betydning bl.a. pa
grund af landbrugets afhangighed af arstidernes skiften, var
tidligt en vigtig opgave for det centrale regeringsapparat.

En systematisk regneundervisning for (nogle) bgrn fandt alle-
rede sted fg¢r 300 f.v.t. De @ldste kinesiske taltegn der kendes
findes indgraveret i nogle sdkaldte orakelben, i mgnter og i
diverse husgerad, og g&r tilbage til den tidligste periode, .
l400-1loo f.v.t. Disse tegn udvikledes i de fglgende &rhundre-
der til de sdkaldte stavcifre, som vi skal opholde os lidt ved.
Man regner med at de var i almindelig brug i videnskabelig lit-
teratur i hvert fald fra det 3. &rh. f.v.t. Stavcifrene havde

denne udformning

4 =

f
I
fi
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Det ses for det fgrste at de to rakker taltegn er nasten ens,
men den fgrste rzkke "ligger ned", mens den anden "star op".

Det beme@rkelsesvardige er nu, at med disse ni, eller om man

vil atten, taltegn opbyggede kineserne senest omkring 300 f.v.t.
et positionelt lo-talssystem. Man havde ikke noget tegn for nul,
men holdt en plads tom. De liggende tegn blev benyttet pa& plad-
serne for enere, hundreder, titusindér osv., de stidende for
tiere, tusinder, hundredetusinder o.s.f. F.eks. blev tallet

7619 noteret |
mLl

Et andet bemarkelsesvardigt trak ved dette talsystem var dets
nare familjeskab med et gammelt regnebratsystem. Pa dette reg-
nebrat blev tal noteret og regninger udfgrt ved anvendelsen af
smd regne-stave, f.eks. lavet af bambus, metal eller elfenben.
Ethvert ciffer fra 1 til 9 kunne, som det ogsd fremgadr af fi-
guren 0venfor, komponeres af hgjst fém stave. Nogle ser heri

en rest af et aldre femtalssystem. Ved hjzlp af ret f& stave
kunne selv store tal lagges op. Antagelig er det den tatte for-
bindelse mellem de skrevne tal og tal lagt op med stave der har
fort til at det farstnavnte opererer med to razkker af ciffertegn

iilg

for de samme tal. Ved i oplagningen af stavene at dreje hvert
andet ciffertegn formindskedes faren for at sammenblande stave
fra nabotegn. Ved regning med stave var der ikke brug for et
tegn for nul, fordi man simpelthen lod en plads std tom, hvis
der ikke var noget bidrag fra den dertil svarende lo-potens.

Man har ment at dette har udskudt indfgrelsen af et nultegn i
.Kina, som ellers fik et sddant senest samtidig med inderne, alt-
sé.i det 8 &rh. e.v.t. Det er et uafklaret spgrgsmal om nulteg-
net fremkom uafhangigt i de to kulturer, eller om den ene pa-

virkede den anden.

Til konkrete regneopgaver benyttede man regnestavene, og efter
alt at dgmme ikke regning med skrevne tal. Regning med skrevne
tal findes dog i bgger af videnskabeligt eller undervisnings-
méssigt‘indhbld. Regeringsembedsm&nd havde altid en pose regne-

stave inden for razkkevidde. Ikke bare de sadvanlige regningsar-
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ter, men ogsd roduddragning og lgsning af visse ligninger lod

sig udfgre med regnestave.

I tekster som ikke specifikt handlede om videnskabelige eller
matematiske emner benyttedes et andet taltegnssystem, de gamle
sdkaldte hieroglyfcifre, af udseende som sadvanlige kinesiske
skrifttegn. De brugtes (og bruges stadig) hvor der i en eller
anden sammenha&ng blot er tale om at gengive talstgrrelser, uden
at disse skal indgd i egentlige regninger. Systemet var en sar-
lig, nasten-positionel afart af lo-talssystemet. Ogsé hiero-
glyfskriften havde ni cifre, men derudover sarlige tegn til at
angive de forskellige lo-potenser. En sammenligning kan illu-
strere princippet. Hvis vi med tegnet "e" angiver enere, med
"t" tiere, "h" og "tu" henholdsvis hundreder og tusinder, kunne
f.eks. tallet 4879 noteres 4tu8h7t9e, jfr. den nedenstdende fi-
gur. Tegnene for lo-potenserne var alts& ikke egentlige taltegn,
men snarere pladsnavne,
4 Th 8 H 7 T 9
M+ A&\ £+ R
. o .

szu CH'IEN pa PAI ch't SHIH  chiu

Ud over med hele tal beskaftigede kineserne sig tidligt med
brgker. De blev benavnt og opfattet som hos os: m n'te-dele for
%. For opgaver som forkortning (der gik for sig ved at finde
stgrste fazlles divisor efter den metode der hedder Euklid's al-
goritme, jfr. omtalen af grask matematik i.et senere afsnit),
satten pd felles brgkstreg, multiplikation og division, fandtes
regler formuleret i ord, de samme som benyttes i dag. Reglen
om at division med en brgk sker ved at gangemed den omvendte
formuleredes tidligst af kineserne. Et positionelt decimalbrgk-
system baseret pd mdleenheder, der var inddelt i tiendedele,
der igen var inddelt i tiendedele, osv., var ogsd i brug i den
tidlige periode. Decimalbrgkerne fik dog, i modsatning til de
hele tal, f¢rst karakter af selvstandigt eksisterende "abstrak-
te" tal meget senere. Det kinesiske talsystem et det aldste

kendte positionelle lo-talssystem.

Af overleverede egentligt matematiske tekster fra det gamle
Kina antages "Den aritmetiske klassiker om solursviseren og
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himlens cirkul@re baner" (Chou Pei Suan Ching) at vere den ld-
ste, nemlig fra omkring 300 f.v.t., selv om der er problemer
med og uenighed om dateringen. Den indeholder noget stof om ret-

vinklede trekanter, bl.a. en verbal formulering af den pytha-

goraiske leresatning og et "empirisk bevis" for den:

A

A XN
N7

: 4 A
L&
N /
—/F N
)4
\NQgL),
Desuden afsnit om kalendere og astronomi, noget om cirkler og

kvadrater, samt brgkregning og roduddragning, ogsa dette i

=
4]

LA

e

verbale formuleringer,

Kinas mest indflydelsesrige og bergmte, og igennem tiderne ad-
skillige gange afskrevne og kommentefede,klassiske matematik-
tekst er imidlertid "Ni kapitler om den matematiske kunst"
(Chiu Chang Suan Ching), der sadvanligvis henregnes til omkring
250 f.v.t. Skgnt haSten samtidig med "Den aritmetiske klassiker
..."er "Ni kapitler..." dels mere omfattendé og dels mere avan-

ceret end denne. Det antages at den leverer en sammenfatning
af de foregdende &rhundreders matematiske indsigt. Den aldste

overleverede version af de "Ni kapitler..." skyldes kommentato-

ren Liu Hui og stammer fra omkring 250 e.v.t. I fglge Liu Hui
vaf en af de tidligere forfattere hgjtstdende finansembedsmand
og en tid fgrsteminister. "Ni kapitler..." indeholder i alt 246,
atter verbalt formulerede og besvarede, opgaver af forskellige
slags, alle med en mere eller mindre direkte reference til prak-
tiske foretagender, sasom landmélihg, landbrug, fordelingsop-
gaver, arbejdskraft- og materialeberegninger (ved mur-, dige-
og kanalbyggeri). Desuden findes, navnlig i de senere kapitler '
der betragtes som de yngste, en rakke matematiske uddybninger
af forskellige emner, bl.a. retvinklede trekanter, ligningslgs-
ning, herunder flere ligninger med flere ubekendte (f.eks. fire
ligningef med 5 ubekendte), samt andre algebraiske problemstil-
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linger. Det er i den forbindelse bemarkelsesverdigt, at kine-

serne som de fgrste i verden opererede med negative tal, un-=

dervejs i men ikke som svar pa lgsningen af linezre lignings-
systemer, hvor de i ¢vrigt gik forblgffende "moderne" til

verks (ved trinvis elimination udfg¢rt alene pd et talskema
bestiende af systemets koefficienter, det der nu om dage gar
under navnet matrixmanipulation). Ofte er der vanskeligt at
trange til bunds i hvad der menes og gg¢res, da der aldrig fore-
kommer begrundelser eller bredere metodebetragtninger, men som

i mesopotamisk matematik kun receptbeskrivelser.

Flere andre titler pd matematiske tekster fra fgr vor tidsreg-

ning kendes fra Kina, men teksterne selv er gdet tabt.

Det billede af kinesisk matematik i oldtiden der herefter frem-
stdr for os, vidner om en matematisk kultur med samme grundprag
- og ikke mindre hgjtstidende - end den mesopotamiske og &gyp-
tiske. Om end en hel del yngre end den mellemgstlige matematik
er den kinesiske med stor sandsynlighed udviklet uafhengigt af
dnne. Kinesernes problemstillinger var nemlig tildels nogle
andre, men navnlig var deres metoder forskellige fra de mellem-
gpstlige. Med udgangspunkt i praktiske interesser for et avan-
ceret, hgjt organiseret oldtidssamfund baseret pa& landbrug, ud-
vikledes et spektrum af mdle- og beregningsmetoder og dermed
forbundne begreber, der i nogle henseender, is@r algebraiske,
ndede meget vidt, stedvis videre end hos mesopotamerne. Som den
mesopotamiske var ogsd den kinesiske matematik i bund og drund
aritmetisk/algebraisk anlagt, ogsd ndr den bergrte geometriske
anliggender, hvor mdlings- og beregningsinteresser var domine-
rende. Ogsd i kinesisk matematik mgder vi det forhold, at skgnt
dybt forankret i praksis sker der her og der en selvstandig-
gprelse af det matematiske indhold, s& det far sit eget liv.
Synsvinklen skifter, s8 det generelle mgnster i problemstillin-
gerne og deres behandling kommer i fokus. En antydning heraf
findes i en opgave, hvor en bestemt mengde skal fordeles mellem

3% personer. Men navlestrengen til praksis forblev altid kort.



17

INDISK MATEMATIK

Vi skal afslutte omtalen af matematikken i de store oldtids-

kulturer i orienten med et par ord om indisk matematik.

Selv om der var organisatorisk og kulturelt h¢jtudviﬁlede
(landbrugs) samfund p& det indiske subkontinent (bl.a. omkring
Indusdalen) i det mindste fra omkring 2500 f.v.t., og selv om
der fra disse samfund er overleveret mange tekster, vides meget
lidt om indisk matématik fra f¢r vor tidsregnihg. Faktisk er det
eneste kendte vark fra denne tid det s&kaldte Sulvasutra, der
betyder snore-regler. Dets alder er omstridt. Nogle historikere
henregner det til 1500 f.v.t., andre til 300 f.v.t., men et
"flertal" daterer det til periodén 7o00-500 f.v.t. Det findes i

tre varianter, alle skrevet pd sanskrit og p& vers.

Den centrale opgave i Sulvasutfa er at ;ngive 1¢sningen,p5
problemef vedr¢fende konstruktion af altre. Altrene skulle over-
holde visse forskrifter angdende form eller areal. De figurer
dér'indgik i grundplaner eller overfladestykker var kvadrater,
rektangler, trapezer og cirkler. En af de opgaver Sulvasutfa
setter sig er at konstruere rektangler og kvadrater. Dette for-
udsatte konstruktion af rette vinkler. Konstruktionerne udfgrtes
ved hjelp af en sarlig teknik med snoré fderaf navnet snore-:
regler) og bambuspinde, og havde deres "teoretiske" grundlag i
den pythagorziske laresatning og dens omvendte. Lad.. os give

et eksempel. P& en otte enheder 1ang'snor anbringes en knude %
afstanden tre enheder fra den ene ende. Nagles nu snorens ender
til jorden med bambuspinde anbragt
med fire enheders afstand, og str&k-
kes snoren ved hjalp af en bambus-
pind ved knuden s& . at snorens to
dele strammes ud, fremkommer en tre-
kant med siderne 3,4 og 5 emheder.
Da 32+42 = 52, er denne trekant, i

f¢lge den omvendte s@tning til den
pythagorziske, retvinklet. Ved hjalp R
af denne kqnstruktion kunne man s& opbygge et rektangel med

Siderpé-B og 4. Ogsd andre retvinklede trekanter, med tilhgren-
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de rektangler, konstrueredes, idet der i teksterne omtales
andre pythagoraiske taltripler, nemlig (5,12,13), (8,15,17),
(7,24,25) og (12,35,37). De dertil svarende trekanter blev
benyttet som byggesten for andre figufer, bl.a. tfapezer. Der
er i ¢gvrigt tvivl om, hvorvidt den pythagoraiske l&resatning,
der jo var kendt i Mesdpotamien megeé for 7oo-5007f.v.t., er
en selvsténdig indisk opdagelse, eller om den er importeret

fra mesopotamerne med hvem inderne stod i handelsforbindelse.

Pythagoras' s&tning blev‘ogsé brugt til at 1l¢se et andet al-
terbygningsproblem: ud fra et givet kvadrat at konstruere ét
hvis areal er et bestemt antal gange sd stort. Nar dette an-
tal er 2, fir man det Sggte kvadrat ved at benytte diagonalen
i det oprindelige som side i det nye. Til en tredobling skulle
man som side blot benytte hypotenusen i en retvinklet trekant,
hvis kateter var henholdsvis siden i det oprindelige kvadrat
og siden i det fordoblede kvadrat. S&ledes kunne man fortsatte.
P3a lignende médde kunne man gennemfgre andre konstruktioner,
0ogsd nogle som er temmelig indviklede, som f.eks. ud fra et

givet rektahgel at konstruere et kvadrat med samme areal.

I en af tekstvarianterne findes en tilnarmet vardi for langden
af diagonalen i et kvadrat med siden 1, altséd for V2. Tilnar-
melsesvardien er 1 + % + 3%4 - 3.;{34, svarende til 1.414216
(mod den rigtige afrunding med 6 decimaler: 1.414214). Man ken-

der ikke baggrunden for denne tilnarmelse.

Snore og bambuspinde blev ikke bare benyttet til at konstruere
retvinklede trekanter, men ogsa til at fremskaffe cirkler og
kvadrater, til at halvere linjestykker m.m. I den forbindelse
beskaftigede man sig med at lgse endnu et alterproblem: til en
given cirkel at konstruere et kvadrat med samme areal (cirklens
kvadratur), og til et givet kvadrat at konstruere en cirkel

med samme areal ("kvadratets cirkulatur"). Disse problemer der
er bergmte i matematikkens historie (det kan bevises at de er
ulgselige ved konstruktion med passer og lineal), kunne inderne
selvfglgelig ikke lgse eksakt (de tankte nappe heller sidan pa
det). De gav imidlertid en tilnarmet lgsning ved hjalp af sno-

rekonstruktioner. De indeba@rer en tilnarmelse af w med 3.088.
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Ogséd den oldindiske'matematik som den fremtrader for os gennem
Sulvasutra havde et samfundsmessigt udspring, her et religigst-
praktisk i form af. alterbyggeri. Sk¢nt geometrisk snarere end
aritmetisk/algebraisk orienteret var indernes matematik p& den-
ne tid af samme grundprag som de ¢vrige orientalske oldtids-

kulturers matematik.

OPSAMLING

I det foregaende er der flere gange blevet talt om falles trak
ved de forékellige mellem- og fjerngstlige oldtidskulturers ma-
* tematik. Lad os resumere disse trak her og forsgge at udvinde
en fgrste morale af dem, angdende matematikkens rolle i samfun-
det.samt'ydre og indre drivkrazfter for dens udvikling. Denne
vmoralé Vil ikke blive universel, som det vil fremgd af den vi-
deré fremstilling, men vil sammen med andre moraler vedrgrende
andre tider og'andre steder give svar pd nogle af de sppgrsgmal

der blev opstillet i indledningen til denne tekst.

I alle de omtalte oldtidskulturer fandt matematikken sit ud-
spring i det omgivende samfunds behov, hovedsagelig i dets pro-
duktion og organisation, men bgsé til en vis grad i dets reli-
gi¢se og ideologiske liv. Matematikken skulle lgse malings- og
‘beregningsopgaver. For at kunne det mdtte den nu og da afbejde
med problemstillinger og udvikle metoder der s& at sige opnéede
et eget indre matematisk liv, og nu og da hendte det at begrebs-
og metodeudviklingen rakte ud over hvad der var praktisk brug
for, som:nér der leveredes tilnarmelser til V2 og m med langt
stgrre ngjagtighed end man i det hele taget kunne realisere i

praktisk arbejde, f.eks. i byggeri.

Da matematikken allerede fra begyndelsen var et vanskeligt til-
gengeligt felt, var det ngdvendigt at formidle indsigt i den
gennem en s@rlig undervisning, omgzrdet med fagsprog og ind-
vielsesmystik. Oldtidens matematikere var ikke i mindre grad
end nutidens en f&tallig, specialuddannet og eksklusiv eks-
pertgruppe af hgj prestige. Det handte ofte at undervisningen
foregik ved bearbejdning af tankte eksempler, konstrueret til
indlaringsbrug, uden selvstandig her-og-nu-vardi for nogen,

éksemplernhvor metoderne og teknikkerne stod i centrum frem for
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resultaterne. Ogsa dette har bidraget til at matematikken sted-

vis fik et vist egenliv.

Derimod er der ingen grund til at tro at oldtidssamfundene lod
matematikken studere for dens egen skyld. Matematiske problem-
stillingen og lovmassigheder blev ikke kulegravet og afdakket,
hvis de ikke havde en eller anden synlig forbindelse til prob—
1emstil%inger der var interessante for samfundet, eller for nogen
i samfundet. Det er en af pointerne for denne fremstillin§ af
matematikkens historie, at denne snavre tilknytning til praksis,
ud over faktisk at lgse praktiske opgaver, ogsd udgjorde en
skranke som matematikken, sk¢nt hgjtudviklet, havde vanskeligt
ved at udvikle sig ud over. En anden pointe, nart forbundet med
den f¢rste, er at hvis, p& den anden side, matematikken helt
mister kontakten med praksis, hvis den alene lever sit eget in-

dre liv, mister den orienteringsevnen og tgrrer ud af mangel pa

nering, i det mindste samfundsm@ssig naring. Denne pointe vil
vi mgde under behandlingen af den graske matematik og se illu-
streret af den glemsel som vasentlige dele af den undergik fra

omkring 300 e.v.t. til renassancen i 1l500-1600 i Europa.

Vi er gdet mere i detaljer i omtalen af matematikken i de orien-
talske oldtidskulturer end der ville vaere plads til, hvis andre
tiders og steders matematik skulle behandles i samme detalje-
ringsgrad. Ud over at give stof til den ovennavnte morale angden-

de samspillet mellem matematik og omverden, har dette tre grunde:

For det fgrste er oldtidskulturernes matematik, p& trods af alle
fortolkningsproblemr, set med moderne ¢jne tilstrakkeligt enkel
til at man kan f& ¢je pd nogle af de fundamentale startpunkter
for matematisk virksomhed, p& nogle af de betragtningsmader og
metoder der er knyttet til matematikkens begyndelse, og pa nogle
af de begrebsma@ssige hurdler (lad os bare minde om talsystemet),
der har skullet overvindes for at matematikken kunne komme kva-
litativt videre, hurdler som det for nogles vedkommende har taget
tusinde &r at overvinde. Ved at se ngjere pd disse forhold far
man altsd et indblik i matematikkens tidligste varksteder. Maske
fér man ogsd, ved at blive konfronteret med hvad der var van-

skeligt for oldtidens frontforskere, lidt respekt for de vanske-
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ligheder bgrn og andre der skal lare matematik i vore dage

stilles over for og reagerer pé&.

For det andet danner beskrivelsen af de fgr-graske civilisa-
tioner baggrund for at forstd dels i hvor hgj grad grzkernes
matematik, nermere bestemt deres geometri, som vil blive be-
‘handlet i naste kapitel, reprasenterer et utroligt niveauspring
i'métematikkens udvikling, men ogsd i hvor hgj grad springet

i en bestemt del af den graske tradition bygger pa mellemgst~-

'llge kulturers, dser mesopotamernes, indsats.

For det tredje vildet med de orientalske kﬁlturers matematik

1 baghovedet vaere mullgt at forstéd, hvordan der i perioden fra
300 e.v.t. til 1200, som i den europziske matematlks hlstorle
er m¢rke arhundreder, kunne ske 1kke bare en overv1ntr1ng, men
en blomstrlng af matematlkken, frem for alt algebraen, i Kina,
Indien og i det 1slamlsk—arablske rlge. Denne blomstring blev
en afggrende forudsatning for den eksplosive udvikling der

blev sat i gang‘i europaisk matematik i renassancen, og som sta-
dig forlgber. Denne udvikling kom netop i stand ved en sammen-
smeltning af grakernes bidrag til geometrien og den orientalske
algebfa, i middelalderen formidlet til Europa gennem araberne.

Herom Skal der sides fortalles narmere.
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MATEMATIKKEN | OLDTIDENS
GREKENLAND

INDLEDNING

P& et eller andet tidspunkt, ikke senere end 300 f.v.t.,
har matematikken i oldtidens Grakeniand fiet en radikalt
anden karakter end i de gvrige oldtidskulturer (og i store
déle af dén senere:matematik). Den opgav at benytte tal som
grundlag for beskrivelse af tingenes va&sen, 09 fandt i
stedet dette vasen gemt i geometrien og de lovmassigheder
den er underlagt. I den mide hvorpé geometriske objekter
blev undersggt 134 en dyb mistillid til gyldigheden af u-
middelbare erfaringer. Matematikken/geometrien blev nemlig
efterhdnden opbygget som et abstrakt system, hvis resulta-
ter var udledt p& basis af et lille antal p& forhand op-
stillede forudsatninger, og hvor kun udledninger, der over-
holdt ganske strenge logiske spilleregler blev godtaget.
Hos grakerne holdt altsd beviset sit indtog i matematikkens

historie.

Selv med nutidens ¢jne besad grakernes matematik en dybde
og en kvalitet, der stadig er forblgffende. Store dele af
hvad de niede stdr stadig ved magt. Men efter den helleni-
stiske verdens sammenbrud gik det ned ad bakke med grask
matematik. Den forsvandt, omkring 500 e.v.t. ud af euro-
paisk matematikhistorie for mere end tusind 4r, indtil
dens betragtningsmdder og metoder blev genopdaget og —-Op-
taget i forbindelse med det videnskabelige gennembrud i

renassancen i perioden 1500-1700.

To spprgsmdl vil optage os i dette kapitel.

(1) Hvordan kunne det g& for sig, at grazkernes matematik
fik den sarlige karakter den fik, hvad var arsagerne
og ad hvilke veje kunne det komme sa vidt?

(2) Hvorfor gik grazkernes matematik i glemmebogen i euro-

paisk videnskabs historie i s& lang en periode?

Disse og beslagtede spgrgsmidl har i mindst hundrede &r be-
skaftiget videnskabshistorikerne, som har givet mange for-
skellige svar. Ingen af dem er endegyldige, hvilket nappe
heller er forventeligt med spgrgsmdl af den art. For at der
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skal vere mening iog mulighed for at "besvare" spgrgsma-

lene er det naturligvis pakravet at den graske matematiks
‘udseende klarlagges narmere end det sker ved stikordene i
indledningen.

I dehne‘fremstilling.vil vi operere med tre periode:, den fgr-

euklidiske, den euklidiske og den efter-euklidiske periode.

Navngivningen refererer til den nggleskikkelse, Euklid, hvis

. "Elementer" fra omkring 300 f.v.t. leverer det f¢rste, til os
overleverede, tYdélige og gennemarbejdede vidnesbyrd om gra?
kernes principiélt nye bidrag til matematikkens historie. Som
altid véd:sédanne periodeopdelinger er skellet ikke sa skarpt

i virkeligheden som'det er sat i teorien. Faktisk har det véret
og er stadig en opgave for forskningen i den grazske matematiks
historie at blotlagge de udviklingslinjer der f¢rer frem til og

videre fra Euklids "Elementer".

. DEN F@R-EUKLIDISKE PERIODE, CA.600 f.v.t. - CA. 300 f.v.t.

Voré$ viden om denne'periodes matematik beror ikke som for
dé &ldregoldtidskulturers vedkommende pa bevarede fgrste-
héndsmaterialer.,Kildésituationen er vanskeligqg, fofdi gra-
kerhe skrev - nar de da ikke overleverede deres matematik
mundtligt til elever eller kolleger - pd papyri, men gemte
aém ikké i tgrt sand eller pyramider. Derfor er de stort
set alle gaet tabt) selv om der kendes titler p3 en del af
dem. Kendskabet til periodens matematik stammer dels fra
fragmenter i senere forfatteres mere eller mindre palide-
"lige gengivelse, dels fra spredte bem&rkninger i ikke-ma-
tematiske tekster af digtere og filosoffer, bl.a. Platon
og Aristoteles.Flest oplysninger om den fgr-euklidiske ma-
tematik findes i en matematikhistorie skrevet pa aristo-
teles'tid af et medlem af hans skole, Eudemos fra Rhodos, i
cé. 320 f.v.t. Men ogsd dette vark er i sin oprindelige
skikkeise gdet tabt. Vi kender det gennem den sen-graske
skribent Proklos (400-485 e.v.t.), der inkorporerede det

i sine "Kommentarer til den fgrste bog af Euklids Elementer".

Hvor fortolkningen af flod-kulturernes matematik er vanske-

iig fordi det kun sjealdent af de bevarede tekster er muligt
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at komme til klarhed over de benyttede metoder, star vi altséa
med den tidlige graske matematik i det mere basale problem,

at vi ikke engang kan rekonstruere periodens tekster pa be-

tryggende made.

Begyndelsen

Det er da ogsd s&dan, at ikke bare metoderne, men allerede .
indholdet og arten af de a@ldste graske bidrag til matematik-

ken er omstridt, selv om man kender navne pa en rakke af de .
personer der i fglge traditionen har givet bidragene. Det er |
til gengald ikke omstridt, at den graske matematik bngndte i

det joniske omrade, altsd pa Lilleasiens vestkyst (i det nu-

verende Tyrkiet) og pa gerne :langs denne (de er stadig graske)

og senere flyttede til Syditalien med de jbniererder forlod

omradet efter persernes erobringer midt i 500-tallet.

Begyndelsen blev efter traditionen gjort omkring 600 f.v.t.

af Thales fra Miletos (ca 620-550 f.v.t. , men arstallene fra
perioden m& tages med forbehold). Han var en rig og berejst
kgbmand, der bl.a. skal have varet i Mesopotamien og i ZEgyp-
ten. Han beskaftigede sig med opfinderi, politik og naturfilo-
sofi (regnes for den fgrste af de sdkaldte joniske naturfilo-
soffer. Men altsd ogs& med matematik, hvor han tillazgges for-
skellige matematiske resultater, bl.a. at vinklerne ved grund-
linjen i en ligebenet trekant er lige store, og den sakaldte
Thales' sa@tning, som siger at en periferivinkel der spander

over en diameter altid er ret (se figuren )

Men hvad kan egentlig Thales' indsats her have varet? Selve
resultatet i satningen var kendt af Babylonerne tusind ar f¢r
Thales. Det har f&et nogle moderne matematikhistorikere til
at faste 1lid til senere graske skribenters (Proklos') antyd-

ning af at Thales indsats var at levere et bevis for pdstan-




den, eller i hvert fald at satte den i logisk forbindelse med

mere fundamentale geometriske udgangspunkter (van der Waerden,

stgttet af Boyer), mens andre afviser dette og andre forestil-
linger om Thales' bidrag som uhistoriske {(Neugebauer, ref. af

Boyer) .

Pythagoras (ca. 580.f.v.t.-500 f.v.t.) fra den joniske ¢ Sa-
mos var- endnu mere legendarisk end Thales. Efter at have rejst

méget bl.a. i Babylon og Egypten, grundlagde han i den gra-

‘ske koloni Kroton' i Sydltallen et filosofisk- re11g1¢st broder- -

skab, der bestod i mere end hundrede Aar. Dets medlemmer blev
kaldt pythagoraere. Broderskabets g¢remal der bl.a. 1ndebar

overholdelsen af et sat rellgl¢st—mystlske leveregler og ri-

tualer af orientalsk pavirkning, var tildels hemmeligt og kol-
lektivt. Udviklingen af broderskaﬁets lazre var i handerne pa

en inderkreds som kaldtes "mathematikoi". Det er herfra vi har
ordet_matematik. Det kommer af "mathema", som betyder "deét
larte". Pythagor®ernes religigse og videnskabelige la®resatnin-
gef og resultater blev tilskrevet grundla®ggeren. Derfor er det
stort set hdblgst, og vel héller'ikke'sé interessant, at skelne
mellem hvad pythagofaerne udf¢rte pa matematikkens omréde og

hvad.personen Pythagoras selv skabte.

Pythagoraerne

Under*alle omstendigheder har vores viden om pythagoraernes

matematik mange mangler. Det stdr dog fast at deres bestrea-

belser tidligt bestod i at satte verdens indretning i forbin-
delse med (hele) tal og forhold imellem dem. Pythagoraeren
Philolaos har sdledes sagt, at "i virkeligheden har alt hvad
man kan erkende et tal. Thi uden det lader intet sig fatte el-

ler erkende". é

En del af pythagorzernes virksomhed var orienteret mod tal-
mystik. Afhangigt af tallenes matematiske egenskaber tillag-
des de forskellige metafysiske roller. Tallet 1 blev ikke selv
anskuet som et egentligt tal, men som frembringeren af alle
andre, "al tings begyndelse". Tallene 3,6 og 10 var s&kaldte
trekantstal, fordi de reprasenteres af prikker der danner lige-

sidede trekanter:
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Trekantstallet 10 blev betragtet som helligt, det ansés for
at reprasentere universet. Nogle tal er, med en stadig gal-
dende sprogbrug, kvadrattal. Det er s&danne tal, der kan re-

prasenteres af prikker der danner et-kvadrat: - -
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Andre tal er fuldkomne tal. De er summer af deres divisorer,
fraregnet tallet selv. Tallet 6 = 1 + 2 + 3 er et sd&dant tal.
Pythagoraerne vidste, at ogs8 28, 496 og 8128 er fuldkomne tal,
og mere generelt at tal af formen 2§(1+2+....+2n) er fuldkomne, ~
n&r 1+2+....+2" (=2n+l-l) er et primtal. Undersggelser af denne
og lignende art, angdende spaltelighed, primtal, delelighed osv.,
som pythagorzerne altsd befattede sig med, kaldte grakerne for
"aritmetik" (af "arithmos", antal), til forskel fra "kgbmands"

regning som de kaldte "logistik", regnekunst.

Pythagorzerne opdagede at der var simple talmaessige sammenh&nge
mellem de langder "ens" svingende strenge skal have for at af-
give toner i musikalsk harmoni. Hvis en streng af en vis langde
holdes fast i den ene ende og i midtpunktet, afgiver den en
tone som er en oktav hgjere end den fuldestrengs tone. Hvis

2/3 af strengen svinger er tonen en kvint hgjere, hvis 3/4 en
kvart o.s.f. Pythagorzerne udviklede pd dette grundlag en har-
monilare som var temmelig sofistikeret, og som blev stdende
langt op i vor tid. Harmonilazren er blevet kaldt historiens
fgrste kvantitative naturlove. Men ikke alle pythagorzernes
forestillinger om verden som forklarlig kun ved hjalp af tal

havde denne empiriske karakter.

Heller ikke ndr det gazlder geometri er vores viden om hvad
pythagorzerne gjorde sarlig sikker. Efter traditionen skulle
de, og endda Pythagoras selv, have bevist den pythagoraiske "
laresetning (i en retvinklet trekant er kvadratet pa hypote-

nusen lig summen af kateternes kvadrater). Som tidligere navnt

havde dette resultat lznge varet kendt af babylonerne. Diskus-— ‘
sionen stdr om hvorvidt, eller i hvilken forstand, pythagora- ‘
erne virkelig kendte et bevis. Det vides ikke med bestemthed,
men der er ikke noget i vejen for at de faktisk gjorde. Lige-

ledes er det meget t@nkeligt at standardbeviset for at vin-



. kelsummen i en trekant er 1800, skyldes pythagoraerne:

b

Af de fem regulare polyedre der eksisterer (rumlige legemer
dannet med ens plane figurer som sider, hvor allé_kanter og
kantyinkler er lige store, og hvor alle vinkler mellem nabo-
planer er ens) skal pythagoreerne have kendt i hvert fald de

tre, tetraederet, terningen (hexaederet) og dodekaederet:

Dodekaederet kan de have lart at kende fordi der i Italien
findes en svovlkis, pyrit, som benyttedes til jernudvinding,
og som krystalliserer i dodekaedre. Endvidere kender man et
dodekaeder fra en etruskisk grav fra o. 500 f.v.t. Hvad enten
nu pythagoraerne virkelig kendte dodekaederet eller ej, kendte

de den regulare femkant, der danner dets sider. Den optrader

Vnemlig i deres ordenstegn, pentagrammet:

'Det er -blevet foresldet, og forslaget har en del for sig, at

unders¢gelsef af denne figur kom til at spille en afggrende
rolle for matematikkens videre udvikling. Narmere bestemt for

at thhagoraernes bestrzbelser p& at forstd verden gennem hele

tal og ‘talforhold fik et grundskud som omdannede oldtidens

graske matematik pd en mdde der blev bestemmende for'udform-'
ﬁihgeh‘af'OQSé‘modérné-tiders matematik. Det vil vi opholde os

1idt nermere ved.
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inkommensurable stogrrelser

~Ved studiet af geometrlske flgurer knyttede pythagoraerne,

som narliggende var og er, tal til forskellige af figurernes
dele, til langden af linjestykker, til arealer, rumfang m.m.
Imidlertid @gnskede de at madle figurerne sa resultaﬁerne alle
blev hele tal. Dvs. til en given figur skulle der findes en
lezngdeenhed som g&r et helt antal gange op i samtlige de styk-
ker man gnskede at mdle. Ud fra praktiske erfaringer og intui-
tive betragtninger skulle det ikke volde vanskeligheder at fa
dette ¢nske opfyldt, selv om man midske fik brug for en meget
lille enhed. Har man f.eks. to linjestykker som er henholdsvis
44.1 cm og 32 cm lange kan man som falles enhed bruge 1 mm, men
ikke nogen stgrre enhed (44.1 cm = 72~32 mm og 32 cm = 26-5 mm) .
Det gik imidlertid op for pythagéraerne, at det ikke altid er
muligt at male to forelagte linjestykker med en felles enhed

og hele tal som resultat, uanset hvor lille man forestiller sig
enheden valgt. Og denne umulighed er ikke kun en praktisk umu-
lighed, men en principiel umulighed. Kalder man to linjestykker
der kan males med en falles enhed for kommensurable (ordet bety-
der sam-malelige), findes der altsi inkommensurable linjestykker
Og det er her den regulare femkant og pentagrammet kommer ind i

billedet.

Selv om det md kaldes en hypotese, kunne det se ud til at pytha-
gorazerne, mere pracist Hippasos fra Metapuntum, engang i det 5.
arhundrede f£.v.t., midske omkring 420, maske f¢r, indsd at siden
og diagonalen i en regular femkant er inkommensurable. (En dia-
gonal er et linjestykke der forbinder hjgrner som ikke er naboer
I hvert fald blev Hippasos ekskluderet af det pythagoraeiske bro-
derskab, i fglge nogle opgivelser endog druknet, fordi han skul-
le have rgbet hemmeligheden om inkommensurabilitet og om penta-
grammet eller dodekaederet. At siden og diagonalen i den regulea-
re femkant er inkommensurable kunne pythagoraerne have opdaget

sdledes:

Fgrst er det ngdvendigt at klarggre sig nogle af pentagrammets
egenskaber. Forbindes dets spidser fremkommer en reguler fem-

kant ABCDE. Inde i pentagrammet, hvor den fprste femkants dia-



gonaler skarer hinénden, ligger den regulere femkant AlBlchlEl'

Dens diagonaler danner et nyt. pentagram, der indeholder den nye
regulare fémkant A2B2C2D2E2. Dens diagonaler danner et nyt pen-
tagram, og sdledes kan vi fortsette vilkdrligt lenge. Der op-
stdr stadigt: mindre pentagrammer og femkantéf, hvis sidelang-
der bliver mindre og mindre, sd smd det skal va@re. Nu er det i
ethvert af pentagrammerne sddan, at stjernespidsernes ben - i
det storé pentagram ACl, ADl, BDl,...osv. - alle er lige lange.
Disse stykker har desuden samme l®ngde som diagonalerne Alcl’
BiDl,...osv. i den anden femkant. Endvidere er siden AE (og de
gvrige sider) lig stykket ABl (og de tilsvarende stykker). Til-
svarende relationer galder i alle de indre pentagrammer. Disse
egenskaber fir man gje pd stort set umiddelbart, bare ved at se
péd figuren med dens ménge symmetrier. Hvis pythagorzerne (Hippa-
sos?) ikke iod Sig ngje med det, kunne de let have bevist egen-
skaberne ved gentagen anvendelse af resultater der var kendt pa
deh‘tid, isér s@tningen om at en trekant ef ligebenet netop hvis
“to vinkler er lige store. Det er imidlert'id ikke afggrende for
pointen om man ndede frem til pentagrammets egenskaber ved fi-
gurbetragtning eller ved en eller anden form for beviser, Hoved-
Asagén eflat~disse egenskaber g¢r det muligt temmelig direkte




at blive opm@rksom pa den navnte inkommensurabilitet, for
den der interesserer sig for at udtrykke linjestykkers lang-

der i forhold mellem hele tal.

Lad os nemlig nu antage at AE og AD var kommensurable, dvs.

at der fandtes et fzlles mal s, altsd et linjestykke der gar
et helt antal gange op i begge. S& ville s ogsd ga op i AD—AE,
der er lig AD-AB, = DB,. N&r altsd s gdr op i bade AD og DB, ,
da ogsa i deres differens AD—DBl, lig AD{ACl = Blcl' Vi har
dermed fundet at s gar op i bédeiDBl og B;C;. Men nu er DBl =
BlDl, diagonalen i den anden femkant, mens Blcl er siden i
denne. Det betyder, at s ikke bare er fzlles mal for diagona-
len og siden i den store femkant men ogsda i den naste. Men
dette argument kan jo gentages vilkarligt ofte. Derved bliver
s ogsd fazlles mdl for siden og diagonalen i den tredje femkant,
i den fjerde og sd fremdeles. Men da femkanterne bliver s& sma
det skal vere, vil siderne tilstrakkeligt langt ude i prdces-
sen vare mindre end s. Men det kan ikke forenes med at s gar
op i dem. Modstriden opstod ved antagelsen om at AE og AD var

kommensurable. Det kan de altsd ikke vare.

Denne fremgangsmade er ikke begra@nset til pentagrammet, men eg-
ner sig til i almindelighed at afggre om to linjestykker har et
felles mdl: Opgaven er uinteressant hvis stykkerne er lige lan-
ge. Det undersgges nu fgrst hvor mange gange det mindste styk-
ke kan vare i detvst¢rste. Den rest der eventuelt er tilbage,

er miﬁdre end det mindste stykke. Det undersgges sd hvor mange
gange resten kan vere i det mindste stykke. Den eventuelle ny
rest er mindre end den gamle. Sa undersgges hvor mange gange

den ny rest gir op i den gamle, og sdledes fortsattes. Hvis pro-
cessen ender, ved at der pd et tidspunkt ingen rest er, er det
sidst benyttede linjestykke det sggte falles mal. Hvis proces-
sen derimod aldrig ender er stykkerne inkommensurable. Det ind-
ses pd samme md&de som ovenfor. Denne fremgangsmdde er en direkte
kopi af den der benyttedes fra gammel tid til at finde den st¢r-
ste felles divisor mellem to hele tal (en fremgangsmdde der si-
den er blevet kaldt Euklid's algoritme). Med hele tal vil pro-
cessen imidlertid altid ende, fordi resten i hvert skridt bli-

ver mindre end i det foregdende, hvilket kun kan lade sig gg¢re




et endeligt antal gange.

Det har ellers varet g®ngs i matematikhistorien at ga ud

fra, at opdagelsen af inkommensurable linjestykker skete i
forbindelse med kvadratet, hvor det galder at siden og dia-
gonalen heller ikke er kommensurable. Et bevis for dette star
nemlig i (en tilfgjelse til). Euklids lo. bog (fra ca. 300 f.

v.t.). Det lyderimoderniseret skikkelse:

Lad.os antage at der eksisterer et kvadrat hvor siden og dia-
gonalen er kommensurable. Dette kommer ud pa at der findes
hele tal p og q, s& at diagonalen har langden p og siden q,

. malt 1 en falles enhed. Vi kan ga ud fra at brgken p/q ikke
kan forkortes, ellers kunne vi have valgt en stgrre fzlles
enhed. Nu er i fglge den pythagoralske laresatnlng p? = g?+q?
Zq?; Da p? dermed er det dobbelte af q_, 'm& p? vare lige.

S& mad ogsd p vare lige, fordi kvadratet pa et ulige tal er u-
lige. Altsd m& p have formen p=2pi,'hvor p; er et helt tal,
s&dan at vi ved indsattelse finder 4pi=2q2, eller 2pl=q2. Men
deraf fglger med det samme rasonnement som f¢r at q? og dermed
qver'lige. Vi har alts& fundet at bade p og g er lige. Det
betyder at brgken p/q kan forkortes (med 2), i strid med at
den var antaget ﬁforkortelig. Forudsatningen om at siden og
diagonalen i ét kvadrat er kommensurable kan altsd ikke opret-
holdes. Dermed er pastanden bevist. Beviset er et sdkaldt in-
direkte bevis, hvor man viser en pastand ved at antage dens
mods@tning og heraf aflede absurde konsekvenser. Formuleret
‘med nutidens sprogbrug har vi fundet at V2 er et irrationalt
tal, da lengden af diagonalen i et kvadrat med siden a netop

er av2.

Geometrisk algebra

En fplge af opdégelsen af inkommensurable stgrrelser var,
at en klasse af problemer som egentlig er aritmetiske/alge-
bxaiéké( f.eks. lgsning af ligninger, og dermed er na&rt for-
.bﬁhdé#;med‘tél,'ikke med tryghed kunne behandles i en talmas-
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sig ramme. De oversattes i stedet til geometriske broblemer
og blev behandlet som sddanne, med metoder hvor kommensura-
bilitet eller inkommensurabilitet ingen roile spillede. En
simpel illustration af hvad der er tale om har vi i den al-
gebraiske foxmel (a+b) 2= a?+2ab+b?2.Skgnt den i fgrste omgang
héndler om ﬁal, kan den-fortolkes geometfisk, til at handle

o@arealerne af rektangler og kvadrater. Den kan da formule-

a b ' res sdledes: Et kvadrat hvis
» side er delt i to stykkker, er ~
a 32 "~ |ab : sum af de to kvadrater der kan

dannes heraf, samt to gange

det rektangel der kan dannes

af stykkerne.

Men ellersifér tankegangen fgrst og fremmest betydning i for-
bindelse med de sdkaldte fladeanlzg, der pa grask hed parabo-
le. I den simpleste situation er opgaven denne: Der er givet
et rektangel med siderne a og b samt et linjestykke c. Der
skal nu bestemmes et linjestykke x, sa& at rektanglet med si-
derne ¢ og x far samme areal som rektanglet med siderne a og b.

b Den kan lgses geometrisk ved i
forlengelse af b at lagge ¢, og
a fra c's endepunkt trakke diago-
x| L —"1x nalen som angivet pa figuren.
- Hvor denne diagonal sk&rer a's

" forlangelse fremkommer et punkt.

Stykket herfra og til a's ende-
punkt er det sg¢gte x. For i det store rektangel er de retvink-
lede trekanter pé& hver side af diagonalen parvis kongruente.

Det der mangler p& den ene side, alts3 rektanglet ab, og pa

den anden side, alts& rektanglet cx, md8 s& ogsa have samme s

areal. Dette godtggr pdstanden. Tilsvarende metoder blev benyt-
tet til at lgse visse 2.gradsligninger geometrisk, de samme

som mesopotamerne kunne lg¢gse.

P& den made opbyggedes i den fgr-euklidiske graske matematik,
antagelig i et pythagorazisk miljg, et szt metoder til at for-
tolke og lgse algebraiske problemer som geometriske konstruk-
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tioner, der efterhdnden udvikledes til et omfattende system.
Efter den danske matematiker og matematikhistoriker H.G.Zeu-

then (1839-1920) kaldes dette apparat geometrisk algebra.

Vi har tidligere brugt det samme navn om mesopotamernes me-
toder til at 1lgse lignende problemer. Disse metoder var an-
tagelig kendt af grezkerne gennem joniernes forbindelse med
Babylon. Der er imidlertid en vaesentlig fbekel mellem gra-
kerne og babylonerne i dette stykke. For det fgrste narede
babyldnerne ingen tvivl om talbegrebets sundhed. De aritme-
tisk/algebraiske opgaver de lgste, lgste de som sédanne, blot
med geometriske navne til stgtte for intuitionen, og maske
ogsd for fortolkningen. Mange af dem havde nemlig udspring i
praktiske forhold, f.eks. bygningsanlag. Grakerne, derimod,
nerede i h@j grad mistillid til talbegrebets sundhed, deres
bmfbfmning af algebraiske opgaver til'geometriske‘tjente net-
op som middel til at komme om ved dette problem. Desuden er
der ikke noget der tyder pd at disse opgaver skulle have et
praktisk udspring, selv om der maske har veret forbindelses-

linjer til tempelbyggeri og lignende.

Uendelighedsbegrebet

'Opdagelsen af inkommensurable stgrrelser bidrog til hvad der
af historikerne er blevet kaldt en krise i gresk matematik.
Med denne opdagelse blev det umuligt for grazkerne at basere

en tilfredsstillende behandling. af geometriske f@nomener og
fysiske fanomener pa en talmassig beskrivelse. Det er afggren-
de at fdrsté at dette ikke var et praktisk problem, men et
teoretisk. Til alle praktiske mdleformdl kunne man klare sig
med tilnermelser, og gjorde det ogsd, men nar det gjaldt for-
stdelse af verdens indretning tilfredsstillede dette ikke gra-

kerne.

Men det knzk pythagorzernes program led ved opdagelsen af in-
kommensurable stgrrelser, var ikke det enesté knak program-
met blev udsat for. Et andet knak havde at ggre med uende-
iighedsbegrebet. Endnu engang m& det ggres klart, at handel-
sesforl¢bet kuh.kan rekonstrueres gennem fortolkninger, og at

diSse'kan fgre til forskellige resultater. Den gangse rekon-
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struktion knytter an til den beskrevne metode til at finde
et felles m8l for to linjestykker. Hvis denne proces ikke
ender, hvis der alts8 ikke findes et linjestykke som gar
op 1 begge de givne, kunne man sige at disse har et uen-
deligt lille falles mdl, eller at linjerne er dannet af
uendeligt mange punkter uden udstrakning. At pythagora-
erne virkelig sagde noéet i-den fetning, ikke bare om iin-
jestykker, men om den fysiske verden i almindelighed, er
der rimeligt belag for. F.eks. omtaler Aristoteles pytha-
goraernes'forestilling om et punkt sadan: et punkt er "en-

heden anbragt i en position".

En torpedo mod disse betragtninger var for grzkerne Zenon's
Earadokser. Zenon frarElea,—der-Qirkede omkring 450 f.v.t.,
tilhgrte den sakaldte eleatiske skole af filosoffer der gik
vidt i dristige spekulationer over verdens indretning, spe-
kulationer som # endnu hgjere grad end joniernes var fri-
gjort fra tingenes umiddelbare fremtradelse. Zenon's be-
rgmteste paradoks er "Achilleus og skildpadden". Hvis su-
perhelten Achilleus og en skildpadde skal lgbe om kap, og
skildpadden far et forspring, ligegyldigt hvor lille, kan
den ikke indhentes af Achilleus. For fg¢rst skal Achilleus
nd hen til det sted hvor skildpadden startede. Imens har
skildpadden ndet at bevaege sig et lille stykke, hen til en
ny position. S& skal Achilleus nd frem til denne position.
Pa den tid han bruger pd det har skildpadden bevaget sig
yderligere et lille stykke, som Achilleus sd md tilbage-
legge. Og s3 fremdeles, skildpadden vinder altid. Et andet
paradoks godtgpr umuligheden af bevagelse. For at kunne be-
vege sig fra et sted til et andet, md man fgrst tilbagelag-
ge halvdelen af strakningen. Men fg¢r det m& man tilbagelag-
ge en fjerdedel, f¢r det igen en ottendedel, osv., altsa
uendeligt mange sma stykker. Men sd kan bevagelsen aldrig
komme i gang.

H
Kernen i det fgrste paradoks er en foruds@tning om, at nar
der til en endeliqg strakning (skildpaddens forspring) lag-
ges uendeligt mange, ganske vist stedse mindre, stykker bli-
ver resultatet et uendeligt langt stykke. Forudsatningen i
det andet paradoks erat et givet linjestykke ikke kan un-

derdeles 1 uendeligt mange stykker, de vare sig nok sa& sma.
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Den gangse fortolkning af Zenon's budskab (der gar tilbage
til PaulATannery) er, at da alle ved at Achilleus vil vinde
kaplgbet, og at beﬁagelse faktisk er mulig, md det vare fo-
restillingen om uendeligt mange vilkdrligt sma linjestykker
der er absurd. Alts& er pythagorzernes forestilling om ting
som sammensat af uendeligt mange punkter absurd. Denne for-
tolkning gdr altsd ud fra at Zenon's paradokser er frem-
sat som bidrag til en polemik. I fglge andre fortolkninger

mente han paraddkserne alvorligt, dvs. fandt pad den ene side

‘r@sonnementerne logisk uangribelige, og fandt pad den anden

side konsekvenserne absurde.

Uanset hyilken mulighed der er den rigtige oplgste grakerne
aldrig paradokserne, der da ogsd har forarsaget filosofisk
ravagé til senere.tider. (En oplgsning skete fgrst efter
renassancen, hvor.udviklingen af infinitesimalregningen og
teorien for uendelige rakker tillagde det god mening under
visse omstandigheder at addere uendeligt mange positive

tal med et endeligt tal til resultat.) En fglge af uende—
lighedsparadokserne og af inkommensurabilitetsproblemet
blev at den videre udvikling af grekernes matematik kom til
at finde sted uden at vare baseret péd talmessig malelighed
eller pd et direkte uendelighedsbegreb. Nogie historikere
(Szabb) mener at disse problemer fgrte til aksiomatikkens
indtog i grask matematik. Nir det nu var sd let ud fra til-
syneladende rimelige forestillinger og god logik at ger&de
i alvorlige vanskeligheder, métte man basére sine overve-
jelser pa et sat af forudsatninger ingen ville anfagte, sa-

kaldte aksiomer. Det er netop hvad der sker hos Euklid.

Matematikken og den joniske naturfilosofi

Uanset hvilke narmere matematiske resultater og metoder py-
thagorzerne kan tillagges, kom deres indsats til i vasent-
iig grad at prage matematikkens udvikling. Deres hovedin-
teresse var at opnd erkendelse snarere end praktisk udbytte.
De, 6g’de gvrige joniske matematikere, stillede "hvorfor"-
5p¢rgsmél frem for "hvordan"-spgrgsmdl. Hvilken karakter de-
res besvarelse af "hvorfor"-spgrgsmilene, altsd deres bevis-
fd;else, narmere havde, hvor udviklet deres system var, osv

Kah di$RUtefes,'og_bliver‘detvstadig. Afgprende er, at nar
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der til matematikken stilles "hvorfor"~spgrgsmal, bliver
der tale om en helt anden slags matematik end i de andre
oldtidskulturer vi har omtalt. Man forstdr bedst dette
“vendepunkt i matematikkens historie ved at se de joniske
matematikere og pythagorzerne i en bredere sammenhang,

nemlig i sammenheng med de joniske naturfilosoffer.

De joniske naturfilosoffer begyndte tidligt at interessere
sig for ét finde mekanismerne og arsagerne bag fznomenerne,
fremfor at beskrive fanomenerne selv. Isar interesserede
de sig for at bestemme de ingredienser verden er opbygget
af. Hver af de joniske filosoffer, til hvis kreds Thales

og de fgrste pythagorazere md siges at hgre, havde sit eget
bud'pé hvad disse elementer var. For Thales bestod alting
af vand. Hans elev Anaximander (ca. 600~-546 f.v.t.) talte
om "det ubegrensede" som princippet for verdens indretning.
Den lidt yngre Anaximenes (ca. 585-525 f.v.t.) mente at
tingene var dannet af luft i forskellige fortyndingsgrader.
Hvad de alle sggte var det grundlaggende og uforanderlige

(kaldet physis) for en verden i forandring.

Karakteristisk for joniernes metode var at de sggte svare-
ne pd deres spgrgsmdl ikke sd meget ved iagttagelse af fano-
menerne i naturen som ved spekulationer og rasonnementer o-
ver den. De opstillede tankeme®ssige modeller over naturens
indretning. I disse modeller var der ikke plads for guder
eller andre mytologiske vasener. Kun til et skabende prin-
cip. Det at konstatere, og undgd, problemer og modsigelser
i spekulationerne blev den motor der drev udviklingen af
filosofien. Den filosofi der kom ud af det, gik ganske ra-
dikalt til verks i sin afskrivning af dagligdags erfarin-
ger og iagttagelser ("sanserne bedrager") som palidelige
kilder til erkendelse af verdens indretning. Denne erstat-

ning af erfaringer med spekulationer holdt i tgmme af re-

sonnementer blev et stedse mere dominerende trak i grask
filosofi, fgrst hos de sidkaldte eleatiske filosoffer (ef-
ter den syditalienske by Elea), med Parmenides (ca. 480
f.v.t.) og Zenon (ca 450 f.v.t.) i spidsen, og siden i sit
fuldeste flor hos Platon (427-347 f.v.t.) i det 4. arhun-
drede. N&r altsd den joniske matematik blev erkendelses-
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rettet frem for praksisrettet var det blot et specialtil-
falde‘af den filosofiske orientering. Men si ma man sp¢fge
videre: hvorfor fik den joniske filosofi dette prag? Der
synes at vare et'par elementer i en forklaring. Det joni-
ske samfund bestod, som de fleste graske samfund, af en
rakke selyvstyrende bystater, s&kaldte polis'er, hvis mate-
rielle grundlag var hdndverk og handel, suppleret med det
ngdvendigste og ikke serligt tralsomme landbrug. Der var
ikke som i flodkulturerne tale om samfund der stod og faldt
med en vellykket varetagelse af en.overrislingsbaseret
landbrugs¢konomi. Der var derfor heller ikke 1 de joniske
bysfater (behov for) nogedstram central organisation, et
magthieraki med embedsmand/prester i spidsen for admini-
strationen. Disse forhold frembragte en stand af "frie kgb-
mend", som var berejste og orienterede om omverdenen. De
bidrog utvivlsomt til at mesopotamiske, persiske og a&gyp-
tiske videnskabstraditioner blev kendt, om end'ikke kopie-
ret, i det joniske omrdde. Denne udadvendte &benhed betin-
get af manglen pd en sterk centralmagt udgegr det ene for-
klaringselement. Det andet er forbundet med det fgrste. De
joniske bystater ' er péfaldende fri for en
prasteklasse, som oldtidens Grakenland i det hele taget var
det. Det materielle grundlag for en sddan foreld vel sim-
pelthen ikke, fordi samfundet kun i mindre grad var et land-
brugssamfund afh&ngigt af en magtfuld naturs truende luner.
I hvert fald blev disse samfund ikke praget af en religigs
kultur, og dermed heller ikke af dybt forankrede traditions-
bestemte ideologier som spandte tankegangene inde i s&rlige
rammer. At pythagorzerne, som jo havde et jonisk udspring,
var et religigst-mystisk broderskab @&ndrer for sa vidt ikke
ved denne konklusion. I opbygningen af broderskabets lare
var der nzrmere tale om at videnskaben blev religion, end
om at religionen pdvirkede videnskaben. Disse betragtninger
giver. nogle grunde til at grakernes matematik fik et sa
seregent filosofisk przg, den graske matematik begyndte

som filosofi.

De tre bergmte problemer

Som tidligefe navn er alt hvad der angér den joniske og py-

‘thagoraiske'matematik,'éom den er beskrevet ovenfor, base-
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ret pd tredje- og fjerdehdndsmaterialer fra senere graske
perioder. De aldste "autentiske" tekster fra grask mate-
matik er énden (tredje)hands. De stammer fra Hippokrates
fra den joniske ¢ Chios. Han levede omkring 430-f.v.t. og
var oprindelig kgbmand. De tekstfragmenter der tillagges
ham er bevaret gennem en sen afskrift foretaget af Simpli-
kios- ca. 520 e.v.t. fra Eudemos' patematikhistorie. Hippo-
krates beskaftigede sig med geometri, og skal have skrevet
de fgrste "Elementer". Han er kendt for at héve arbejdet
med en variant af et af de tre bergmte problemer i grask
matematik, cirklens kvadratur, dvs. det problem ud fra en
given cirkel at konstruere et kvadrat med samme areal. Vi
skal nedenfor vende tilbage til dette og de to andre be-
rgmte problémer. Hippokrates kvadrerede ikke cirkler, men
mdner, dvs. figurer fremkommet ved to cirkelbuer med for-

skellige :adier. Bl.a. fandt han at arealet af de to skra-

verede mdner i figur

har samme areal som den skraverede trekant. Hans grund-

lag for at ggre dette var et resultat indeholdt i det frag-
ment der tillagges ham: forholdet mellem (arealerne af)
tilsvarende cirkeludsnit er det samme som forholdet mellem
(arealerne af) kvadraterne over cirklernes diametre. Hvor-
dan han narmere beviste dette resultat (i fplge Eudemos gav
han et bevis), vides ikke men ved hjelp af det godtggres

kvadreringspdstanden sdledes: vi har

Areal halvcirkel over AC _ (AC)?
Areal halvcirkel over AB (AB) ¢

=1
20

Da arealet af hver af de smé halvcirkler dermed er lig halv-
delen af arealet af den store halvcirkel, har de to halv-
cirkler til sammen samme areal som den store. Da endvidere
de to uskraverede cirkelafsnit er falles for de smd og den

store halvcirkel, m& resten af arealerne vare ens, dvs. de

skraverede midners areal er lig trekantens areal.
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Ogsd en rezkke andre ménekvadreringer kendes fra Hippokra-
tes' hand. Selv om sofistikationsniveauet i Hippokrates' be-
vis-fgrelse ikke er kendt, er historikerne enige om at se
ham som udgver af.en deduktiv, dvs. bevisbaseret matematik
(deduktion betyder udledning). Nogle har ligefrem set ham
som opha?smand til senere matematiklarebggers sd stand-

haftige skema: forudsatning, se@tning, bevis.

Den fgrste der skal have forsggt sig med at kvadrere cirk-
ler var den joniske filosof Anaxagoras, der i sidste del
af sit liv levede i Athen, hvor han d¢de i 428 f.v.t. I be-
gyndelseh var det nappe klaft hvad man skulle mene med at
konstruere et kvadrat af samme areal som en given cirkel,
dvs. det var ikke klart hvilke konstruktionsteknikker der
var "legale". P& Euklids tid var det et etableret krav at
konstruktionen skulle foregd alene med passer og lineal.
Efter traditionen skulle det krav fegrst veaere opétillet af
Ginopides fra Chios (ca. 450 f.v.t.). Det er muligt at
‘Platon og hans skole havde en Vasentlig indflydelse pa at
kravet ngd fremme. Det er fofdringen om at konstruktionen!

skal foregd med passer og lineal, der siden har varet en
forudsetning ndr talen var om ¢irklens kvadratur, og de
forgaves forsgg pa at 1lgse denné i gennem mere end 2000 &r.
Fgrst i 1882 blev spgrgsmilet afgjort. Ved hjzlp af meto-
der fra et helt andet omr&de, algebraen, blev det bevist
at det med passer og lineal er umuligt at lgse cirklens
kvadratur. Derimod kan problemet godt lgses, bade teore-
tisk og praktisk,'hvis man tillader andre hjelpemidler ved

konstruktionen.

En sddan lgsning ndedes allerede af den fgr-euklidiske
Hippias fra Elis, der var'samtidig med Sokrates (som degde
399 ‘f.v.t.), og Deinostratos, Eom var et par generationer
yngre. De betragtede en kurve som ikke kan frembringes med

passér og lineal, men som kan tegnes med god tilnarmelse,
den sé&kaldte trisectrix eller kvadratrix. Ved dens hjalp
kan man bestemme siden i et kvadrat der har samme areal som
en given cirkel, deraf navnet kvadratrix. Den kan ogsid be-
hyttes til atll¢se et andet af de bergmte problemer, trede-

lihg af en given vinkel. Deraf navnet trisectrix.
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Det sidste af disse problemer angdr fordoblingen af en gi-
ven terning (s volumen), ogsd kaldet det deliske problem.
Opgaven er ud fra en forelagt terning at konstruere en an-
den terning med det dobbelte -volumen. Navnet "det deliske
problem" skyldes at der i f¢lge en antik historie blev ret-
tet henvendelse fra en pestramt by til oraklet i templet pa
¢en Delos. Oraklet blev spurgt hvad der kunne ggres for at
afvende pesten, og svarede at man skulle bygge templet et
nyt alter dobbelt si stort som det gamle. Opgaven mislyk-
kedes. I fglge traditionen skal Hippokrates fra Chios have
indset at terning fordoblingen kan fgres tilbage til det at
finde en sdkaldt dobbelt mellemproportional mellem siden a
i den oprindelige terning og i en terning med den dobbelte
side 2a (altsd et otte gangersé stort volumen). At finde
en sddan dobbelt mellemproportional vil nu sige at finde

to linjestykker med langder x og y, sd at a:x = x:y = y:2a.
Hvis dette er opndet fglger nemlig (i moderne notation), at

y2 = 2ax og ay = x% . Heraf f&s videre at

y?¢ = 2ax, sé at x3 = 2a3, Terningen med siden x har s&

N

det dobbelte volumen af den oprindelige. Ingen af disse
problemer kunne grakerne lgse med passer og lineal, og som
for cirklens kvadratur blev umuligheden bevist ved alge-
braiske metoder i det 19. 8rhundrede. Ogséd til lgsningen
af det deliske problem havde grazkerne metoder der ikke be-
nyttede passer og lineal. Bl.a. har Archytas fra Tarent i
Syditalien (han kaldes ofte den sidste pythagoreer, var
fedt i 428 f.v.t., aret f¢r Platon) foretaget en sindrig
konstruktion ved anvendelse af rumlige figurer, herunder
omdrejningslegemer. Konstruktionen er interessant derved
at den giver en korrekt lgsning pd problemet (men altsa
med "illegale" metoder), men ikke kun anvendes til tek-

nisk/praktiske formal.

Eudoxos' proportionslere. Overgangen til den euklidiske
periode

Den udvikling der fg¢rte grask matematik fra inkommensura-
bilitetens og uendelighedsbegrebets dybe vand og ind til
land indebar ikke en direkte lgsning af problemerne men
en omgdelse af dem. Denne udvikling kom til at finde sted
i Athen, 1 tiden 450 f.v.t.-320 f.v.t., og i nar kontakt




med Platon og hans skole Akademiet. Ikke'fordi Platon selv
leverede konkrete matematiske bidrag, det gjorde han vist-
nok ikke, men fordi han som en overmade indflydelsesrig
skikkelse skabte en ramme og et klima, hvor matematikken
kunne~udv1kles i ner tilknytning til filosofien. Platon
var selv godt bekendt med den nyeste graske matematik,

" bl.a. i kfaft af en forbindelse med den tidligere omtalte

Archytas, der var regent i Tarent, hvor Platon en tid op-
holdt sig pa en langere rejse efter henrettelsen af So-
krates i 399 f,v.t. I flere af Platon's dialoger. (Menon,
Timaios; Theaitetos) diskuteres matematiske emner udfer-

iigt.

Platon s larer og ven Theodoros fra Kyrene (aktiv omkring
390 f. v t ) godtg]orde, uden at v1 n¢]agt1g ved hvordan,
-at 1kke bare V2 men ogsi V3 VS V7,' V8, VlO, vii, viz,
Vr_ Vﬁz V—— og V_f er 1rratlonale, selv om han ikke kan
have formuleret sig sadan. Theodoros' elev Theaitetos (dgd
369 f.v.t ) der ogsé var en ven af Platon, foretog mere

vdybtgaende studler af 1nkommensurab111tet Han opererede

mellem forskelllge grader af inkommensurabilitet. Der er,

i vores sprogbrug, tale om at stgrrelser der indeholder
kvadratr¢dder af kvadratrgdder er mere 1rratlonale end stgr-
relser der kun indeholder én kvadratrod. F.eks. er V1+V2
mere irrational end V2. Theaitetos' arbejde danner anfage-
lig grundlaget for behandiingen af disse anliggender i den
io; bog af Euklids elementer. Det menes ogsd at Theaitetos
gav et bevis (korrékt eller ej) for at der kun kan findes

fem regulare polyedre (se.tidligere).

Det uden tvi?l vaesentligste bidrag til den videre udvik-
ling sledes Eudoxos fra Knidos (ca. 408-355 f.v.t.), som
opholdt sig ved Platons Akademi. Det var hans indsats, med
opbygningen af den sakaldte proportionslere, der gjorde det

muligt at komme uden om inkommensurabilitets- og uendelig-
hedsproblemérne. Proportionslaren, der senere dannede grund-
stémmen i Euklid'sAfemte bog, omhandlede generelle stgr-
relser, der kunne vare linjestykker, plane figurer, rumlige
legemer osv., uafhengigt af om disse indeholdt inkommensu-
rable st¢rrelser eller ej. Udgangspunktet er, at stgrrelser

kan laqges til 51g selv et helt antal gange, dvs. multipli-
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ceres med et helt tal. Er f:eks. a et linjestykke er ma det
linjéstykke der fremkommer ¥éd at la@gge a i gange i forlan-
gelse af Sig selv: Stgrrelsér der &F af sammé art kah sam-
menligres med hinandén: At to Stgriélser er af samime drt
blev fastlagt til at betyde at den éne ved multiplikation
kan bringes til at oVerstige; dvs. omslutté; den anden.
Stgrreélser af samme art kan ogsd indgd i £6fhcld, propor-
tionéf; til Hihandefi; I en lidt andén rolle ef dette gdet
over i matematikhistorien som Archimedes' adksiom (eller Ar=
cHinedes lemiid), def méd béhprig henvisning til Eudoxos

gor filittig og dybsindig bfud daf det et pa¥ hundrede &r
Senetré: EudoxXds kunné nu défihére hvad det vil side at for-
holdet a:b af to stgrrelser a og b er det samme son forhol-
det c:d mellem to andre st¢rtelser, c og d; nemlig at det
for vilkarlidge hele tal m og n gelder, at hvis ma - hb si

er ogs8 mc - nd; hvis ma=nb §3 er ogsd mc=nd, og hvis ma . hb
da 0g&4 mc »nd: Denne lidt digennémékUéligé} men overmide
dybsindige, definitioh kan ggres galdende over for hvilke
som helst stgrrelser; kommensurable eller ej. Og endvidere,
selv om a og b md vare af samme art for at kunne indgad i
proportion med hinanden, og det sammé galder ¢ 0Og d, be-
hgver a,b pd den ene side og c,d pd den anden side ikke at
vere af samme art. F.eks. kan a og b vere linjestykker, c
og d terninger. I stedet for at diskutere sagerne ved

hjelp af tal og sammenligning mellem sadanne reprasente-
rende, langder, arealer og rumfang, det som netop gav anled-
ning til inkommensurabilitetsvanskelighederne, kunne de sam-
me anliggender bahandles ved hjalp af forhold. Eudoxos op-
byggede en tilfredsstillende aksiomatisk-deduktiv teori for
disse forhold, der dels var righoldig nok til at finde svar
pd ikke-banale spgrgsmdl, dels undgik inkommensurabilite-

tens dybe vand.

Ogsd uendelighedsproblemet kunne Eudoxos omgéd ved hjalp af
proportionslaren. Hans grundid& blev mere end 2000 &r senere
en central idé i den aksiomatiske opbygning af infinite-
simalregningen som ndedes i slutningen af 19. arhundrede.
Idéen er at lade alle overvejelserne bygge pd et aksiom,
siden hen kendt som exhaustions-aksiomet (exhaustion:udtgm-

ning). Det optrader hos Fuklid i nogenlunde denne skikkelse:
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Hvis man fra en eller anden stgrrelse fjerner en del som
mindst er halvdelen, og hvis man dernast fra resten fjer-
ner en del der mindst er halvdelen, og denne proces fort-
sattes, vil der fra et vist trin restere stgrrelser der

alle er mindre end en hvilken som helst forud given stgr-

relse af samme art.

P& modefne kan aksiomet udtrykkes sdledes: Hvis S er en .

st¢rrelsé (for os et positivt reelt tal), og d er et re-

elt’ tal (den andel der fjernes), ¥ < d < 1vil der altid

til et glvet670 findes et trin N, sd at S(1- d) N< ¢ for alle

n S N. Dette er det samme som at sige at S(1- d)n* o for n - e,
Selv om der her er tale om en granseovergang, og dermed for
s& Vidt om en uendelig proces, opéreres_der hverken med u-
endeligt smi eller uendeligt mange stgrrelser. Bade N,n og

.a er endellge stgrrelser. Uendeligheden omgéas gennem skema-

" “"for enhver... flndes...", p& en made der 1kke giver an-

'ladning til logiske problemer. P& basis af exhaustionsak-

siome£ lykkedes‘det Eudoxos at give et helt tilfredsstil-
lende bevis, ogsé efter vore dages milestok, for en rakke
satnlnger vedrgrende arealer og volumener. F.eks. den pa-
stand Hippokrates tog afs@t i ved sine manekvadreringer, at
forholdet mellem (arealerne) af to cirkler er det samme som
forholdet mellem (arealerne af) kvadraterne over deres dia-

metre. Kaldes i moderne notation cirkelarealerne A, og A2,

og deres diametre. for dl dg d2, pastas altsd at A /A2 =
a2/d2, Eudoxos v1ste, at hvis man antager at AjA, < a%/a3
eller-at A; < Az l/d? , kan man finde en polygon indskre-
vet i cirklen med areal Al (og dermed med mindre areal end
Al) hyis areal er stgrre end Al' Denne modstrid er en fglge

af antagelsén om at Al/A < d2/d2, som derfor md falde. P&

'tilsvarende made ggr Eudoxos det af med en antagelse om at

A /A, > d?-/d2 Tilbage star kun mullgheden Al/A = dz/d2

som saledes er bevist.




44

Efter samme retningslinjer beviste han at volumenet af et
tetraeder er en tredjedel af volumenet af et prisme med
samme grundflade og hgjde, og at volumenet af en ret kegle

er en- tredjedel af volumenet af en- cyllnder med. samme

grundflade og hgjde. ¢ Ty R
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Dette resultat var i fglge Archimedes tidligere naet af
den joniske filosof og matematiker Demokrit (ca. 460-370
f.v.t., kendt som en af grundlaggerne af den atomistiske
filosofiske skole). Han behyttede infinitesimale metoder,
der imidlertid fgrte ham ud i paradokser & la Zenon's. Be-
tragter man nemlig keglen som et legeme bestiende af uen-
deligt mange uendeligt tynde cylinderskiver, vil enten al-
le cylinderskiverne have samme grundareal, men sd har vi
at ggre med en cylinder og ikke en kegle, eller, hvis cy-
linderskiverne har forskellige grundarealer, f&4r man et
legeme med spring fra lag til lag og dermed ikke en glat
kegle. Selv om disse metoder altsa ikke kunne gives en
tilfredsstillende form hos grakerne, og dermed ikke vandt
indpas i teoriopbygningen, kunne de dog bruges til at give
et bud p& hvad resultatet skulle vere. Det var nemlig ex-
. haustionsmetodens Achilleshal, at den kun kan bruges til at
bevise pdstande, men ikke til at finde frem til dem. I den
greske o0ldtid kom Archimedes til at beherske begge instru-

menter i et virtuost samspil.

Med Eudoxos og hans elever stdr vi pa overgangen mellem
den fg¢r-euklidiske og den euklidiske periode. Til denne
overgang hgrer ogsd nogle bidrag fra Platons og Eudoxos'
efterfglgere til diskussionen om den rette fremstilling
af matematiske tekster. Det er dem vi skylder fremstil-
lingen af geometriske konstruktionsproblemer i en analy-
sedel og en syntesedel. I analysen t@nker man sig opga-

ven lgst, og drager heraf (logiske) slutninger om hvad

~der ngdvendigvis m& galde. Det indskranker mulighederne

til en eller nogle f&. I syntesen undersgges sd hvilke
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af mulighederne, om nogen, der faktisk lbser.det stillede
problem,'og dette bevises Sé. Analysen tjener til at finde
konklusionen, syntesen'til at godtg¢re den. For en fyldest-
gﬁrende fremstllllng af hvad der galder, er i og for sig kun

syntesen ngdvendig. Heraf kommer det navn som siden er blevet

brugt om fremstillingen i Euklid's og beslegtede geometritek-

ster, den syntetiske geometrl.

Af beskrivelsen af den fgr-euklidiske matematik givet ovenfor,
skulle det fremgd, at overgangen til den naste periode, den
euklidiské, er glidende, ellér anderledes sagt, at den eukli-
diske indsats ikke er faldet ned fra himlen, men henter sine
férpdsatﬁingerffa-léng Qéibesverlig'udvikling gennem mange hund-

rede Ar.

DEN EUKLIDISKE PERIODE

- Euklid

_Hvorbden graske matematik vi hidtil har omtalt havde hjemsted
forst i Lilleasien og i kolonierne i Syditalien og siden i A;hen,

blev centret for resten af den antikke periode forskudt til

- Alexandria i Egypten. Derfor benavnes denne periode ofte den

‘"alexandrinske"

'Baggrunden for dette skift 14 i de store forandrlnger som fandt

sted i de graske og i de @gvrige antikke samfund i lgbet af 3o0-
tallet f.v.t. Svakket af mange ars borgerkrige mellem de forskel-
lige bystétér'og af dertil knyttede politiske opbrud, blev det
gréske kerneland i 338 f.v.t. rendt milit®rt over ende af det
makedonske kongedsgmme under Filip. De graske bystater matte un-
derkaste sig makedonerne. Dermed forsvandt det graske bystats-
demokrati ud af antikkens historie. Filips s¢n og efterfglger
Alexander (den Store) fortsatte hvor faderen slap og gennemfgrte
i &rene 334 til 323‘f.v.t. en razkke erobringskrige, der gjorde
ham til overhovede over et monarkistisk imperium som med tiden
blev domineret af grask administration og kulturel indflydelse.
Imperlet strakte 31g fra Grazkenland over Lilleasien, Egypten oOg
Me50potam1en tll Indien ved Indus. Efter Alexanders dgd bred

rlget som helhed sammen efter en rakke tronf¢lgekrige, og del-



46

tes i mindre dele, bl.a. mellem nogle af Alexanders generaler.
Det babvlonske omrdde kom under kontrol af Seleukos (den I.)

og hans efterfglgere seleukiderne; det agyptiske omré&der blev
Wovertaéét af Ptolemaios den I. og hans eftéff¢lgeré ptolemzer-
ne. Dette omrides residensstad Alexandria blev snart den helle-
nistiske verdens st¢rste by - og dens videnskabelige og kulturel-
le centrum. Under Ptolemaios den II. grundlagdes en universi-
tetslignende institution, Museion, der - ud over at vare sin
tids mest indflydelsesrige lardomssade, med professionelle an-
satte videnskabsmand - rummede antikkens mest omfattende biblio-

tek.

Den skikkelse hvis navn er blevet stdende som varemarket for
den graske matematiks guldalder, Euklid, virkede netop i Alex-
andria. Den sengraske matematikker Pappos taler ligefrem om ham
som grundlagger af Alexandria-skolen. Om hans person og liv
vides ellers ikke meget, ikke engang hans arstal er kendte. Man
regner med at hans blomstringsperiode faldt under Ptolemaios den
I., altsd i tiden 306~-283 f.v.t.

Euklids matematiske indsats var af en sarlig karakter. Han skab-
te ikke fg¢rst og fremmest nye resultater og teorier, men samlede
og organiserede til et sammenhangende system vasentlige dele af
den forudg8ende graske matematik i varket "Elementerne" - den
fgrste fuldt bevarede graske matematiske tekst. Der er ikke ta-
le om et leksikon eller en hdndbog, men om en teoretisk traktat,
hvor der p& basis af et beskedent antal grundbestanddele - nog-
le begreber og nogle egenskaber tillagt disse - sker en skridt-
vis opbygning af teorien lag for lag til et stgrre fast sammen-
tgmret teoretisk bygningsvark. Derved fgres lgsningen af sammen-
satte problemer tilbage til lgsningen af enklere. Grundbestand-
delene i dette bygningsvark kaldes "elementer", hvoraf varkets
titel. Opbygningen finder sted ved hjalp af logiske slutninger
gennemfgrt pad temmelig skarpe pramisser og inden for snavre
rammer for det tilladelige. "Elementerne" er ogsd elementare i
det forstand at ikke hele datidens (eller Euklids) matematiske
fond var optaget i det, kun begyndelsesgrundene. Proklos sam-

menlignede deres rolle i matematikken med alfabetets rolle i

skriftsproget.
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Indholdet i de tretten bgger "Elementerne" bestdr af er, som
~det flere gange er blevet navnt i de erudgéende afsnit, hen-
tet fra de fgr-euklidiske &rhundreders bidrag fra mange for-

skellige matematikere. Disse bidrag har handlet om en rakke
forskellige emner, herunder egenskaber ved géometriske figurer
i planen, geometrisk algebra, proportionslaren, pythagoraisk

Italteori, inkommensurable st¢rreiser, regulere polyedre m.m.

. * _Man kan maske sige det sadan, at Euklid skilte emnerne ad i
deres bestanddele, éorterede dem efter deres indbyrdes begrebs-
lige og logiske sammenhang, og til sidst samlede dem pa en ny
m&de, efter deres plads i det teoretiske hierarki. P& nogle
‘punkter har der s& varet huller som Euklid har udfyldt; pa
andre steder har omorganiseringen kaldt pé& nye eller bedre be-
viser, som det antages at Euklid for en stor del selv har leve-
ret. Et citat fra Proklos kan belyse arten af Euklids indsats:
"...sammeénstillede "Elementerne"; samlede mange af Eudoxos'
s@tninger og perfektionerede andre af Theaitetos, og Bragte til
indiskutabelt bevis ting som kun var blevet noget lgseligere
bevist'af hans forgangere." Snarere end nyskabelser i kontant
fofstand reprasenterede "Elementerne" hvad man kunne kalde en

teorisanering.

Vaerket har tjent som en art larebog og referencevark for etab-
1erede og kommende matematikere, sikkert ved Museion. Som f@¢r
omtalt var Euklids "Elementer" ikke det fgrste vark af slagsen.
Bade Hippokrates fra Chios og en mand ved navn Leon skrev "Ele-
menter" fg¢r Euklid, og mdske har der eksisteret andre. De blev.
imidlertid alle sliet s& grundigt ud af Euklids, at intet af
bétydning er overleveret om dem. Euklid udkonkurrerede ikke
° blot sine forg@ngere, men p& en mdde ogsd sine potentielle ef-
terfglgere. "Elementerne" er udkommet i s& mange udgaver og
oversaettelser, at kun meget f& verker, sdsom Biblen, har vundet
st@rre udbredelse. Helt op i dette &rhundrede har redaktioner
af "Elementerne" tjent som larebogen i matematik i skolen, f.eks.

i England.

En sa&dan bog ma besidde nogle sarllge kvaliteter, og som f¢r
fremhavet har det da ogsd veret en kilde til gentagen undren
. 0og efterforsknlng hvordan den har kunnet frembringes. Af udred-

'nlngen i de foregaende afsnit af den f¢r euklidiske graske ma-
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1
tematiks udvikling fremgik det, at Euklids "Elementerne" nok
udggr et hgjdepunkt for, og den forelgbige afrunding af, den-
ne- udvikling;- men at varket samtidig i hg¢j grad beror pa sel-
ve denne udvikling. Det forhindrer ikke at dybden og den re-
lative endegyldighed af Euklids teOrisanéring er forblgffende,
ogsé seiv om der kan findes skavanker og rettes indvendinger
mod varket. Disse indvendinger gdr fgrst og fremmest pad at der
ikke s& sjazldent benyttes uudsagte forudsatninger eller resul-
tater, og pé& at frémstiilingeﬁ ikke alle steder fglger et lige
naturligt forlgb. Men egentlige fejl findes der nasteén ingen
af. Ikke f¢r i slutningen af sidste &rhundrede fik man midler
til at stable en moderne aflgser af "Elementerne" p& benene. Det
skete med David Hilbert's "Gfundlagén der Geometrie" fra 1899.
Indtil da havde Euklids geometri og traditionen efter ham givet
anledning til mengder af matematiske udfordringer og radikale
nyudviklinger. Noget af dette vil vi vende tilbage til senere

i denne bog.

Dette er ikke stedet til en detaijeret gennemgang af "Elemen-
terne", som gennem tiderne har veret genstand for et utal af
analyser, kommentarer og larde disputter. Den internationale
standardudgave er T.L.Heath's engelske baseret pad en oversat-
telse fra danskeren J.L.Heibergs (ikke @steten Heiberg,men de
skriftkloges autoritet pd graske matematiske tekster) tekstkri-
tiske udgivelse éf den graske tekst. Heath' udgave er pa l4oo
tettrykte sider, hvoraf hg¢jst 60o sider udggres af Euklids tekst.
Vi lader os ngje med en mere komprimeret antydning af indholdet

i varket.

De fgrste fire bgger handler om plangeometri, og der behandles
kun spgrgsmdl som ikke kraver betragtninger og resultater fra
proportionsl@ren. For at opnd dette md Euklid sno sig en hel

del. F.eks. giver han et saregent bevis - formentlig af egen
tilvirkning - for den pythagoraiske laresatning. Varket star-
ter med en razkke definitioner af de begreber der vil blive brugt.

De vigtigste af dem er:

1. Et punkt er det som ikke har nogen del.

2. En linje er en lzngde uden bredde.

3. En linjes yderligste ting er punkter.

4. En ret linje er en linje som ligger javnt med punkterne péa
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den selv.

En flade er det som kun har langde og bredde.

En plan flade er en flade som ligger javnt med de rette

llnjer pa den selv

8. En plan vinkel er bgjningen fra den ene til den anden
af to linjer i en plan som sk&rer hinanden og ikke llgger
inden for en ret linje.

9. Og nar linjerne som indeholder v1nklen er rette kaldes
vinklet retlinjet.

lo. Nar en ret linje stdr p& en ret linje sd at de tilstgden-
de vinkler er lig hinanden, er enhver af de ens vinkler
ret, og den rette linje der stdr p& den anden kaldes vin-
kelret pa den som den stidr pa.

1l1. En stump vinkel er en vinkel som er starre end en ret
vinkel.

12. En spids vinkel er en vinkel som er mlndre end en ret
vinkel.

14. En fiqur er det som er indeholdt af en hvilken som helst

. rand eller rande.

15. En cirkel er en plan figur indeholdt ef &n linje sadan at

- alle rette linjer som falder pd den fra &t punkt blandt
dem som ligger inden for figuren er lig hinanden.

16. Og dette punkt kaldes cirklens centrum.

17. En diameter for en cirkel er enhver ret linje trukket gen-

" nem centrum og afsluttet i begge retninger af cirklens
periferi, og en s&dan ret linje tvedeler cirklen.

19. Retlinjede figurer er dem som indeholdes af rette linjer,
hvor tresidede figurer er dem indeholdt af tre, firsidede
dem indeholdt af fire og mangesidede dem som indeholdes
af mere end fire rette linjer.

- 20. Af trekantede figurer er en ligesidet trekant &n som har
sine tre sider ens, en ligebenet trekant &n som kun har to
af sine sider ens, og en uligesidet trekant &n som har sine
tre sider indbyrdes forskellige.

21. Videre, af tresidede figurer er en retvinklet trekant é&n

: som har én ret vinkel, en stumpvinklet trekant &n som har
en stump vinkel, og en spidsvinklet trekant &n hvis tre

. vinkler er spldse.

23. Parallelle rette linjer er rette llnjer som, liggende i

: samme plan og forlangede ubegranset i begge retninger, ik-
ke skarer hinanden i nogen af retningerne.

~ U

Det ses at der ikke er tale om definitioner i moderne forstand,
men om tvartimod om. fatsl@ggelsen af nogle udefinerede begre-
ber, som til brug for intuitionen om hvad det hele gér ud pa
forsgges indkredset De spilleregler disse (u)definerede be-
greber er underlagt fastlagges nu af Euklid til at veare fglgen-
de lo: '

Postulater

Lad fg¢lgende vare postuleret ,
1. At trzkke en ret linje fra ethvert punkt til ethvert punkt.
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2. At forlange en endelig ret linje ubegraznset i en ret linje.

3. At beskrive en cirkel med ethvert centrum og enhver radius.

4. At alle rette vinkler er lig hinanden.

5. At, hvis en ret linje,der skarer to rette linjer, har de ind-

’ vendige vinkler pd samme side mindre end to rette vinkler, -
ska&rer de to rette linjer, hvis de forlanges ubegranset, hin-
anden p3 den side hvor vinklerne er mindre end to rette vink-
ler. (Dette postulat gdr under navnet "Parallelpostulatet") -

Almene grundprincipper

l. Ting som er lig med den samme ting er ogsé .lig med hinanden.

2. Hvis lige store stgrrelser legges til lige store stgrrelser,
er stgrrelserne til sammen lige store. -

3. Hvis lige store stgrrelser subtraheres fra lige store stgr- :
relser er de tilbageblevne stgrrelser lige store.

4, Ting som er sammenfaldende med hinanden er lig med hinanden.

5. Det hele er ste¢rre end delen.

Hermed er grunden lagt til udviklingen af plangeometrien. Bog I
handler om plangeometriené basis, rette linjers skering, vinkler,
trekantsgeometri, herunder kongruenslare, parallelle linjer og
parallellogrammer. Bog II handler isar om s&danne geometriske
s@tninger der fremstiller algebraiske identiteter. Desuden om
nogle foregribelser af trigonometriske anliggender. Det antages
i almindelighed at disse to bgger hovedsagelig fremlagger pytha-
goraisk materiale. I bog II1I og IV, der formodes at ga tilbage
til Hippokrates, behandles cirkler og cirkeludsnit, tangenter,

figurer ind- og omskrevet i cirkler.

Den femte bég fremstiller Eudoxos' proportionslare, herunder
exhaustionsmetoden, der dog ikke udm@dntes som en generel metode
hvilende p& é&n satning, men gentages fra grunden ved hver ny
anvendelse. En del af de resultater der findes i de fire fgrste
bgger genbehandles og generaliseres i bog V. En af de saztninger
der bevises i bogen er, at kvadratet har stgrst areal blandt a-
le rektangler med en given omkreds. Man har undret sig over at .
Euklid ikke fra begyndelsen indarbejdede proportionslaren i

bog I-IV, hvor den havde varet velanbragt. Zeuthen fremsatter

den formodning, at Eudoxos' arbejder endnu var af s& ny dato at

de ikke var tilstrakkeligt fordgjet til at gennemsyre fremstil-

lingen i bog I-IV, da disse blev skrevet. I bog VI anvendes
proportionslaren pad kongruenser og ligedannethed i planen. Der-

efter skiftes emne. I bggerne VII-IX behandles pythagoraisk tal-
teori, altsd kommensurable stg¢rrelser. Euklids algoritme til

udfinding af den stgrste falles divisior mellem to tal, og et
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bevis for at der findes uendeligt mahge primtal findés i disse
b¢ger.'I‘bog VII prasenteres nogle satninger hvis udsagn er
specialtilfelde af mere generelle s@tninger vist i bog V, og
dermed for s& vidt overflgdige. Dette kan (med Zeuthen) ses
som endnu et udtryk for bog V's relativt isolerede stilling i

fvarket;‘og for at bog VII indeholder forholdsvis aldre stof.
- Den sidste del af bog IX danner sin egen lille helhed og er pa

sin vis uafhengig af resten. Man (Szab6) har foresldet at den

er overtaget fra en anden euklidisk larebog.

Theaitetos' irrationalitetsteori danner grundstammen i bog X,
den vanskellgst tilgengelige af "Elementerne"'s tretten bgger.
Nogle af vanskellghederne skyldes utvivlsomt manglen pa et be-
kvemt symbolsprog der tillader overblik over de starkt sammen-
satte bégreber (jfr. omtalen i de foregdende afsnit af Theaite-
£ps' arbejde). Der er tradition - bl.a. hos Proklos - for at
tillaggéEuklid-fardigg¢relsen af Theaitetos' teori. Den rede-
ggrelse for at siden'og diagonalen i et kvadrat er inkommensurab-
le, som findes i en tilfgjelse (et scholium) til bog X, skyldes
efter alt at dgmme. ikke Euklid selv, men en senere tids bidrag,
maske fra Apollonios som siden skal omtales. Men beviset som
sddan er ikke senere. Det findes hos Aristoteles. En af de mere

specielle ting der behandles i den tiende bog er spgrgsmilet

om hvorvidt rgdderne i et 2.gradspolYnomium (i moderne formule-

ring) er kommensurable med koefficienten til l.grads-leddet, et
spprgsmdl der kan forekomme overraskende idet r¢dderne i alle

_tilfelde (ndr de eksisterer) kan konstrueres eksplicit ud fra .

den geometriske algebra. Heath giver det bud, at grakerne fak-
tlSk var mere 1nteresserede i numeriske forhold end deres over-

leverede traktater normalt lader ane.

I bggerne XI-XIII vendes der atter tilbage til egentligt geome-
triske problemstillinger, men nu inden for rumgeometrien. I bog
XI l=zgges grunden, definitioner og aksiomer prasenteres. I bog
XII benyttes proportionslarens exhaustionsmetode til at frem-
bringe resultater om figurmdlinger. Rumgeometriens clou er be;
handlingen i bog XIII af de regulare polyedfe, ogsd kaldet de
platoniské legemer. Det bevises at der netop findes fem sédanne,

'og deres narmere egenskaber, f.eks. storrelsen af forskellige

llnjestykker og vinkler, bestemmes. Disse bestemmelser er miske
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udfgrt af Euklid selv. Grundstammen i bogen tillagdes i ¢vrigt
af den graske tradition Theaitetos.

I oldtiden opererede man med at endnu to bgger om regulare
polyedre hgrte til "Elementerne", og mange senere udgaver havde
disse bgger hed. Det er sideﬁ blevet godtgjort at de ikke er _
skrevet af Euklid. Den ene af dem ("bog XIV") er antagelig ble-
vet til i &rhundredet efter Euklid, og ‘bringer en- fortsattelse
af "Elementerne". Den "femtende bég" er langt senere og inde-
holder mere primitivt materiale end "Eiementerne"'s.

Omend Euklids "Elementer" er det aldste komplette vaerk overle-
veret fra grask matematik, er overleveringshistorien kroget,
stedvis afbrudt, og i hvert fald. indviklet. Arsagen til det er for
det fgrste, at teksten forsvandt sent i oldtiden, og for det an-
det at der fra det 3. 8rhundrede e.v.t. skete en del tilfgjelser
og @ndringer i Euklids tekst. Et af de sejlivede resultater af
s8danne omarbejdninger blev skrevet af en vis Theon (4. arh. e.
v.t.). Afskrivning og opbevaring af "Elementerne" gik for sig i
det byzantinske rige og senere i den tidlige middelalders vest-
europaiske klostre. Men til matematisk virksomhed blev de ikke
benyttet i denne periode. De havde derfor heller ingen udbre-
delse udenjfor arkiverne. De aldste grasksprogede manuskripter
er fra perioden 9.-12. &rh., men de fleste bygger p& Theons ver-
sion. Den mest pdlidelige tekst3- den der ligger til grund for
Heibergs udgave - anses for at vare det sakaldte Vatikan-manu-
skript fra det lo. &rh. Disse grazske tekster er fgrst pad et
langt senere tidspunkt kommet til at danne grundlag for Euklid-

udgivelser.

Der var imidlertid en anden kilde, nemlig arabiske Euklid-over-
sattelser. I det 8. &rhundrede fik arabiske sendebud fra kalif-
fen overdraget eksemplarer af "Elementerne" i hoffet i Byzans.
De blev oversat til arabisk i flere omgange i 8oo-tallet, og i
de fglgende &rhundreder fremkom mangfoldige oversattelser, be-
arbejdelser og kommentarer pd arabisk. Fgr Heiberg mente flere
forskere, at den arabiske Euklid-tradition havde bevaret en me-
re autentisk tekst end de senere graske manuskripter. Men efter
Heiberg er dette ikke l@ngere den herskende opfattelse. Det var
gennem de islamiske araberes almindelige stimulering til genop-
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tagelsen af matematiske aktiviteter, at Euklid blev genopda-
get i Europa.i middelalderen. De Euklid-udgaver som kom til
den lazrde verdens kendskab var ikke baseret pa de omtalte gra-
ske manuskripter, men p& latinske oversattelser i det 12. ar-
hundrede (Zthelhard fra Bath, og is@r Gherardo fra Cremona)
fra arabisk. Men der findes vidnesbyrd om at man godt kendte

eksistensen af grasksprogede manuskripter pa den tid.

Den fgrste trykte udgave af "Eleméhterne" - ogsa pa latin over-
sat fra arabisk - udkom i Venezia i 1482, og derefter huftigt

i nye udgaver. En latinsk udgave baseret pd et grask manuskript
af theon'sk“type udkom i 1505, mens den fg¢rste graske udgave -
éditiofprinceps'- baseret pd et tekstligt set ret ringe manu-
Skript kom i 1533 ‘I de fglgende drhundreder udkom stadig bedre
udgaver, indtil den (forelgbigt) endellg udgave, Helbergs, ud-
sendtes i arene 1883-1916. ' ‘

Euklids navn er frem for alt forbundet med "Elementerne". Men
faktisk skrév han en hel del mere, hvoraf dog det meste er gaet
tabt, sdledes varker om musik, astronomi og mekanik. Bevaret

- bédde pd grask og arabisk - er "Data", der fremlagger undersg- .
gelser i tilknytning til "Elementerne", nemlig sadanne hvor

det vises,Aat'hVis bestemte stgrrelser er givne sid er dgsé vis-
se andre stgrrelser givne. Zeuthen betegner disse resultater som
analytiske hjelpemidler for "Elementerne", hovedsagelig de seks
f¢rste b¢ger. Ligeledes bevaret er "Deling af figurer"-(i en a-
rablsk oversattelse), "Fenomenerne" og "Optik". "Elementerne"
kan siges at handle om geometrien af det rum hvori fysiske fe-
nomener udsplller sig. Dette rum er tredimensionalt, uendeligt
i alle retninger, ens p& ethvert sted (homogent) og ens i alle
retninger (isotropt). Det er en geometri som egner sig til at
beskrive flytningen af legeﬁer der lades uforandret af flyt-
ningen. Et s&dant rum kaldes i dag netop "euklidisk". Den ramme
for forstdelsen af det fysiske rum som Euklids "Elementer" leve-
rer, egner sig ikke uden videre til at beskrive synets geometri,
der jo er underlagt perspektiviske virkninger. For synet fir é&n
og:sammé genstand forskellig stgrrelse i billedet alt efter

hvor iang£ den er vak fra betragteren. For ét beskrive synets

geométfi mé man valge en anden ramme end "Elementerne"'s (selv
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om det faktisk er muligt at bygge pd deres grundlag). Det er
det der er p& tale i "Optik", som nermest er en perspektiv-

lere. - - - - . -

EUKLIDS EFTERFPLGERE

Betegnede Eukllds arbejde hgjdepunktet i klarlaggelsen og
| fremstillingen af teorigrundlaget for den senere matematlske
udvikling, er der s& langt fra tale om at det derefter gik ned
ad bakke for grask matematik. Tvartimod ndedes der 1 de fglgen-
de &rhundreder nye hgjdepunkter hvad resultater angik, med af-

st i Euklids og hans forgangeres indsats.

Archimedes

I Syrakusa p& Sicilien, men i kontakt med centret i Alexandria,
arbejdede Archimedes (ca. 287-212 f.v.t.), der nok var lidt
yngre end Euklid, og som af mange er blevet kaldt oldtidens
stgrste matematiker. Hans virksomhed var flerdelt.

Fgrst og fremmest fortsatte han i det euklidiske spor, hvor

han under suverzn beherskelse af "Elementerne"'s begrebsapparat
og teknikker, frem for alt exhaustionsmetoden, indlemmede nye
omrider i det euklidiske matematikunivers. Blandt de objekter
han studerede var visse kurver der ikke hidtil var blevet under-
spgt med euklidiske metoder, sdsom parabler, ellipser, hyperb-
ler, spiraler m.m., og navnlig omrdder begranset af stykker af
sddanne kurver. Ved hjzlp af uangribelige og overmdde skarp-
sindige exhaustionsbeviser bestemte han arealet af et parabel-
segment (i "Parablens kvadratur"), ellipsens areal (i "Om konoi-
den bg sfaroiden"), og arealer i tilknytning til den "archime-

diske spiral", som han ogsd anvendte til vinkeltredeling. Gen-

nem udregninger (i "Om mdlingen af cirkler") af arealerne for
regulare 2n-kanter (for n = 3 til 43) indskrevet og omskrevet

i en cirkel, gav han antikkens bedste tilnarmelse til m:

Rumgeometriske forhold behandlede han bl.a. i "Oom kuglen og cy-
linderen", hvor kuglens overfladeareal bestemtes som fire gan-

ge arealet af en storcirkel. 0Ogsa overfladearealet af en kug-




lekalot, savel som kuglens volumen kakedes det ham at bestem-

me. Falles for disse arbejder er at der indén i og uden om de
betragtede omr&der lagges polygoner eller andre velkendte om-
rdder. Ved stadig bedre tilnzrmelser med s&danne omradder ("over-

og undersummer") benyttedes exhaustlonsmetoden til at bev1se

at det betragtede areal eller volumen md have en bestemt var-

d;. Opbygnlngen'og fremstllllngsformen er som hos Euklid, ak-
siomatisk deduktiv. Uden at der p& nogen médde er tale om egent-
lig regning med - grénsevardier, er princippet i Archimedes"
fremgangsmade ' nesten identisk med princippet i senere tiders

1ntegralregn1ng.

Vi har tidligere varet inde pa at brugen af exhaustionsmetoden

- s@dvanligvis kraver et bud p& hvad den sggte verdi er. Det var

lange en gdde hvorfra Archimedes fik disse bud. Men i 1906 fandt
Heiberg i Istanbul et hidtil ukendt Archimedes—manuskript)

"Metoden", hvor Archimedes i breVe til Erathostenes i Alexandria

forteller om sin fremgangsmdde til at finde disse verdier. Det
fremgdr heraf at han ndede resultaterne ved at balancere figu-

rer samlet af tynde'linjer mod hinanden pa en vagtstang.

Dette bringer os til den anden af Archiﬁedes' indsatser. Bgger-

ne "Om ligévagt af planer" og "Om flydende legemer" er trakta-

ter om matematisk fysik, hvor netop ligeVegtsproblemer, tYnge-
punktsbestemmelser, hydrostatik ("ndr et legeme neds@nkes i vand
.") osv. stir i centrum. Ogsa her nés resultaterne ved hj=lp

af exhaustionsmetoden og fremstillingen er aksiomatisk-deduktiv.

Pa sin egen tid var Archimedes hergmt for en tredje virksomhed,
som civil- og militeringenigr. Men flere antikke forfattere be-
merker at han ikke selv tillagde disse ggremdl nogen vagt - ja
at han parmestvsé ned pd dem, og at der i hvert fald ikke var

tale om noget samspil mellem dem bg hans teoretiske grundforsk-

ning.

I en lang periode, fra senantikken til middelalderen, var na-

sten ingen af Archimedes' varker kendt. Ogsid for ham er overle-

.verlngshlstorlen bugtet. Flere af varkerne blev oversat til

arablsk Overlevelsen t11 nyere tid beror i g¢gvrigt pd grask-




sprogede l50o0-tals kopier af @ldre graske manuskripter fra 9.-
lo. &rhundrede.

Apollonio§

T centrum af den euklidiske tradition, og med tilknytning til
Alexandria, virkede ogs& Apollonios fra Perga, der med de ten=
kelige arstal 262=190 f.v.t. var lidt yngre end Archimedes.

Ud over om matematiske emner har-han ogsd skrevet om astrono-

miske spprgsmil af geométrisk natur. Man kénder genném senere
graske matematikere, isar Pappos (ca. 326 e.v.t.), titlerne pd
og noget &f indholdet i hans matematiske skrifter, som alle
handlede om geometri. P& nar to, "Afskaring af et areal” og

"Keglesnit", er de gdet tabt.

Det vark han fg¢rst og fremmest er kendt for er "Kéglesnit",

der i manuskripter fra 12. og 13. &rh. pd grask (bog I-IV) og
arabisk (bog V-VII) er overleveret til eftertiden (en ottende
bog er gdet tabt). En samlet oversattelse til latin fremkom i
Europa i 17lo. En kegle er en flade
der frembringes af alle linje som

gdr gennem et bestemt punkt P i rum-
met og et punkt pd en given cirkel-
periferi C (se figuren). Apollonios
studerede de figurer der fremkommer
ved at en siddan kegle skazres med en

vilkarlig plan. Det er disse snit-

figurer (kurver), der kaldes kegle-
snit. Afhangigt af hvordan planen ligger i forhold til keglen
bliver snitkurven enten en cirkel; en ellipse, en parabel el-
ler en hyperbel, navne som Apollonios indfgrte p& dem. Kegle-
snit var tidligere blevet behandlet i grask matematik (bl.a.
af Platons samtidige Menaechmos), men Apollonios niede langt
videre. Med strenge beviser pa "Elementerne"'s grund, og i
deres verbale stil, leverede han en overmdde grundig, n&rmest
komplet udgravninhg af keglesnittenes egenskaber. For efterti-
den har "Keglesnit" da ogs& stdet som en stort set fuldstendig
. traktat om sit emne, der kun beh¢vede f& tilfpjelser, og om-
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skrivning til senereitiders sprogbrug; I den nyere tids mate-
matik fremstilles keglesnittene ved hjalp af ligninger der re-
fererer til et koordinatsystem i planen. Det var tet pa at A-
pollonios' arbejde havde fgrt til indfgrelsen af.sédanne analy—‘
tisk geometriske synsmdder pd keglesnittene, og til analytisk
geometri i det hele taget. Man (Boyer) har set en arsag til at
det ikke skete i det tunge apparat, som den symbol- og formel-
lpse geometriske algebra udgjorde.

Den euklidiske guldalderperiode sluttede tilsyneladende med
Apollonios. I hvert fald kendes nasten ingen oldtidsvarkef i
den euklidiske tradition efter hans tid, hvilket dog'ikke bety-
der at den graske matematik gdr til grunde hermed. Et efterspil
far traditionén med den sengraske matematiker Pappos (ca. 320
e.v.t.), der virkede i Alexandria, som p& den tid var under det
romerske kejserriges,herred¢mme. I det éneste overlevende vark
fra hans héndl?SZnagoge" (betyder."samling") leverer Pappos
forskellige filf¢jél$er til, og generalisationer og udvidelser
af stof fra "Elementerne" og omegn. F.eks. viser han at cirklen
har stgrre areal end alle regulazre polygoner med samme omkreds.
I de sidste af varkets otte b¢gér behandles anvendelsen af ma-
tematik p& astronomi, optik og mekanik, og der gives matematik-
historiske oplysninger som ikke kendes fra andre kilder.

DEN EFTER-EUKLIDISKE PERIODE. ANVENDT MATEMATIK I DEN GRESKE
OLDTID '

Aiﬁﬁhvad der hidtil har varet omtalt af grask matematik har an-
gaet, hvad der siden er blevet kaldt opkomsten af matemétik som
videnskab. Vi har set at denne opkomst er nart forbundetimed
opkomsten af en naturfilosofi uden mytologiske forankringer,

og ét dens interesse fgrst og fremmest rettede sig mbd erkendel-
se. Narmére bestemt var hovedbestrabelsen for denne tradition

i gresk matematik at undersgge rent geometriske spgrgsmdl pa

et kravende aksiomatisk-deduktivt grundlag. Og det er i hgj

grad disse bestrabelser og deres succes -der har skabt den graske

matematiks ry i matematikhistorien.

Det skal-imidleftid ikke overses, at der ogsd fandtes et andet
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spor i den graske oldtids matematik, et spor som i hgjere grad
s8 det som sin opgave at udnytte matematiske overvejelser til
formd81l uden for matematikken selv, f.eks. til naturbeskrivel-
se (navnlig sngidende astronomiske og stiske forhold), men og-
sd til mere regelret praktiske formdl. Nogle af aktgrerne i
dette spor Var ogsé aktive i den euklidiske traditibn, f.eks.

Archimedes og Apollonios.
Vi lagger ud med en kort omtale af

Grzkernes talsystem

Selv om grzkerne i deres udvikling af matematikken som viden-
skab n®rmest opgav: talléhe som grundlag for en beskrivelse af
- verden, kunne de trods alt ikke undvare dem til dagligdags for-
md&l i handel, hdndvark m.m.m. Der var da ogsd kun tale om posi-
tive hele tal og rationale tal (brgktal). Aliigevel springer
det i gjnene hvor primitiv den klassiske graske logistik, reg-
nekunst, var, dels i sammenligning med den ¢vrige greske matema
tik men ogsd med den babylonske regnekunst. De vedholdende an-
givelser i grazske tekster om at grzkerne larte matematik fra
xgypterne, handler miske om logistikken;.som har mange mindel-

ser om agyptisk regnekunst.

Grakernes talsystem havde grundtallet lo, men var ikke positio-
nelt. Faktisk var der to talsystemer i brug, i hvert fald i be-
gyndelsen. De anses for at vaere udviklet nogenlunde samtidigt,

i perioden 8oo-500 f.v.t.

I det attiske talsystem, som muligvis har de zldste rgdder, no-
teredes tallene 1,2,3 og 4 med lodrette streger |, ||, |||, |ll].
mens tegnene for 5,10,l00,l000 og loooo noteredes med det fgrste
bogstav i hvert af ordene for disse:
5: 1 (af pente), i en aldre form ses T
lo: A (af deka)

loo: H (af hekaton)
looo: X (af chirioi)

loooo: M (af myrioi ( myriade))
Der er altsd ikke sarlige tegn for 6,7,8,9. De dannes som alle

andre tal ved kombination af de navnte tegn. Man kan heri se
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en rest af et femtalssystem. Tallét 7 noteredes siledes: T
Tallene 50 og 500 ved I, og . Tallet 7932 ville blive skre-
vet:

Iy XX Ty HHHH AAA ||

svarende til 5000 + 2-lo0o + 500 + 4°loo + 3-1lo + 2-1.

Det joniske system, som fra 2oo-tallet blev eneréddende, er et
rent lo-talssystem, uden femtalsrester. Det er baseret pa det
graske alfabet i en gammel skikkelse, dvs. en skikkelse med
tre tégn,‘henholdsvis digamma, koppa og sampi,‘der er markeret
ved *, som ekstra tegn: o

. .6 € $ ¢ n 8 1 K - X H v £ o} m [

A E I'*z H 0 I K A M N = o 1 *

1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo 2 30 40 50 60 70 8o 9o

p o T v ¢ X ] w >
P z T Y o X ¥y Q ¥
loo 200 300 400 500 600 700 800 900

I begyndelsen havde man kun de store bogstaver, de smé-h¢rer
en lidt senere tid til. Nar det gjaldt stgrre tal end 900 be-
gYndte man forfra p& alfabetet, men satte et marke foran:
oA ,B T , A JE T .z ,H ,0

looo 2000 3000 4609 So00 6000 7000 8000 9o000.

I det joniske system ville tallet 7932 se sadan ud: ,Z M AB. Tal
0yer ldooo} en myriade, blev skrevet ved tilfgjelse af tegn for

dét‘antal myriader der var tale om, enten over M, tegnet for en

'myriadé'i det attiske system, eller efter resten af tallet, ad-

skilt ved en prik. F.eks.:
B A 4 : ©IB 12
40000: M (loooo), l20000: M (loooo), 1234567: M,A0E2-PKT

3567 123
Ndr man havde brug for at skelne talangivelser fra ord satte man
streg over. Selv om i det joniske system en bestemt plads angi-
ver en bestemt lo-potens (talt fra hgjre som hos os), er syste-
met alligevel ikke, som heller ikke det beslazgtede &gyptiske,
et positionssystem, fordi man skiftede til nye ‘tegn ved over-

gangén'til nye ‘lo-potenser.
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Grzkernes brgksystem var i den sammenhang der her er tale om,
centreret om stambrgker, dvs. brgker med talleren 1. De note-
redes med et ' efter, f.eks. NB' for J? (af sammenha&ngen matte
det ffemgé at der ikke var tale om 5¥y. I den efter-euklidiske
periode kom ogsd andre brgker pa tale, bl.a. sexagesimalbrgker.
Nogle har ment at behovet for brgker til praktiske formdl blev
omgiet ved at mdl, vaegt og mgnt fandtes i s& stort et antal
enheder og underenheder, .at man i praksis kunne klare sig. uden

megen brakregning.

Selv om tiIVEnning til grakernes system selvfglgelig g¢r det
nemmeré at hindtere end det ved fgrsté gjekast ser ud til (Paul
Tannery larte sig at regne i det joniske system og fandt det ik-
ke s& radsomt), var der alligevel tale om et meget besvarligt
system. Man gdr ud fra at systemerne fgrst og fremmest blev
brugt til at prasentere tal og resultater i, mens selve regne-
operationerhe nok har varet udfe¢rt pid en kugleramme, en abakus.
Vi ved imidlertid ikke meget om sagen, fordi den ikke af gra-
kerne blev fundet vaerdig til skriftlig omtale. Det er vard at
bemarke, at det joniske system er blevet benyttet helt op i vor

tid i Grakenland i administrative og juridiske tekster.

Matematiske beregninger

I arbejdet med astronomiske (herunder kalendermassige) og geo-
grafiske ispprgsmdl lagde graske astronomer og matematikere
grunden til en tidlig trigonometri. Den angik sammenhange mellem
buer og korder i én cirkel, menEikke, som senere trigonometri
gjorde det, forhold mellem linjestykker i trekanter, og natur-
ligvis slet ikke trigonometriske funktioner i moderne forstand.
Men trigonometri var det lige fuldt. De fgrste systematiske bi-
drag blev givet af Erathostenes fra Kyrene (276-194 f.v.t.) og
Aristarchos fra Samos (3l0-230 f.v.t.) der begge tilhgrte det
alexandrinske universitet Museion. Ved hjelp af korrekte meto-
der, men p& grundlag af gale observationer, bestemte Aristar-
chos forholdet mellem afstanden Manen-Solen og afstanden Manen-
Jorden ved fuldmine, mens Erathostenes fandt Jordens omkreds
med stor ngjagtighed. Hipparchos fra Nike@a (180-125 f.v.t.) for-
midlede resultater - navnlig indholdsrige samlinger af miledata
- fra den hgjtudviklede babylonske astronomi til den graske vi-

denskabelige verden. Han producerede de fgrste trigonometriske




(14

5

61

tabeller for korder i cirklér, altsd essentielt sinus-tabeller.
(sinusltil vinklen v er jo numerisk lig den halve l&ngde af
korden sp@&ndende over 2v). Cirklen var inddelt i 360%, og hver
grad i 60 minutter, hvert minut i 60 sekunder. Omkring loo e.v.t.
behandlede Menelaos trekanter dannet af storcirkelbuer pa en
kugleoverflade, de sdkaldte sfariske trekanter, og fandt tri-
gonometriske resultater i tilknytning hertil, bl.a. en &kviva-
lent til "idiotformlen". Han indsad at v1nkelsummen i en sferisk

trekant overstlger 1800

Periodens trigonometriske hovedindsats blev ydet af Ptolemaios
(ca. loo-165 e.v.t.), ikke at forveksle med de alexandrinske -

konger af samme navn. Denne indsats, der sikkert skylder meget.
til.Hipparchos, findes i et verk pad tretten bgger kendt under
det‘afabiéke_navn "Almagest" (dets graske titel betyder "matema-
tisk syntaks"), fordi det er overleveret til os pa arabisk éen—
nem den islamiske videnskabstradition. I dens fgrste bog findes
en tabel over kordelangderne for buer fra % til 180°% , med

skridt p& %0. Beregningerne bygger - gennem den sdkaldte Ptole-

maios' sétning (: 1 en firkant indskrevet i en cirkel er summen
af modstdende siders produkter lig produktet af firkantens dia-
gonaler) - pd hvad der kan fortolkes som en udgave af additions-

formlen for sinus og pd en formel for sin %; Kordeberegningerne
forte til temmelig ngjagtige resultater angivet i enheder fra

et 6o-talssystem, utvivlsomt inspireret fra Mesopotamien. Ved

at opdele cirklen i 720 buer & %0 tilnarmede Ptolemaios cirklens
oﬁkreds med omkredsen af en indskrevet regular 72o-kant. Han
fandt derved for n den tilnazrmede vardi %31 ~ 3.14167. Korde-

tabellen blev benyttet af astronomer gennem mere end tusind &r.

I nogle af "Almagest"'s ¢vrige bgger er det sdkaldte ptolemaiske
verdensbillede beskrevet. Det forestiller sig Solen og planeter-
ne i en sarlig bevagelsé rundt om Jorden, sakaldte epicykler.
Det vil sige, at det enkelte himmellegeme bevager sig i en cir-
kel rundt om et centrum der samtidig bevager sig i en cirkel
rundt om Jorden der sluttelig bevager sig rundt om et punkt i
universéti De involverede cirkelbevagelser er ikke javne..Dette
system var med bemarkelsesvardlg ngjagtighed i stand til at re-

producere hlmmellegemernes observede bevagelser, at "redde fae-
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nomenerne" som det hed siden Platon, hvilket nok var en vasent-
lig 4rsag til at det ptolemziske system fgrst blev erstattet
af _det moderne verdensbillede i l6co-tallet efter svare viden-

skabelige og ideologiske kampe.

Ptolemaios' indsats vedrgrte ogsd geografi og kartografi. Han
introducerede l®ngde- og breddegrader til at koordinatlagge
jordoverfladen, uden dog at vardien af langdegraderne pd et gi-=
vet sted kunne miles p& hans tid. Han lavede kort baseret 'p& den
sdkaldte stereografiske projektion af jordkuglen, og middelalde-
rens tidlige kortproduktion havde hans kort som forbillede.

Den sengraske beskaftigelse med direkte naturbeskrivende og be-
regningsorienteret matematik, som Ptolemaios var den mest frem-
tredende eksponent for, havde ogsd andre udgvere, f.eks. Heron
(o. loo e.v.t.), der i sine varker angivef en mangde numeriske
eksempler pd l®#ngde-, areal- og volumenberegninger, diverse
regneregler og recepter, uden at skelne mellem tilnazrmede og ek-
sakte angivelser. I sig selv har disse og lignende bidrag nappe
haft den store betydning for matematikkens udvikling, men de
har haft indirekte betydning derved at deres anvendelsesnarhed
gjorde dem interessante for de islamiske (og vist ogsa de hin-
duiske) matematikere. Derved har disse bidrag dels hjulpet ud-
viklingen af den islamiske kulturs betydningsfulde matematiske
tradition, dels a&bnet denne traditions interesse for at udnytte
og bevare andre, og méske vasentligere, varker fra det euklidi-

ske spor i den graske matematik.

Sengrask aritmetik og algebra

Uden for den graske matematiks geometriske hovedlandevej finder
vi, i sidste del af den alexandrinske periode, en aritmetisk-
algebraisk sidevej. Ud over i emnet var denne sideve]j forskel-
lig fra den geometriske tradition, og navnlig fra den euklidi-
ske, i sin tankegang, som i mangt og meget 14 den babylonske

algebra near.

Omkring loo e.v.t. skrev i Alexandria Nichomachos fra Gerasa
en introduktion til aritmetikken. Bogen beskaftiger sig med
talteori af pythagorazisk type for naturlige og rationale tal,
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med hovedvagt pd multiplikations- og delelighedsspgrgsmal,
primtal, trekants-, firkants- og polygonaltal m.v. pad en rime-
ligt systematisk mdde, men helt uden forankring i geometri.
Den blev et standardvark i aritmetik, bl.a. for araberne, helt

op i middelalderen.

Periodens vigtigste -algebraiske indsats blev ydet halvandet

hundrede:ér senere af alexandrineren Diophantos (ca. 250 e.v.t.?),

af hvis hovedvark "Arithmetica" seks ud af tretten bgger er over-

-leveret i et grasksproget manuskript fra lZoo-tallet. Ogsd Dio-

phantos arbejdede udelukkende med naturlige og rationale tal.
Som hos Nichomachos er de uden<referénce til geometriske kil-
der, men ogsd til praktiske opgaver. Varket handler om lgsning
af ligninger. I det studeres diverse ligninger og ligningssy-
stemer af 1., 2. og 3. grad (men der arbejdes ogsa nu og da med
hgjere potensér) i &n eller flere ubekendte. Der er ikke bare
tale om ligningsproblemer med ehtydigt bestemte lgsninger, men
ogs& med ubestemte problemer, hvor der er flere, f.eks. uende-'
ligt mange lgsninger. Som navnt sg¢ges kun heltallige eller ra-
tionale. lgsninger, og kun eksakte lgsninger. Ligninger med ude-

lukkende irrationale lg¢sninger klassificeres af Diophantos som

‘ulpselige, uden at han interesserer sig for tilnarmede l@gsnin--

ger. Det peger pd at hans @ringe ikke var af praktisk beregnings-

ma@ssig natur, men "rent algebraisk".

Bogen er opbygget af en rzkke enkeltproblemer, hvor de kendte
stgrrelser er konkrete tal, ikke almene konstanter. Problemer-
ne lgses efter hver sin metode, gerne i babylonsk stil. Der er
ingen bestrabelser pd at undersgge problemtyper eller pa at
opstille generelle metoder. Ud over i behandlingen af ubestemte
ligninger er Diophantos original ved som den fg¢rste at indfgre
symbolsk notation ved opgavernes behandling. Af bl.a. den grund
er han ofte blevet kaldt algebraens fader. Han indfgrte tegnet
¢ (en variant af det greske bogstav sigma) for den ubekendte,

éymbolerneAY<mg KY angiver henholdsvis 2. og 3. potenser, mens

tegnet A stdr for subtraktion.

Sidste,bémarkninger om grask matematik

‘Vi’har-hu afsluttet behandlingen af grask matematik og af an-

i
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tikkens matematik i det hele taget. I tiden indtil middelalde-
ren 0g rena®ssancen er matematisk virksomhed af betydning henlagt
til “scener uden for Europa, -i Kina, i Indien og i den islamisk--
arabiske kultur. Navnlig den sidstnavnte fik betydning for den
genopblomstring og p&fglgende accellererede udvikling af matematik-
ken der fandt sted i Europa'fra‘oé‘med ren@ssancen. Det er ikke
overkommeligt her at give nogen indgdende omtale af de oriental-
ske kulturers matematiske indsats, uagtét dennes interesse og
vaerdi. Vi kan kun fiske et par hovedpunkter fra dette store
stof. Fgr vi i neste afsnit kaster garnet ud vil vi se lidt ner-
mere p& de forhold der bevirkede, at den graske matematiske tra-
dition ikke kom til at spille nogen rolle for det romerske og

for det fgrmiddelalderlige kristne Europa.

Det graske kerneland kom under romersk herredgmme i 146 f.v.t.
efter en langere ustabil og konfliktmattet periode. Det af det
ptolemaiske dynasti styrede Egypten, herunder Alexandria, blev
erobret i 31 f.v.t., hvilket bet¢d at periodens vasentligste
lerdomscenter kom under romersk jurisdiktion (for resten afbrand-
te Casar museets bibliotek i 47 f.v.t.). Som vi har set vedblev
der i nogle hundrede &r endnu at vere videnskabelig og matema-
tisk aktivitet. Museet blev, som Alexandria i det hele taget,
raseret ved en muslimsk invasion i 640 e.v.t., hvorved det genop-
byggede bibliotek brandte og dets varker gik tabt for efterti-
den. Men selv om aktiviteten fortsatte kom den ikke til at spil-
le nogen rolle for romerne, som aldrig selv optog matematiske
sysler der rakte ud over den umiddelbare praktiske nytte for
administrative, landmdlings- og ingenigrmessige samt kalender-
messige spprgsmdl. Og dé&r kunne man klare sig med en lidet so-
fistikeret aritmetik og beregningscentreret geometri. Det kan

vi bl.a. se af de - meget f4 - bgger skrevet af romere, hvori
matematik bergres, f.eks. i Vitruvius' bog om arkitektur (14
f.v.t.). En anden sddan bog - romernes matematiske hovedverk,
hvis det kan kaldes saddan - skyldes Boethius (ca. 480-524 e.v.t.),
der fremstiller en forkortet udgave af Nichomachos' aritmetik
(omtalt ovenfor), og en geometri som prasenterer et afkog af
resultater, uden stgtte i argumenter, hentet fra de fire fgr-
ste bgger af Euklids "Elementer". Et indtryk af romernes forhold
til matematik kan man f& af dette citat fra Cicero (lo6-43 f.v.t.):
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"Grazkerne holdt geometrien i den hgjeste are--s&ledes g”' €
ingenting mere strdlende fremskridt hos dem end matematikken. S
Men vi (min understregning) har sat en grense for denne ku‘st

i dens nytte for mdling og beregning.’

N&r romerne ikke gik ind i at bringe den graskeumatemattéie;”J
tradition videre, var det fordi denne tradition ikke_havae_
meget at tilbyde til fremme af praktiske samfundsmaésige'fdre-
havender p& den tid, heller ikke i et aktlvt og kompliceret
samfund som det romerske. Disse forehavender kunne sagtens tri-
ves p& et aritmetisk og malingsgeometrisk grundlag af ca. den
standard som var n&et i babylonsk og @rgyptisk matematik supp-
leret med enkelte bidrag fra den alexandrinske ‘skole. Men i
den klassiske graske matematik forblev matematikken en- speku-
lativ beskaftlgelse, en del af filosofien. Den var ikke alene
ikke skabt for at vare af praktisk nytte, den var det heller
ikke i oldtiden. En vigtig grund til det var’ ndk at den gre—
ske tradition - med Diophantos som en isoleret undtagelse.- al-
drlg udviklede en slagkraftig aritmetik og algebra, fordi de

- opgav at tage andre end naturlige tal og til n¢d rationale tal

alvorllgt Morris Kline ggr boet skarpt op: “Ved at 1nsistere
pd enhed, fuldstandighed og enkelhed i deres geometri, og ved
at adskille spekulativ tankevirksomhed fra nyttehensyn, blev )
klassisk graesk matematik en begranset bedrlft Den indsnevrede '
folks synsfelt og lukkede deres forestillingsverden af over for_
nye tanker og metoder. Den bar i sig selv kimen til sin d¢d. .
Begransetheden i dens aktionsradius, det eksklusive i dens
synspunkt, og de astetiske krav i den havde m&ske standaet dens
udvikling hvis ikke den alexandrinske civilisation havde udvi—
det den graske matematiks horisont", og - kunne man tilf¢je -
havde gjort det attraktivt for araberne at interessere sig for
grask matematik og dermed bidrage til at bevare’ dens varker

for eftertlden.

Da kristendommen vandt fodfaste i romerrigetaogvblev gjq:@,t;l_~
statsreligion under Konstantin den Store (262-337 e.v.t.) kom
matematikken ikke alene til at lide under manglende interesse

fra magthaVerpes side, men tillige, som ogsa anden uafhangig

ihtelléthel aktiQitet, under ideologisk forfglgelse, med hen-
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visning til dens ukristelige natur. En af den alexandrinske
skoles sidste matematikere; Hypatia,; blev fléet af kristne
fanatikere i 415, fordi-hun nagtede at -afsvarge sin "graske
overbevisning". Den gstromerske kejser Justinian lukkede alle
grasksindede—filbsofiske skoler; bl:a: PlatOns akademi i Athen
i 529 e.v.t. Sammen med andre drog en af akademiets sidste ma-
tematikere,; Simplikios, til Persien og grundlagde et akademi

i den graske tradition. And¥e graske laf¥de kom dog til Konstan-
tinopel, hvor nogle fik lejlighed til at udgve en vis matema-
tisk vedligeholdelsesvirksomhed, i form af kommentarskrivning
o: lign. Dette er nok &n af grundene til at der i byzantinske
arkiver blev bevaret udgaver af klassiske graske matematikeres

.arbejder, navnlig af Archimedes og ApolloniGs.

At romerne ikke indsd hvordan filosofisk grundforskning som
klassisk grask matematik skulle vare en fornuftig investering
til samfundsmaessige formdl fremgdr af det ovenfor sagte. Men
som antydet ville en s&dan investering ikke have haft store
chancer for atigive afkast i deres egen tidsalder, heller ikke
hvis de havde vabnet sig med en god portion tdlmodighed. Til-
svarende forholdt det sig i @gvrigt med den islamisk-arabiske
kultur, som ganske vist interesserede sig meget for matematik,
og kendte den klassiske graske tradition sa@rdeles godt, men
arbejdede med langt mere praksisrettede sider af matematikken,
som vi senere skal se det. Det var fgrst i1 renassancens Europa
at den se@rlige kombination af omsta®ndigheder og forudsatninger
af matematisk, naturvidenskabelig, teknologisk, ideologisk og
samfundsstrukturel art, som kunne bringe en spekulativt praget
grundforskning i frugtbar forbindelse med andre typer af virk-
somhed, kom til at foreligge, med de enorme konsekvenser for
verdens gang det fik. Det skal vi komme tilbage til.

Matematisk virksomhed dg¢de altsd ud i Europa omkring 500 e.v.t.
for fgrst at blive genoptaget for alvor i middelalderen, nzrme-
re bestemt fra omkring 12-1300. Ganske vist blev der bade i det
byzantinske rige og i de vestlige klostre og klosterskoler gi-
vet en vis undervisning i indledende matematik, og der blev ud-
fert 1idt kalenderarbejde, bl.a. af hensyn til beregning af pa-
sken. Disse aktiviteter foregik p& grundlag af udvandede kom-

mentarer over tidligere varker, ikke mindst Boethius', og fik
alt 1i alt et meacet elementart praa.
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MATEMATIKKEN EFTER ANTIKKEN
- | KINA,INDIEN OG ISLAMS LANDE

Tidligere i denne tekst er der givet en omtale af matematikkens
begyndelse i de orientalske hgjkulturer, den mesopotamiske, den
agyptiske} kinesiske og indiske. Skal man sige noget falles og
sammenfattende fra stor flyvehgjde om matematikkens fortsattel-
se 1 disse lande, og i den fra omkring 600 e.v.t.‘opdukkende
islamisk-arabiske kultur, er det i hg¢j grad det samme som fgr
blev sagt om dens begyndelse: Matematikken tjener i bund og
grund det‘praktiske livs behov (éelv om disse sagtens kan fg¢re
til interne unders¢gelser af rent matematisk art, og selv om
ngdvendigheden af undervisning i matematik let fgrer til en vis
selvstandigggrelse af den).. Aritmetik og algebra stdr i centrum,
dg i det omfang geometri behandles er det de mdlingsmassige og
beregningsmessige trak ved figurer og legemer fra den fysiske
Qirkelighed der tages op. Man lgser opgaver og angiver deres
lgsning ved regler og ptocedurer, men anfgrer kun sjaldent argu-
menter og endnu sjaldnere beviser. Logiske problemer tiltrakker
ihgen interesse, og forskellen mellem eksakte og tilnarmede an-

givelser erkendes nasten aldrig.

Matematikken i Kina udvikler sig itérhundrederne efter vor tids-
regnings begyndelse i direkte og rolig forlangelse af den forud-
gdende periodes matematik. Et vidnesbyrd om kontinuiteten i for-
lgbet ser vi i at den gamle, tidligere omtalte, traktat "Ni ka-
pitler..." blev gjort til officiel l@rebog ved uddannelsen af

- statens embedsmend sd sent som i 656 e.v.t.

Beskaftigelsen med matematik har fortsat et mere eller mindre
nert udspring i dagliglivets forehavender, i handel, landmdling,
bygningsVasen og k&lendervasen, selv om de problemer der behand-
les er blevet kaldt (af Boyer) mere pittoreske end praktiske.
Behandlingen af stoffet bliver med tiden mere og mefe algebraisk

i sit przg, ogsd nar problemkilden er geometrisk.

Kineserne vendte ofte tilbage til det at angive vardier for m.
Tsu Ch'ung~-cheih (5. &rh. e.v.t.) klemte n inde mellem 3.1415926
og 3.1415927, den bedste tilnarmelse opndet i noget land fgr det

15. &rhundrede.

¢
.



Guldalderen i kinesisk matematik falder i den sene Sung-tid,
narmere bestemt i det 13. &rhundrede, hvor en sarlig algebraisk
skole trivedes. Skolens hovedverk "Ssu-ylian yli-chien", "De fire
elementers dyrebare spejl", blev skrevet i 1303 af Chu Shih-chieh
som levede af at give matematikundervisning som vandrende leard.

De navnte fire elementer stdr for fire ubekendte i en ligning,

og verket handler da ogs& hovedsageligt om l@gsning af lignings-
systemer og enkeltligninger,- hvoraf nogle er af 14. grad.-Det
"indeholder dog ogsi andet stof. F.eks. angives binomialkoeffi- R
cienterne - dﬁs. koefficienterne i en udregning af binomiet

4(a+b)n - for n=1,..,8, i en opstilling magen til den som i det

17. &rhundrede blev anvendt af Pascal - og eftertiden - i "Pas-

cals trekant". Chu lgste sine ligninger med en sarlig metode

som han kaldte fan-fa, og som langt senere er blevet kendt un-

der navnet "Horner's skema". Metoden bestdr i ved skridtvise

‘substitutioner at erstatte den oprindelige ligning med en rakke
af stedse mere h&ndterlige ligninger, indtil der fremkommer én
som kan lgses direkte. Ud fra den sidste ligninhgs lgsninger kan
man s&, ved at substituere tilbage igen, opnd lgsninger til den
oprindelige ligning, eventuelt i tilnzrmet form. Det ser ud til
at fan-fa-metoden ikke er opfundet af Chu, men er en del &ldre.
Desuden blev den benyttet af flere af hans samtidige, bl.a. Li
Chi, der i "Ts'e-yuan hai-ching", "Cirkelmédlingernes hav-spejl",
f.eks. behandler 4.gradsligninger opstdet af problemer vedrgren-
de ind- og omskrevne cirkler for retvinklede trekanter, narmere
bestemt sammenhangen mellem den betragtede cirkels radius og
trekantens sider. En anden samtidig, Ch'in Chiu-shao, har.an-

vendt fan-fa i sit arbejde med ubestemte ligninger.

Som navnt i et tidligere afsnit er det vanskeligt at udrede
pavirkningsforholdene ind og ud af kinesisk matematik, iser i -
den senere periode, og navnlig i forhold til Indien, som Kina

ofte stod i livlig forbindelse med, bl.a. gennem buddhistiske
kanaler. Det forhold at mange af de kinesiske metoder kun kendes

fra Kina peger p& at vasentlige dele af udviklingen dér er fore-

gdet i uafhangighed af andre kulturer. Siledes opereredes senest

i det 13. &rhundrede, og dermed tidligere end i noget andet land,

med decimalbrgker som selvstandige tal, og ikke blot som angivel-

ser i forhold til m&leenheder.




Den kinesiske algebra ndr pd sit hgjdepunkt et stade der ligger
over hvad der p& samme tid blev prasteret:- i Europa. Henimod

1l500-tallet stagnerer matematikken i Kina, den kunne ikke rig-
tig komme videre p& det grundlag den havde. Samtidig tog i Eu-

ropa den udvikling af matematikken fart, som i lgbet af féhér-
tier bragte den europziske matematik, herunder algebraen, st¢r-
reisesordner lengere frem end det skete i nogen af de forudgden-

de orientalske kulturer.

Efter Sulvasutra-tiden kommer den indiske, hinduiske matematiks

" blomstringstid til at ligge i perioden 200-1200 e.v.t., hvor der,
efter alf.at dgmme under inspiration fra grakere der bragte den
alexandrinske matematik til omrddet og mdske ogsd fra forbindel-
ser med Kina, skete en matematisk oprustning. Astronomi og astro-
logi afgav hovedmotiverne for beskaftigelsen, selv om ogs& han-
delsrégning (rente, fordeling mellem partnere osv.) spillede en

rolle.

Indernes hovedbidrag 14 p& talomrddet, hvor de: indfgrte et po-
sitionelt lo-talssystem med selvstazndige tegn for tallene-1,2,3,4,
5,6,7,8,9. Fra omkring 600 e.v.t. benytter de et tegn for nul,
efterhinden ikke blot som hos alexandrinerne til at angive fra-
varet éf et tal pd en plads, men som et eget tal, der kan regnes
med. Mahavira (9. &rh.) angiver regnereglerne nul gange nul er
lig nul, og et tal minus nul er lig tallet selv. I ¢gvrigt siger
han ogs& at et tal divideret med nul er tallet selv! Problemet
division med nul fik hos Bhaskara (12. &rh.) den rigtige lg¢s-
ning at et positivt tal divideret med nul giver noget uendeligt
stort. Inderne tillod ogsd negative tal - de angav gald - og reg-
nede med dem. De var dog utilpasse ved at opgive resuitater af
opgaver ved negative tal. De fire regningsarter for negative tal
blev grundlagt af Brahmagupta (7. &rh.). Bhaskara opstillede en’
algebra for irrationale tal -dvs. rodtal, fg¢rst og fremmest kva-
dratrgdder - der blev behandlet pd linje med hele tal uden logi-
ske skrupler. Hinduerne indsd at 2.gradsligninger der kan lgses
typisk har to rgdder, eventuelle negative og irrationale medreg-
net, og behandlede alle typer af 2.gradsligninger under é&t, stort
set pd "vores" made, Ogsd ubestemte lignihger blev behandlet af

de‘hinduiske matematikere, der heri ndede langere end Diophantos,
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f.eks. ved at finde samtlige heltalslgsninger til ligningen
ax+by = ¢, hvor a,b og ¢ er hele tal. Symbolsk notation skabt
ved forkortelser af ord vandt efterhanden indpas.

‘Hverken i rent geometrisk henseende eller i trigonometrisk
‘henseende ndede inderne for alvor videre end de alexandrinske
grazkere. I stedet for som Ptolemaios at
studere korder over cirkelbuer, valgte
de at betragterhalvkoréer, altsé faktisk
sinus til den halve vinkel (de brugte
dog ikke ordet sinus, men ordet "jiva").
En tabel over resultaterne af det findes

hos Aryabhata (5. arh.),

Den islamiske matematik blomstrede omkring 750-1200 e.v.t. T .
lgbet af f& Artier efter Muhammed (dg¢d 632) erobrer muslimer-
ne Mellemgsten til og med det persiske omrdde, Nordafrika og
stgrstedelen af Spanien. Fra omkring 750 var magtforholdene séa
konsoliderede at der med centrum i Bagdad kunne opstd en bety-
delig kulturel og videnskabelig udfoldelse. Det var karakteri-
stisk at dette foregik i en sand kulturel og etnisk smeltedi-
gel, hvor hinduer, persere, arabere:, grzkere, j¢der og kristne
var aktgrer. Sarlig kalifferne al-Mansur, Harun al-Raschid og
al-Mamun (8. og 9. &rh.) var ivrige for at fremme den kulturel-
le og videnskabelige virksomhed. Den sidstnavnté oprettede
f.eks. en universitetslignende institution, Visdommens Hus, i
Bagdad. Kultﬁrblandingen bevirkede at islamisk matematik blev
pévirket fra mange kilder, fra den indiske matematik (navnlig
fra Brahmagupta), fra den babylonisk-persiske tradition, og ik-
ke mindst fra det ptolemaiske spor i grask matematik. Kendskab
til grzkernes matematik fik araberne bl.a. gennem diplomatiske
forbindelser med det byzantinske rige, hvor man fik adgang til
klassiske manuskripter. Euklid's "Elementer" og Ptolemaios'

"Almagest” blev oversat omkring 8oo.

- O0gsd arabernes matematik fik et basalt algebraisk prag. Selve or-
det "algebra" kommer faktisk af det arabiske "al-jabr", udmgntet
af al-Khowarizmi omkring 825. Hans navn er i ¢vrigt selv gaet
over i historien gennem det moderne ord "algoritme", der nu be-
tyder en procedure bestdende af et sat af velafgransede opera-
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tioner udfgrt i en béstemt rakkef¢lge. Ofdet "al-jabr" antages
at betyde "genopretning". Det der genopréttes er balancen pa

de to sider af en ligning, ndr den underkastes forskellige mani-
pulationer. Via mﬁslimerne i Spanien, maurerne, blev "al-jabr"
til "algebrista“, som betegnede de personer der dyrkede "al-jabr".
Med tiden blev sa "algebrista" til vort "algebra".

Motivationen for den islamiske algebra var i hg¢j grad praktiske
g¢remél. Ffeks. navner al-Khowarizmi spprgsmal som deling mellem

partnére, handel,'landméling, kanalgravning, geometrisk . maling

- 0og berégning og arv som emner der- kunne nyde godt af en alge-

braisk'behahdling. Navnlig arveanliggender synes at have givet
ophav til mange problemer pa grund af de meget indviklede arve-

regler i islamisk ret.

Den islamiske algebra beﬁyttede ikke symboler, men var retorisk.
Problemerne blev behandlet i.eksempelform, ikke i generelle mgn-
stre. Som hos inderne opereredes nogenlunde frit med irrationale
tal, mens man veg tilbage for negative tal. Derimod interesserede
araberneisig langt mere fof argumenter end inderne gjorde. -Mange,
f.eks.lal-Khowarizmi, gav geometriske argumenter af grask prag
som stgtte for de ellers rent talmassige operationer. Nogle ud-
forte ligefrém egentligt syntetiske rasonnementer & la Euklid

og Apollonios. Det gzlder f.eks. Omar Khayyam (lo50-1123), der
lpste tredjegradsligninger ved at skare keglesnit, af nogle hi-
storikere kaldt'det stgrste selvstandige skridt i islamisk al-

‘gebra.

Nar det galder geometri i den euklidiske tradition tilfgjede
araberne ikke meget nyt, bortset fra mdske at de sloges med
Euklid's parallelpostulat som de forsggte at bevise. Et arbejde
af Nasir Eddin al-Tusi (13. &rh.) herom kom i oversattelse til
at spille en rolle for Saccheri's forarbejde i 17o0o-tallet til
den'sékaldté'ikke-euklidiéke geometri. Ellers indskraznkede ara-
berne sig hovedsagelig til at udarbejde kritiske kommentarer

til de klassiske greske tekster og bidrog herved afggrende til
dlsses bevarelse. Som hos inderne var astronomiske og astrologi-
Skébéﬁudiéf den vigtigste spore for arabernés beskaftigelse med

mallngsorienteret geometrl og trlgonometrl. De overtog med ti-

'den hlnduernes 51nus synspunkt til aflgsning af det ptolemziske
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kordesynspunkt. De introducerede tangens og cotangens og be-

handlede sf@risk trigonometri.

Araberne havde deres kraftige andel i udbfedelsen af de indi-
ske taltegn og det positionelle lo-talssystem, i sd hgj grad at
man siden uberettiget har talt‘om drabertallene. Tallene blev
gennem tiderne skrevet pd mange forskellige mader, inden de fik
den nu gangse form - som for resten ikke benyttes i de arabiske
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Der var matematisk aktivitet i gang i den islamiske verden ind-
til det 15. &rhundrede, men det gik ned ad bakke fra omkring
1200, dels p& grund af indre ustabilitet i omrddet, dels pa
grund af svakkelse udefra fordrsaget af korstogene og en rakke
krige med mongolerne. Disse rendte til slut Bagdad og kalifatet
over ende i 1258.
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Lad os forsgge at ggre status over helheden af det matematiske
bygningsvark, som blev frembragt af udviklingen fra oldtids-

samfundene hen over de orientalske middelaldersamfund frem til
terskelen af den europsziske renassance, en tarskel som vi for

overskuelighedens skyld kan satte til 1l3oo0.

De samfund hvori matematikken blev skabt i tidsrummet 3000
f.v.t. til 1300 e.v.t. havde meget forskellige materielle og
kulturelle grundlag, om end de selvfplgelig havde mange falles-
trek. Nogle samfund var organiseret som bystater stramt styret
af en prasteadel. Andre var i kortere eller lzngere perioder
ekspansive storriger med et vidtforgrenet regeringsapparat,

der stod i spidsen for store opgaver med opbygning af teknisk
og organisatorisk infrastruktur, f.eks. i tilknytning til ved—
ligeholdelse og fremme af landbrugsproduktion, skatteopkrav-
ning, militervaesen, kalenderkonstruktion, mgnt, mal og vagt,
bygge~- og anlagsvasen med meget mere, som stillede store krav
til teknologisk og administrativ kunnen. I andre, typisk lgse-
re organiserede, samfund var handel det dominerende erhverv,
med hvad deraf fulgte for penge- og varegkonomi, for transport-
forhold osv. Nogle samfund var starkt praget af religion eller
ideologi, mens andre var tolerante hjemsteder for allehénde op-
fattelser p& disse omrdder. De fallestrak der péd den anden side
ogsd var, vedrgrte vel isar de teknologier (bredt forstdet) som
samfundene havde til r&dighed. Kina indtager dog her en sarstil-
ling ved i h¢j grad at vere sin egen. Landbrugsmetoderne, mili-
ter udrustniﬁg, transportmidler til lands og til vands, hénd-
varksteknikker osv. udviste nok variationer, men det var over
"de samme grundtemaer, bl.a. i kraft af gensidige pavirkninger

skabt af forbindelser mellem samfundene.

P& baggrund af de navnte forskelle er det bemarkelsesvardigt
hvor "ens" matematikken i grunden blev i de forskellige sam-
fund i hele det lange betragtede tidsrum, med den klassiske
graske matematik som den enestdende undtagelse. Det er jevnt
hen de samme slags praktiske forhold i erhverv, administration

og ideologi'som i de forskellige kulturer motiverer matematisk
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virksomhed. Og det er stort set de samme typer af problemer

der bliver behandlet, med metoder der mdlt efter de store lin-

jer er af samme type. Som omtalt flere gange i det foregéende

kom der ud af det en matematik, hvor en ret lille klasse af
aritmetisk-algebraiske og mdlings-/beregningsgeometriske op-

Qaver stod i Tentrum for beskaftigelsen. Metoderne blev valgt

efter om de virkede i forhold til pjemedet med den opgave der .
skulle lgses. Retferdigggrelse af metoderne som rakte ud over
effektivitetsbetragtninger sds kun sjaldent. Sk¢nt altsd af et
praktisk samfundsmessigt udspring var der ikke §& sjszldent ta-

le om, at matematikken mdtte g& i enrum og ga tat pa rent ma-
tematiske spgrgsmidl som 18 hinsides hensynet til den umiddel- -
bare nytte, men ikke l®&ngere end til en metode var £ilveje-

bragt, en hj®lpunders¢gcelse fuldfgrt, eller hvad der nu var

pd tale.

Man kan anskue denne form for matematik som en del af de pagal-
dende samfunds teknologi. Den spredtes da ogsd mellem kulturer-
ne som andre typer af teknologi; gode kneb er der altid et mar-
ked for. Det er derfor ogsd rimeligt at konkludere at denne
matematikudvikling er drevet af behov i samfundenes materielle,
organisatoriske og ideologiske liv. Men man kan ogséd med bag-
grund i den gennemgang af kulturernes matematik der er foreta-
get i denne tekst fastsld, at disse behov &dbenbart heller ikke
kunne drive matematikudviklingen l@ngere end til et vist punkt.
Det punkt er karakteriseret ved tilstrszkkeligt gode tilnarmel-
ser til beregning/m&ling af geometriske figurer og legemer som
forekom i samfundenes liv og pad himmmelen, og ved tilstrakkeligt

gode eksakte eller tilnarmede svar pa ligningslgsningsopgaver .
af forskellige typer og grader, fortrinsvis mindre end eller lig
tre, og sluttelig ved et positionelt talsystem med lo eller 60 s

som grundtal, indrettet til ogsd at omfatte decimal- respektive
sexagesimalbrgker, og pd et tidspunkt udstyret” med et nul der
ogsd kunne regnes med - og stedvis med et begreb om negative
tal.

Dette rejser et spgrgsmdl. Stopper udviklingen p& grund af sam-
fundet? - fordi samfund af de typer der her er tale om er falles
om pd den ene side ikke at have behov der kunne tilgodeses med
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matematik der rakker ud over den omtalte, og om, pd den anden
side, at hazmme virksomhed der ikke har umiddelbar samfundsmas-
sig relevans? Eller stopper den p& grund af matematikken? -
fordi matematik der opstdr p& den foran beskrevne mdde lgber
ind i barrierer som den ikke selv kan overskride, hvorfor en
overskridelse kraver at betragtningsmader af enihelt ny natur -
inddrages, betragtningsmdder som fgrer matematikken op i luft-

'1ag, hvor der ikke er forbindelse til dagens og vejens ggremal?

Dette spgrgsmé&l vil vi senere tage op til behandling i sammen-
h&ng med omtalen af den videnskabelige/revolution i renassancen.

Vi har set at den klassiske graske matematik, "det euklidiske

por“. slet ikke falder ind under den netop givne sammenfat-
nlng. Den var hverken udsprunget af eller nyttig for materiel-
le, organlsatorlske eller praktiske behov af den slags som sam-

'fundene samtidig med eller senere havde. Ved at vare en gren af

filosofien, s3dan som den efter min opfattelse ma betragtes, i
de filosofisk meget aktive graske bystater, og senere i Museion
i Alexandria, tjente matematikken naturligvis et intellektuelt,
kulturelt behov af betydning for det graske samfund, men der
fandtes ikke et kontant udbytte deraf som kunne eksporteres til
kredse uden for de intellektuelle cirkler selv, eller til sam-
fund opbygget efter andre principper. Det var altsa ikke é&nde-
lig indskrenkethed i det omgivende samfund, der forhindrede
den,klaSSiske graske matematiks frugter i at blive plukket til
gavn for samfundet. Frugterne var simpelthen ikke modne til

det forméal.

I omtalen af den graske matematik er der forsggt antydet et

par brikker til en forklaring pd at den klassiske graske mate-
matik kunne opstd og trives med den karakter den fik. Uanset
hvbrdan dette forhold skal forklares, md man slutte at der skal
et enestéende szt af omstendigheder til for at noget sédant kan
gd for sig; Er det et tilsvarende sat af omstandigheder der er
virksomt bag opkomsten af matematikrevolutionen i renassancen,
der i henseende til overskridelse af forud uoverstigelige skran-
ker ikke lader grzkernes noget efter? Og hvis svaret pad det
sp¢rgsmél er ja, hvoraf kommer det sd at i perioden efter re-

nassance -boomet indgar matematikken i et samspil med omverdenen,

*derlf i modsatnlng til hvad der var tilfaldet i tiden fg¢r 1300




- fik gennemgribende konsekvenser for samfundsudviklingen i
nyere og moderne tid, gennem den industrielle og den viden-
skabeligt-industrielle revolution? Er det samfundene der nu har
skiftet karakter, sa de kan drive en helt ny matematikudvik- .
ling bygget pd8 samfundsma&ssige behov? Eller er det matematik-
ken der nu i kraft af interne udviklinger er blevet i stand
til at levere noget til samfundet som den ikke kunne levere
f¢r, og som omvendt giver matematikken forsterket samfundsmes-

sig opdrift?-

De undersggelser der har varet foretaget i denne tekst har sat
os i stand til s& nogenlunde at antyde svar pd de spgrgsmal
angdende drivkrafterne i matematikkens udvikling i samfundet
vi har stillet. Men vi er gennem besvarelsen stgdt pa nogle

nye spgrgsmdl. Vores naste opgave er at kaste os over dem.
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