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Abstract

Teksten introducerer nogle simple eksempler pd systemer
med kaotisk adfzrd og diskuterer, hvordan man grafisk
skelner en sddan fra andre typer af Dbevagelse, f.eks.
nestenperiodiske. Desuden gives en rakke eksempler pa
fraktaler med eksakt eller tilnermet selv-similaritet, og
den fraktale dimension introduceres ved skala-invarians
betragtninger.

Det er meningen, at teksten skal afprgves 1
gymnasieklasser i forbindelse med det matematisk—-datalogiske
emne 1 lgbet af fordret 89, og til efterdret eventuelt
felges op med en revideret version, udgivet af

matematiklaererforeningen.




Forord

Denne tekst er beregnet til det matematisk-datalogiske
emne 1 3. gymnasieklasse. Studiet af fraktaler og kaotiske
dynamikker indbyder til en eksperimentel tilgang til
matematikken, hvor datamaskinen benyttes som en form for
mikroskop, der giver indblik i komplicerede struktufer. Der
er derfor ikke gjort meget ud af matematisk bevisfﬁrelse,'
men det er mit ha8b, at den selvstendige pfoduktion af
overraskende grafiske udtryk med simple programmer kanv give
appetit til at g8 p& matematisk opdagelse. ' '

Jeg har lagt vegt pa& simple iterative og rekursive
metoder, som ikke kraver kendskab til komplekse' tal.
“Figentrmzet og mandelbrgdet" er et sammenhangendé emne i
kaos—fraktal-teorien, som behandles i en anden tekst,
udgivef af matematiklarerforeningen. Figentrzet er derfor et
af de oplagte emner, som er udeladt af denne tekst. Der
findes dog et figentra—-program pd den medfglgende diskette.
En anden tekst, Henrik Darlieé "fraktaler i Comal", som kaﬁ
rekvireres via Amtscentralen, ledsages ogsd af en digkette.
Heri findes en mengde udmerkede programmer, som vil kunne
supplere eksemplerne i denne tekst.

Et hovedemne i n®rverende tekst er begrebet - ‘"fraktal
dimension', som 1ndfgres i forbindelse med sﬁrengt
skalainvariante eller selv-similere figurer, frembragt ved
rekursive procedurer. Et 20 timers undervisningsforlgb begr
bygges op om denne kerne, sdledes at alle gennemfgrer de
rekursive stregtegninger, gennemglet 1 kapitel 4 (max. 10
timer) . Den resterende del af forlgbet kan sd Dbenyttes til
videregdende undersggelse, f.eks. af iterationsformlerne i

kap. 1 og 2, som indbyder til kunstneriske frembringelser,



eller til et af emnerne DLA (kap. 3), kurver med areal (kap.
5), reflektion fra cylindre (kap. 6), ellér bolden i gregften
(kap. 7).

Programeksemplerne er skrevet i Uni-Comal til PCere.
Der gives ikke nogen introduktion til Comal-sproget, bortset
fra den specielle "skildpadde-grafik', som benyttes .til de
rekursive stregtegninger i kap. 4. Programeksemp lerne fihﬁes
p& to disketter, den ene i PC-UniComal, den anden i RC-Comal
sammen med en pakke med skildpaddegrafikken. Disse disketter
rummer overszttelser af programmer skrevet‘ i andre sprog,
forst og fremmest mine BASIC programmer til hjemmecomputeren
Amstrad CPC 6128. Overszttelserne af de stgrre programmer er
udfgrt af Heine Larsen, som jeg hermed takker for den store
hjzlp, han har ydet mig.

Figurerne i teksten er frembragt af en almindelig
matrix printer, koblet til min hjemmecomputer (bortset fra
fig. 14, som er lavet med plotter). Der er Dbenyttet 2
forskellige formater: et groft format med 320%¥200 punkter
inden for billedrammen og et fint med 640*600 punkter. Det
grove format tillader til gengeld brug af fire "farver", der
p4d de sort-hvide billeder viser sig som forskellige
grdtoner. Da de forskellige maskiner afviger meget fra
hinanden i deres grafiksystemer, har jeg mattet afstd fra at
give konkrete anvisninger pd fremstilling af papirbilleder.
1 teksten forudsztter jeg en CGA-grafik med 640*200 punkter
p4 skermen. Billeder med 640*600 punkter md s& laves ved
sammenstykning af tre sk®rmbilleder, hvis maskinen tillader
det.
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Kapitel 1
Simpel iteration: Martins formel

Ordet "iteration" Dbetyder 'gentagelse". Iterations—
formler har vigtige anvendelser i matematikken, f.eks. til
numerisk lgsning af ligninger: Man starter med at give et
fgrste bud p& Ilgsningen. Dette tal indszxttes i en
iterationsformel, som s& giver et nyt (og forhdbentlig
bedre) bud, som s& igen indszttes, osv. I heldige tilfelde
vil 'gentagen anvendelse af formlen producere tal, som
hurtigt konvergerer mod den rigtige 1lgsning, men man Kkan
sagtens komme ud for overraskelser, f.eks. konvergens mod en
fbrkert lgsning, eller mangel pa& konvergens. ‘

Vi.skal her se 'pd iterationsformier, som virker péa
talpar, i stedet for enkelte tal. Et talpar (x,Y) kén
opfattes som koordinater i en plan, og med passende valg af
skala kan det afszttes som et punkt pa& computerens skarm.-Env'

uendelig fglge af talpar frembringes ved opskriften"

Xn+1 = FXp.vp)
(1)
Yn+1 = G(xp.¥p)

Fglgen md startes med et "frg" (xg5,vg). Nar man s8 efter
hver anQendelse af (1) afsetter det . fremkomne, nye talpar
som et punkt p8& skermen (forudsat, at det,  passende
skaleret, falder inden for sk&rmens rammer), vii der
efterhanden fremkomme et mgnster af prikker, som 1 mahggl
tilfxlde har en ganske overraskende skgnhed og
detaljerigdom. '
Den vigtigste forudsztning for, at den simple iteration

(1) kan fgre til interessante billeder, er, at mindst én af




fuunktionerne F og G er ikke-lineer , dvs. involverer andre

beregninger end addition og multiplikation med en konstant.

Som eksempel ser vi pé Martins formel , som forst Dblev
publiceret i tidsskriftet Scientific American fra september
1986  (A.K.Dewdney i spalten "Computer recreations”):
Xn41 = Yp — SGN(x,)*SQR(ABS(b*x, - ¢))
(2)

Yn+l = & 7 Xp

Funktionen G er 1 dette tilfelde lineer, medens F er ikke-
linezr. Der er her benvttet et formelsprog, som minder om
computerens Comal, idet multiplikation angives med tegnet *;
SGN er fortegnsfunktionen, som er +1, 0 eller -1, ndr
argumentet er hhv. positivt, nul, eller negativt; BSQR er
kvadratrodsfunktionen, og ABS er absolutverdien (den
numeriske va&rdi). Stgrrelserne a, b og ¢ er sakaldte

parametre, som skal holdes konstante under iterationen, men

-som man bagefter kan forsgge at give andre vardier.

Vi kan benytte nedenst8ende procedure:

PROC martin(a,b,c,x0,y0,n,dx,dy.mx,my)
X:=x0
y:=y0
FOR k:=1 TO n DO
X1 :=y-SGN (x) *SQR (ABS (b*x—-C))
Y:=a—-Xx
xX:=x1
IF ABS(x-mx)<dx AND ABS(y-my)<dy THEN
PLOT (320* (14 (x~-mx) /dx) ,100* (1+ (y-my) /dy))
ENDIF
ENDFOR k
ENDPROC martin




Her er.a, b og ¢ de tre parametre i Martins formel, x0
og y0 er startverdierne (frget), n er antallet af
iterationer, og dx, dy, mx og my er konstanter, som angiver
billedomradet som et rektanQeI med midtpunkt i (x,y)=(mx,my)
og kantlengderne 2*dx og 2*dy. ‘

Inden proceduren benyttes, skal man fremkalde grafik-
pakken med kommandoen USE graphics. Eventuelt kan
graf ikmoden med 640*200 punkter specificeres med kommandoeh
graphicscreen(0) . Prgv sda at k¢gre 1000 iterationer med start -
i (0,0) midt pa& sk&rmen. Benyt kommandoen

martin(0.1,0.2,-0.3,0,0,1000,10,10,0,0)

P4 fig.1l vises resultatet af en rekke kgrsler med de
samme parameterverdier, altsad a=0.1, b=0.2, =~0;33~For hver

ny kgrsel er startverdierne for x og y tilfeldigt valgt.
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Fig. 1 . Martin: a=0.1, b=0.2, c¢=-0.3, dx=5, dy=5, mx=my=0.




Nar man iagttager sk®rmen, medens figuren. dannes,
bemzrker man, at hver ny startverdi fgrer til et bzlte af
punkter rundt om et centrum. I mange tilfelde vil punkterne
danne et system af ellipser (eller ellipselignende 1lukkede

kurver);:denne bev&ge{sesform kaldegﬁ nestenperiodisk . Hvis

man kunne vare s& heldig at ramme eﬁ af ellipsecentrerne med
startverdierne for x og y, ville man f& en periodisk

bevegelse, som kun afsztter et bestemt antal punkter,
ligegyldigt hvor le&nge, iterationen kgrer. NAr man rammer
lidt ved siden af et af disse centrer, vil man efter
forlgbet af perioden ikke ramme startpunktet igen, men 1lidt
ved siden af, og i det lange 1gb f8s aftegnet et antal
ellipser, svarende til perioden for den rent periodiske
bevegelse. Pa fig. 1 ses f.eks. to ellipsesystemer med
perioden 11 og n®r centrum to andre systemer med perioden 3.
Ind imellem ellipsesystemerne er der en diffus svertning med

punkter, som indgdr i en kaotisk bevagelse .

Pa fig. 2 er benvyttet samme parametre og samme centrum,
men vErdierne af dx og dy er sat til 1, s8ledes at vi fAr et

udsnit omkring midten af fig. 1.

Fig. 2 . Martin: som fig. 1, men dx=dy=1.



Vi. ser p& fig. 2 de to ellipsesystemer med perioden 3,
samt en kaotisk fordeling med huller i. Desuden ses to

skarpt aftegnede hyperbelsystemer mellem elIipserne.

Centrerne af disse hyperbler udggr en ustabil periodisk

bevaegelse . Ndr vi rammer lidt ved siden af et af -disse
centrer, vil punktet under sin bevagelse glide langs
hyperbelgrenene, og selv om det muligvis i begyndelsen
tiltrekkes af centret, vil det uvagerligt  senere frastgdes
og ende 1 det kaotiske omrade.
Martins formel er et eksempel pa en 1terat10n, der, i
modsetning til formlerne for numerisk lgsning af ligninger

(f .eks. Newton—-Raphson), n&sten aldrig “falder til ro"

dvs. konvergerer mod et enkelt punkt- eller et endeligt
system af punkter (en sékaldt attraktor). Den minder dervéd
om sadkaldt konservative mekaniske systemer, hvor der ingen
gnidning er, og hvor den mekaniske energi derfor er bevaret.
Vi skal senere, i kapitel 7, se pA et s&dant system, nemlig
en bold, der hopper i en grgft, og i dette eksempel vil wvi
kunne genfinde mange trazk fra Martins iteration. Martins
formel, som ikke er t®nkt som en model for noget som helst,
men snarere som en metode til frembringelse af smukke og
gyselige mgnstre ('"wallpaper for the mind", som Dewdne?
kalder sin artikel i Scientific American, der ogsa rummer
andre eksempler til iteration) rummer imidlertid en ‘utrolig
varietet i sit tredimensionale parameterrum, og hvis man gar
p4 opdagelse her, kan man vare nesten sikker pa at
frembringe noget, som ingen fgr har set. ',

Lad os pregve med nogle andre parametervaerdier
(foresl8et i Dewdneys artikel), nemlig a=-200, b=0.1 og
c=—80. 1 dette tilfalde vil figuren ogsd& have et centrum,
som imidlertid ligger langt vek fra (0,0). Vi Akaﬁ bestemme
dette centrum som et stationzrt punkt, dvs. vi indsztter

Xpel = Xpn 09 Yy = Ynp 1 (2) og lgser det fremkomne



ligningssystem. Herved bestemmes centret p& fig. 3: -
mx = —95.5547; my=-104.4453 (3)

. . Denne figur viser en mangfoldighed af n&stenperiodiské
bevegelser: Et enkeltpériodisk eliipéegyéte; émkrihgfcéniiei
(det stationzre punkt), som gadr brat over i et nesten
kvadratisk system, som gradvist i stg¢rre afstande bliver
ottekantet. P4 fig. 4 vises et nerbillede af det underlige
overgangsomrade fra det cirkulere til det kvadratiske til
det ottekantede mgnster. I dette omradde findes sakaldte

bifurkationer , dvs. den cirkulare bevegelse omKkring

centrum gdr i stykker til et system af usammenh&ngende
cirkelbuer (ordet "cirkel"” skal ikke - tages for
bogstaveligt) . Ved langvarige iterationer kan der ophobes
numeriske fejl, som p& fig. 4 bl.a. viser sig ved mystiske

overlapninger mellem de forskellige kurvesystemer.
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Fig. 3 . Martin: a=-200, b=0.01, c=-80, dx=213, dy=200, mx
og my i det stationsre punkt, ligning (3).



. Martin: som fig. 3, men centrum (mx,my) i (0,0) og

Fig. 4

=50.

dx=53, dy



Kapitel 2
Itererede funktionssystemer (IFS)

I stedet for, som i. foregdende kapitel, at lave en_
simpel iteration af et enkelt funktionspar (lign. (1)), kan
man benytte et system af K funktionspar. For hvert enkelt

skridt velges en tilfeldig af funktionerne 1 systemet:

Xpe1 = Fi(Xp.vp)
(4)
Yn+1 = Gi(Xp.vp)

hvor indexet i kan antage vardier mellem 1 og K og skal
udvelges tilfeldigt for skridt af iterationen. Ud over de
parametre, som kan indgd i funktionssettet (F;,G;). skal man
s& benytte et st sandsynligheder til bestemmelse af de
relative hyppigheder, hvormed numrene pa de respektive
funktionspar udvelges. Disse sandsynligheder, p(i) m& alle
vere positive tal mellem 0 og 1, og de skal tilfredsstille
betingelsen, at summen af de K sandsynligheder skal vere 1.
Lad os antage, at vi har givet disse sandsynligheder, p(1)
for i fra 1 til K, sdledes at denne betingelse er opfyldt,
og lad os overveje, hvordan vi kan f& maskinen til at
foretage et tilfeldigt valg, svarende til disse
sandsynligheder.

1 Comal er der en funktion RND, som frembringer et
tilfeldigt tal med j®vn sandsynlighedsfordeling mellem 0 og
1. Vi behgver derfor blot at dele intervallet mellem O og 1
op i K delantervaller med lengder svarende til
sandsynlighederne p(i), s8 kan vi hver gang lade valget
afggres ved nummeret pd det interval, som det frembragte

tilfeldige tal falder indenfor. Hvas vi anbringer



intervallerne i nummerorden, s&ledes at det fgrste interval
har venstre endepunkt i 0 og hgjre endepunkt i p(1l), kan vi
bestemme de hgjre endepunkter cp(i) for intervallerne 1-K

ved programmet

cp(l) :=p(1)
FOR i:=2 TO K DO cp(i):=cp(i-1)+p (1)

Det sidste interval har s8 hgjre endepunkt cp(K)=1} Et
tilfeldigt valg af et i mellem 1 og K i overensstemmelse med

sandsynlighederne p(i) kan s8 foretages pa fglgende made:

Zz:=RND
i:=1
WHILE cp(i)<z DO i:=i+l

Hvis alle sandsynlighederne har samme va&rdi (l/K), er det
ikke ngdvendigt at udregne stgrrelserne cp(i), idet 'vaTget

af i kan foretages ved den simple opskrift
i:=14+INT (K*RND)

hvor vi har benyttet funktionen INT(x), hvis verdi er det
stgrste hele tal, som er mindre end eller lig med Xx. '

I kapitel 1 blev det bemzrket, at simpel iteration af
en enkelt funktion krever, at funktionen er ikke—line&r,
hvis der skal komme noget ikke-trivielt ud af Vdet.
Indfgrslen af det tilfeldige valg mellem flere funktioner 1
IFS—-metoden ggr, at selv linexre funktioner Kkan frembringe
interessante, sé&kaldte fraktale, figurer. De fglgende
eksempler pd IFS benytter kun linexre funktioner, og
simpelheden af funktionsudtrykkene giver sig udtryk 1 en
simpel form for ligedannethed mellem del og helhed af




figurerne, som kaldes selv-similaritet . En ret linje er

selv-similer, men som pdpeget af matematikeren B. Mandelbrot
er der mange andre muligheder for selv-simil&re figurer, og
det er i fgrste omgang s&danne figurer, som Mandelbrot
indfgrte betegnelsen fraktaler for.

Vi starter med konstruktiod' af Serpinski-trekanten .

Der er givet tre punkter, (xp(1),yp(1)). (xp(2),yp(2)) og
(xp(3),¥yp(3)), som ikke ligger p& samme rette linje. 1 den
pd fig. 5 viste Serpinski trekant, udggr disse punkter
vinkelspidserne af den store, ligesidede trekant, men det er
uvesentligt, at trekanten er ligesidet. Der skal bruges tre
linexre afbildninger af punkterne (x,y) i planen. Afbildning
nr. i multiplicerer simpelthen punktets afstande 1 x- og vy-
retningen til det faste punkt (xp(i).yp(i)) med faktoren ‘.
En saddan afbildning kaldes en affinitet til et punkt. Den
enkelte afbildning, samt valget mellem de tre affiniteter

(samme sandsynlighed) kan foretages med proceduren:

PROC serpin3
n:=1+INT (3*RND)
x:=0.5% (x+xp(n))
y:=0.5*(y+yp(n))

ENDPROC serpin3

‘ Denne procedure benyttes i nedenstdende program, som
starter med at erklere variabelssttene xp(i) og yp(i) og
tildele dem verdier. Derefter velges startverdi for (x,y) i
trekantens tyngdepunkt midt pd skermen. Der udfgres sd en
sdkaldt indsvingning pa 1000 iterationer, som foregdr "bag

kulisserne", dvs. uden at de resulterende punkter afmerkes
pad skermen. Fgrst efter, at indsvingningen har elimineret de
“forbigdende" (transiente) punkter, starter den egentlige
iteration, som fortsettes, indtil brugeren trykker pa en



- 11 -

tast. Efter afbrydelse af tegningen, vil et nyt tryk pa en
tast fjerne billedet og bringe tekstskarmen tilbage} '

DIM xp(3),yp(3)

xp(1l) :=100
yp(1) :=0
xp (2) : =540
yp(2) :=0
xp (3) :=320
yp{(3) : =200

USE graphics
graphicscreen(0)
:=320
y:=200
FOR k:=1 TO 1000 DO serpin3
WHILE KEY$<>"" DO NULL
WHILE KEY$="" DO
serpin3
plot(x,y)
ENDWHILE
WHILE KEY$<>"" DO NULL
WHILE KEY$="" DO NULL
textscreen
END

(Et lille fif: bemxrk, at WHILE s@tningerne optrader i par,
s&ledes at karakterbufferen fgrst tegmmes for eventuelle
indest&ende karakterer, inden den nzste WHILE s&tning gadr i
gang med at ggre noget, s& lenge ' der ikke trykkes p& en
tast. I RC-COMAL, skal man i stedet for den tomme streng "
benytte udtrykket CHR$(0)).

Selv-similariteten af den ligesidede Serpinski-trekant

p4 fig. 5 kan beskrives s8ledes: Hvis vi fra trekantens
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gverste punkt g8r ned til midtpunkterne af de omsluttende
sider, f&r vi her en lille trekant, som er ligedannet med
den store. Inden i den lille trekant kan vi finde samme
forhold. Hvis vi t@nker pad de afmerkede punkter som havende
masse og de hvide omrdder som masselgse, vil det gzlde, at
en hélveriﬁg af sﬁdel&ngden fé& en trekant med toppunkt i
det gverste punkt af fiéuren f¢rer til en mindre trekant,
hvis masse er en tredjedel af den oprindelige trekants.
Eller, hvis vi gdr fra det mikroskopiske til det
makroskopiske: nadr lengdeskalaen forgges med en faktor 2,
forgges massen med en faktor 3. Som vi skal diskutere i de
fglgende kapitler, betyder dette, at vi kan tilskrive
Serpinski-trekanten den fraktale dimension (ligedannet-—
hedsdimensionen) log(3)/log(2) = 1.585.

Fig. 5 . Serpinski-trekanten.




Vi kan forestille os, at vi fremstiller -en materiel
Serpinski-trekant  pd fglgende mdde: Vi starter med en
ligesidet trekant af krydsfinér. Sa forbinder vi
midtpunkterne af trekantens sider med linjer og saver langs
disse med en lgvsav, slledes at vi fAr udskaret en trekant i
midﬁen. Dernest gennemfgrer vi samme operation pad de tre
tilbagevaerende trekanter, og igen p& de 3*3 resterende
trekanter, og saledes bliver vi ved i en uendelighed.

Lad os antage, at den store trekant, vi startede med,
vejede 1 kg. Spgrgsmélet er nu: hvor meget vejer alle de
udsavede smltrekanter tilsammen? Det kan 1let udregnes ved
simpel matematik. Den f@rste trekant, vi savede ud, har et
areal pd 1/4 af den oprindelige trekants, s& den md vejé 1/4
kg. De tilbageblevne tre trekanter vejer hver 1/4 kg, og fra
dem skal vi 1 n®ste omgang udsave de tré midtertrekanter,
som s& hver iser ma veje (1/4)*(1/4) kg. Vi kan ‘da let
indse, at den samlede vegt af de uendelig mange trekanter,
vi har udsavet, na&r vi er ferdige, ma kunne skfiyes pa
formen: ‘

vegt i kg = (1/4)*(1 + 3/4 + (3/4)2 + (3/4)3 + . . . ).
Den uendelige sum 1 parantesen er en sdkaldt kvotientfakke
af typen 1 + @ + @2 + g3 + . . ., hvor kvotienten gq har
verdien 3/4, dvs. den er numerisk mindre end 1. For en sédan
rekke gelder det, at den uendelige sum har verdien 1/(1-q), -
s vi finder: |

vegt 1 kg = (1/4)*(1/(1 - 3/4)) = 1.

De udsavede smidtrekanter vejer tilsammen precis lige sé
meget som den store trekant, vi startede med! Den resterende
Serpinski-trekant, som stadig indeholder en utellelig
mangfoldighed af punkter, er en 'uendelig tynd"” mengde, en
sdkaldt Cantor-mezngde, og det henger sammen med, at dens
fraktale dimension. som vi udregnede til 1.585, er mindre

end dimensionen af det rum, den er iqdlejret i (2).



Det neste eksempel p& IFS involverer kun to lineare.
funktioner med samme sandsynlighed. Resultatet ‘bliver et
todimensionalt omrade, '"dragegen', med en indviklet, fraktal

"kystlinje". Vi kan benytte fglgende procedure:

PROC drageifs(x0,y0,scx,scy,n)
x: =x0
y:=y0
FOR k:=1 TO n DO
x1:=0.5% (x—y) +SGN(RND-0.53)
y:=0.5% (x+Y)
x:=x1
plot (scx*x,scy*y)
ENDFOR k
ENDPROC drageifs

Her er (x0,y0) startpunktet for punktfglgen (x,y) .
Proceduren laver n iterationer og plotter punkterne med brug
af skalakonstanterne scx og scy. Det er 1 dette tilfelde
jkke ngdvendigt at foretage indsvingning; man skal blot
sgrge for, at (x0,y0) ligger i det indre af ¢en, som
efterhanden bliver helt udfyldt med punkter; dvs. x0 skal
helst ligge mellem -5/3 og 5/3, og yO mellem -1/3 og 1/3. Et

passende program til tegning af dragegen kan vare:

USE graphics
graphicscreen(0)
drageifs(0,0,100,50,10000)

Med 10000 punkter, som her angivet, far man ikke ¢en helt
udfyldt; der vil vere punkter, som fgrst rammes efter en
meget langstrakt proces, om nogensinde. En vis talmodighed

kreves, naAr man laver fraktaler, men alt med made!



Fig. 6 . Dragegen.

Dragegen har et symmetricentrum i (0,0). Pa figqfen
vises tre forskellige rektangler med samme centrum: Dét
omskrevne rektangel har kantlengderne 14/3 og 10/3, :bg ‘det
indskrevne (tynd hvid .streg) har kantl®ngderne 10/3 og 2/3.
Endelig vises et kvadrat med kantlangden 2 og vinkelspidsér
i punkterne A, C, B og D. Vi skal senere, under- omtalen af

dragekurven , komme ind p& betydningen af disse punkter.

Dragegens  kystlinje viser sin fraktale selv—
similaritet ved, at store halvger er besat med smd halvger
af samme form, og inden i1 de store bugter er der sma bugter
med samme form som de store bugter. Hvad mere er: halvger og
bugter, figur og baggrund udvisér de samme formelementer.
Man kan d&kke planen med identiske puslespilsbrikker af - form
som dragegen. Afstanden mellem nabobrikkers centrer md sa
vere 4 (= 7/3 + 5/3) i x-retningen og 2 (= 5/3 + 1/3) 1 vy-
retningen. Vi vender tilbage til problemet om "tiling", dvs. -
"flisedekning", i forbindelse ﬁed dragekurven i kapitel §.




Som det sidste eksempel pad IFS metoden ser vi pa
konstruktionen af bregnebladet p& bogens forside. Til denne,
meget naturligt wudseende fraktal kraves fire linexre
funktionspar (sml. lign. (4)) ¢

Fi(X,¥) = ag*x + by*y’
- - (5)
Gij(x,y) = cij*x + dj*y + e
hvor i alts& kan antage verdierne fra 1 til 4. Der benyttes
sdledes 20 parametre a; — = €4, men Vi kan straks fra
starten fastsette a =bj=ci=e;=0. Det fgrste funktionspar
bliver saledes en projektion ind pd y-aksen, som frembringer
den nederste, lodrette del af bregnebladets midterribbe. De
resterende 16 parametre kan varieres inden for ret vide
rammer, hvorved der kan laves blade med mange forskellige
sterrelser og krumninger. Det andet og tredje funktionspar
har{betydping for krumningerne og det fjerde for stgrrelsen,
men vi skal ikke her g& i matematiske detaljer. Parametrene,
som er benyttet til tegningen pd forsiden, er angivet 1

nedenstdende skema:

i a b o] d e

1 i 0 0 0.25

2 0.85 0.04 —0.04 0.85 1.6
3 0.2 -0.26 0.26 0.22

4 -0.15 0.28 0.26 0.24

Sandsynlighederne for valg af de fire funktionspar
betyder ikke noget for bladets endelige form, men er
afggrende for fordelingen af punkter 1 de forskellige
omrdder. Benyt f.eks. py=0.02, py=0.8, p3=0.08, pg=0.1.
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Den nedenfor angivne procedure forudsztter, at
parametrene og de ''cumulative'" sandsynligheder cp(i)  (sml.
indledningen til dette kapitel) i forvejen er dimensionerede
og tildelt verdier. Ligesom proceduren serpin3 bestemmer den
valget af funktionsparret og opererer en enkelt gang pa det

givne talpar (x.vy):

PROC bladifs
z :=RND
i:=1
WHILE cp(i)<z DO i:=i+l
x1l:=a(i)*x+b(i)*y
y:=c(i)*x+d (i) *y+e (i)
X:=x1

ENDPROC bladifs

Med de opgivne parametervardier vil bladet dannes inden
for en ramme med x mellem -3 og 3 o0og y mellem 0 og 12;-
Fglgende lille program velger fgrst et tilfeldigt startpunkt
inden for denne ramme. Dernest foretages indsvingning, og
til sidst plottes (indtil man afbryder ved tryk pa en tast)
punkterne (x,y) passende skaleret til en skerm med 640*200
punkter. For at udnytte sk&rmens oplgsningsevne bedst er y-

verdierne afsat vandret og x-verdierne lodret:

X:=6* (RND-0.5)
y : =12*RND
FOR k:=1 TO 100 DO bladifs
WHILE KEY$<>"" DO NULL
WHILE KEY$="" DO

bladifs

plot (53*y,33* (x+3))
ENDWHILE
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Bregnebladet er blot ét eksempel pd fraktalgeometriens
evne til frembringelse af naturligt udseende objekter. IFS
metoden er en af de vigtigste teknikker til dette formal,

- men der er udviklet andre metoder, som er gode til f.eks.
~ skyer og bjerge. Et fraktalprogram, der kan fremstille
vellignende landskabsbilleder krever et smt parametre, der
épecificerer f.eks. bjéfgk&dernes "forrevethed" og skyernes
mengde og art (cirrus, cumulus, nimbus). I forhold til det
frembragte billedes informationsmengde (128000 bits for et
normalt skermbillede med 640* 200 punkter) er
informationsindholdet i parameterverdierne meget lille (ca
100 bits for bregnebladets parametre). Et fraktalprogram

frembringer ny information , eller man skal maske snarere

sige, at computeren udfolder information , som 1 1infoldet

form, eller "kimform” Dbefinder sig i programmet og
parametrene.

Bortset fra de kommercielle anvendelser af sadanne
metoder, er der interessante filosofiske og naturvidenskabe-—
lige perspektiver i den tanke, at formdannende processer 1
naturen, f.eks. fosterets udvikling, foregdr efter 1lignende
principper. Selve det faktum, at vi med simple
fraktalprogrammer og et f&tal af parametre kan lave
naturligt udseende billeder, er selvfglgelig 1ikke noget
bevis pd, at naturen fungerer p& samme madde; det er klart,
at virkeligheden er langt mere kompliceret end ethvert
program. Men hvis man vil forst& principperne bag naturens
dannelse af former, er det nok en god begyndelse, at man 1

en vis, begrenset forstand kan efterligne dem.
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Kapitel 3 .
Fraktal dimension: DLA-stgvfnug og prikfraktaler

I kapitel 1 sa vi p& en rent deterministisk
iterationsproces, dvs. hele forlgbet var entydigt bestemt ud
fra begyndelsesverdierne af x bg y. Med IFS metoden i
kapitel 2 introduceredes et element af tilf&ldighed i valget
af et funktionspar for hvert skridt i‘iterationen{- Vi skal
nu g& et skridt videre i denne retning og se p&d en helt
indeterministisk proces, hvor tilfeldigheden dominerer
totalt. Det er den sdkaldte DLA-proces, der kan opfaftes som
en model for dannelsen af stgvfnug. Navnet DLA Dbetyder
diffusion—limited aggregation ' o

En samling partikler, der wuafhengigt af hinanden

udfegrer tilfeldige bevagelser (brownske bevagelser) siges at’
diffundere. Hvis en sddan samling af partikler til at
begynde med er koncentreret i et lille omrade} vil‘de under
diffusionen efterhanden fjerne sig fra hinanden, ikke fordi
de frastgder hinanden (deres bev®gelser antages at vere
uafhengige), men simpelthen fordi en konfiguration, hvor
partiklerne 1ligger tet sammen, er meget usandsynlig i
forhold til en konfiguration, hvor de er mere ja&vnt spredt
ud. Hvis vi anbringer en koncentreret klat farvet Vaske i et
stort rumfang ufarvet veske, vil diffusioneﬁ efterh&nden
udbrede fafven, sdledes at klattens areal stort set vokser
proporticnalt med den forlgbne tid. |

Vi kan nemt simulere en brownsk bevagelse af en
partikel p& computerskermens Kvadratiske punktgitter. Vi
‘skal s& blot sgrge for, at partiklen ikke diffunderer
-udenfor skermen. Fglgende lille program v&lger for hvert
skridt en af fire tilfeldige bevegelsesretninger, undtagen

ndr partiklen er pd randen af skermen:
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x : =640*RND
y:=200*RND
plot (x,Y)
WHILE KEY$<>"" DO NULL
WHILE KEY$="" DO
kurs:=INT(4*RND) =~ ° - S
" IF kurs=0 AND x<639 THEN x:=X+1
IF kurs=1 AND y<199 THEN y:=y+1
IF kurs=2 AND x>0 THEN x:=x-1
IF kurs=3 AND y>0 THEN y:=y-1
plot(x.y)
ENDWHILE

Da alle de afmerkede punkter bliver stadende pad skermen,
far man med dette program aftegnet hele banen for den
diffunderende partikel. Hvis man kun vil se selve partiklen,
m& man sgrge for at viske det gamle punkt ud, f¢r man
plotter det nve.

DLA processen startes ved, at en kim-partikel sattes
fast pA skermens midte. Herefter startes en diffunderende
partikel fra et tilfeldigt sted p4 randen af sk&rmen. Denne
partikel fortsztter sin bevegelse, indtil den rammer et af
de fire nabopunkter til kimpartiklen, hvor den satter sig
fast. Kimen er s& vokset til to partikler med ialt 6
nabopunkter. En ny partikel szttes i gang fra sk&rmranden og
diffunderer, indtil den rammer et af disse nabopunkter, hvor
den setter sig fast. Saledes fortsezttes, og efterhanden
vokser kimen til en stor, uregelmessig forgrenet struktur.
Denne struktur fortsetter med at vokse, efterhdnden som nYeé
partikler sxtter sig fast. Vaksten sker nesten udelukkende
fra spidserne af grenene; det er meget usandsynligt, at en
partikel trenger dybt ind 1 en "fjord", dvs. et mellemrum

mellem grene. SAledes kan Vi forestille os., et stgvinug
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vokser. Nar det er blevet stort, vil det have en meget lilié
massefylde, fordi mellemrummende bliver stgrre, 3Jjo langere.'
vi kommer bort .fra centret. Pa fig. 7 vises resultatet af et

eksperiment, hvor DLA fnugget er opbygget af 760 partikler.

' gnLn-struktur 760 partikler :

Fig. 7 . DLA-struktur.

For at undersgge fordelingen af partikler i en DLA-
struktur, gdr vi frem pA fglgende made. Med centrum i den
oprindelige kimpartikel tenker vi os lagt et kvadrat med
kantlengden L sk&rmpunkter, hvor L er et wulige heltal. Vi
teller sa, hvor mange partikler, N(L), der befinder sig
inden i og p& randen af dette kvadrat, og dette ggr vi for
alle verdier af L fra 1 og op til en sa stor verdi, at hele
stgvfnugget kan vare inden i kvadratet. For L=1 er N=1, idet
kimpartiklen jo er i centrum, og ndr L er sd stor, at hele
stgvfnugget er i kvadratet, er N(L) lig med det totale antal
partikler i strukturen. Funktiénen N(L) for strukturen pad
fig. 7 er vist i et dobbeltlogaritmisk diagram pa fig. 8.
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- log(N(L)>»)> d=2 d=1.7
. ‘04/
. 0”,.‘ d=1 7
: 2 v
- 1- ’
g | ,log(L)g
! 1 C :

Fig. 8 . Dobbeltlogaritmisk diagram for N(L) fra fig. 7.

Hvis nu punkterne stort set var jevnt fordelt i planen,
ville N(L) vokse proportionalt med arealet af kvadratet,
dvs. proportionalt med L2, og i det dobbeltlogaritmiske
diagram ville punkterne fglge en linje med hzldningskoeffi-
cienten d=2. Hvis derimod punkterne hang sammen 1 en
endimensional trad, ville vi f& en linje med haldningskoef—
ficienten d=1. Begge disse linjer er indtegnede pad fig. 8,
og som man kan se, fglger punkterne ingen af dem. Derimod
fglger de i et stort interval ret godt en linje med
heldningskoefficienten d=1.7. Vi tilskriver derfor DLA-
strukturen den fraktale dimension (ligedannethedsdimensi—
onen) 1.7. Forsgg med langt stgrre DLA-fnug (100000

partikler) viser en ret 1lille spredning af den saledes

bestemte dimension, selv om fnuggene kan falde meget
forskellige ud. Strukturen af det underliggende gitter, om

det er kvadratisk eller triangulert er underordnet, og det
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ggr heller ikke noget, om man definerer "naboer” anderledes,
saledes at der er 8 naboer til et punkt pa et kvadratisk
gitter. Den fraktale dimension af DLA-strukturer afhznger
imidlertid af dimensionen af det euklidiske rum, de er
indlejrede 1i: 1 tre dimensioner fas d=2.5. |

Lad os overveje, hvad det betyder, ndr funktionen N(L)
i et dobbeltlogaritmisk diagram falder pa en ret linje med

heldningskoefficienten d. Dvs. der er tale om en
potensfunktion

N(L) = k-L4 . (6)
En sddan funktion er skalainvariant , " dvs. hvis vi

omdef inerer "enheden" for lengden L ved at gange talverdien
med en vilkarlig positiv skalakonstant, £, s& vil der kunne
bestemmes en skalakonstant, w, for "massen" N, sdledes at de

skalerede stgrrelser.
Lg = €L ; Nn = m N (7)
stadig fglger samme potenslov:
- d
N.m(Lg) = k-L;_E ,(8)

Vi skal blot velge m = gd,

Blandt ‘'"p&ne' (analytiske, dvs. vilkarligt ofte
differentiable) funktioner er det kun potensfunktioner, som
sadledes er invariante overfor skalatransformationer. At
masse— fordelingen i en DLA struktur er skalainvariant
betyder éltsa, at den ser ens ud i det store og i det sma,
og-at den kan beskrives med en fraktal dimension d, som i
ligning (6). Hvis l:ngdeskalaen forgges med faktoren &£, vil
masseskalaen forgges med faktoren wm = €4, yanset hvor stor,
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lengdeskalaen var til at begynde med. Dén fraktale dimension

h&nger altsd sammen med skaiafaktorerne ved formlen:

d = log n/log & (9)

Denne skalainvarians - findes ofté.- for naturlige

f@#nomener, men kun inden for et vist interval -~ af’
stgrrelsesordener (med 'en stgrrelsesorden" forstds normalt
en faktor 10, dvs. 1 p& en logaritmisk skala, hvis man
bruger 10-tals logaritmer). P& fig. 8 ser man kun en
omtrentlig skalainvarians over knapt to stgrrelsesordener,
og det er Jjo ikke meget, men skermens begrensede
oplgsningsevne levner jo ikke plads til ret meget mere.

En uendeligt udstrakt fraktal struktur, hvis dimension
d er mindre end dimensionen af det euklidiske rum, den er
indlejret i, vil have den gennemsnitlige massefylde 0 (og
stgvfnug er jo som bekendt lette), for massefylden er jo
forholdet mellem masse og "rumfang" (areal i 2 dimensioner),
og nar massen N vokser med en mindre potens af den linexre
dimension L end rumfanget, nd&r L g&r mod wuendelig, vil
massefylden 94 mod nul. Det er det samme forhold, som gér
sig gezldende for Serpinski-trekanten i foregdende Kkapitel,
som jo ogsd viste sig at vere uendelig let.

Skalainvariansen af DLA-stgvfnugget er en form for
selv-similaritet, dvs. delen er ligedannet med det hele, men
ligedannetheden er i dette tilfelde statistisk, ikke eksakt.
Pa tilsvarende maAde er selv-similariteten af naturlige
former som bjerge, &er og skyer af statistisk art, men 1
enkelte tilfelde, som f.eks. bregnebladet, finder vi en
selv-similaritet, som er nesten lige sa eksakt som
Serpinski-~trekantens. I det fglgende skal vi se pa, hvordan
vi konstruerer eksakt selv-simila®re former. Det sker ved

indlejring af et formelement i sig selv, og metoden kaldes
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"
BE]




- 26 —

Nar vi er kommet s& langt i vores overvejelser, har vi

indset, at der er tale om en prikfraktal , dvs. en selv—
similer struktur, som Xkan opbygges af en = generator

bestdende af et prikmgnster. Generatoren for fig. 9 er

dbenbart et spgrgsmilstegn, som jo kan opbygges af -prikker

p&d et kvadratisk gitter. -Bogstaver og andre _tegn pa

computerens sk&rm kan opbygges p& et kvadrat med 7*%7 felter,

og spgrgsmdlstegnet er opbygget som vist pd fig. 10. Det ma

vere tilstrakkelige data til konstruktion af det fraktale

spgrgsmldlstegn i s& mange niveauer, som der er plads til pa

skE&rmen. Nar vi Xkender den line&re udstraekning af

generatoren i forhold til byggeelementet (prikken), har vi

skalafaktoren &€ i ligning (9), og antallet af prikker giver
masse—skalafaktoren m . I dette tilfelde er £=7 og wm=16, sa
vi kan straks udregne den fraktale dimension af strukturen

pd fig. 9 til log(1l6)/log(7) = 1.42.

B N —————
Mode 1 (320%8005 eller 8 (BA0*E00)? 2
ulige, mellem 3 og 1537 7

kantlangde {

dimension 1.42
:ruvea.u

Fig. 10 . Generator for fig. 9.




- 27 -

~ Konstruktionen af en prikfraktal er simplest, hvis
generatoren er bygget.  pd et kvadratisk gitter med et ulige

antal felter pA hver led. S& er centret af kvadratet jo

sammenfaldende med centrét af det midterste felt. Vi kan
angive‘koordinaten af midterfeltet i forhold til generator-
kvadratet som (0,0). Lad os sige, at kantlangden af
generatoren er det ulige heltal g = 2s+1, og at der indgér P
prikker i generatoren. Koordinaterne for disse prikker kan

s8 dimensioneres som arrays xg(i) og yg(i), hvor i lgber fra

1 til p, og hvor hvert xg og yg kan antage verdier fra -s.

til s. Alle disse indledende mangvrer kan ordnes simpelt med

f¢lgende lille program, som ogsd udregner dimensionen:

DIM xg(49) ,yvg(49)

INPUT “kantl®ngde (ulige) '": g
INPUT "antal prikker (max. 49) '": p ;
PRINT “dimension: ", LOG(p)/LOG(g) f
FOR k:=1 TO p DO Z
| PRINT k;": " ?
INPUT 'xg, vg ": xg(k),yg(k) |
ENDFOR k ;
Selve konstruktionen varetages af en rekursiv

procedure , dvs. en procedure, der kalder sig selv. Hvis
proceduren udefra kaldes p& niveau n, sa ma de. 1
procedurekroppen forekommende kald vare pad et lavere niveau
(n-1 eller mindre) og desuden mA& der vare en konkret
(ikke-rekursiv) beskrivelse af, hvad proceduren skal ggre,
hvis niveauet er 0. Det kommer sdledes til at foreg8 ligesom
nedenstdende, velkendte rekursive definition af fakultets-

funktionen:

n! = n-(n-1)¢{ ; 0! = 1. (10)



Nar en prikfraktal skal tegnes pd niveau O, skal der
simpelthen settes en prik 1 et opgivet punkt, (cx,cy). For
at udnytte skermen bedst muligt, vil vi lade denne prik vare
s4 lille som muligt, dvs. en pixel. P& niveau 1 vil vi  lade
centret ligge i det ' opgivne punkt (cx,cy), oOg figurens
udstrzkning bliver g pixels p& hver led. P& niveau 2 skal vi
for hver prik i generatoren - tegne selVéT generatoren,  09.
figurens udstrakning bliver gzvpixels p4 hver led. Lad os nu

se, hvordan vi kan opbygge proceduren:

PROC rekprik(n,cx,cy)
IF n=0 THEN
plot(cx,cy)
ELSE
FOR k:=1 TO p DO A
rekprik (n—1, cx+gr (n—1) *xg (k) , cy+gr (n=1) *yg(k))
ENDFOR k
ENDIF
ENDPROC rekprik

Som vi skal se i nzste kapitel, kan vi opbygge alle de

rekursive tegneprocedurer efter samme enkle skema:

IF niveau=0 THEN tegn byggeelement ELSE opbyg generator med
byggeelementer erstattet af den gnskede rekursive figur pa

et niveau, som er 1 mindre end det opgivne niveau.

For -at f& plads til den stgrst mulige rekursive
prikfigur pad skermen md man lade centret (cx,cy) ligge midt
pa skermen (320,100). Det maximale niveau, nmax, er s4 givet
ved, at kantlazngden g oplgftet til potensen nmax skal vare
mindre end antallet af pixels p& skxrmens korte led (200).
Dvs. vi kan bevtte fglgende procedurekald:
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rekprik (INT (LOG (200) /LOG(g)) ,320,100)

Prgv nu at tegne nedenstdende figur (Fournier—gitter pa
niveau 4). Her er g=3, p=5, dvs. dimensionen er log 5/log 3
= 1.46. Koordinaterne for de 5 prikker i 3*3 generatoren er:
(-1,1), (1,1), (0,0), (-1,-1) og (1,-1).

Fig. 11 . Fournier gitter, niveau 4.

Prgv ogsd med g=3 at lave figuren med p=2, og
koordinaterne (-1,0) og (1,0). Da punkterne her ligger pd en
vandret linje, og da skermen har flere punkter p& den. .
vandrette led, er det muligt at g& til niveau 5. 1 dette
tilfelde er dimensionen mindre end 1 (log 2/log 3 = 0.63).
Figuren kaldes det originale Cantor—set .
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Kapitel 4 :
Rekursive stregtegninger: Skildpadde—generatorer

Qrikfraktalerne i kapitel 3 wvar definerede Qed en
igenerézor, hvis byggeelementer var prikker. P4 lignende made
"kan vi definere stregfraktaler, hvor byggéelementet i
generatoren er streger. Vi vil holde os til tilfalde, hvor
generatoren er opbygget af lige lange linjestykker, og for
at undgd trigonometriske udregninger af endepunkterne for
disse linjestykker, vil vi benytte os af den s&kaldte

skildpradde—-grafik , der findes som en s®rlig pakke 1 Uni-

Comal og fremkaldes med kommandoen USE turtle. (RC-Comal har
ikke turtle—pakken, men den findes p8 den til denne tekst
hgrende RC-Comal diskette).

Nar skildpaddegrafikken er kaldt frem, ser man 1 et
grafisk vindue midt p& sk®rmen skildpadden som en pilespids,
der peger lodret opad. Dette er skildpaddens udgangsposi-—
tion,' og til dette sted og denne retning vil den returnere,
nar den far kommandoen home. @verst pd& sk&rmen er der et
textvindue, hvor kommandoerne kan skrives, og man kan da
straks se dem blive udfgrt. Prev f.eks. at skrive: ht (hide
turtle, skildpadden bliver usynlig), st (show turtle, den
kommer frem igen), rt(90) (right 90, drej 90° til hgjre),.
£d(100) (foxwged 100, gd fremad stykket 100), 1t(45) (left
45, drej 45° til venstre), pu (pen up, lgft pennen, sé
bevegelsen ikke trzkker en streg), bk(50) (bak 50), pd (pen
down, s®nk pennen, klar til at tegne igen), home, cs (clear
screen, slet grafikskermen) .

Fordelen ved skildpadden fremfor den sadvanlige grafik-—
cursor er, at skildpadden husker sin retning , ikke Dblot
sin position. Mange af kommandoerne virker sdledes

relativt t©il baAde den nuverende retning og position, f.
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PROC vest (s)
seth(90)
pu
bk (s)
pd R

" ENDPROC vest - - -~

Da skarmen har flest punkter p& den vandrette led, er
det bekvemt at lade de fglgende stregfraktaler starte 1 et
punkt A i venstre halvdel af sk®rmen og ende i et punkt B 1
hgire halvdel. Vi vil forudsztte, at skildpadden for tegning
stdr i A med nesen i retning af B, og at den slutter i B med
nesen samme vej som ved starten. Som start kan man da skrive
kommandoerne home, cs, vest(100).

Vi skal nu skrive procedurer for nogle rekursive

stregtegninger, hvis generatorer er vist pa fig. 12.

§ sne kors drage gosper
: f
d=1.26 =1.46 d=2 d=2

Fig. 12 . Generatorer for rekursive stregtegninger.
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Generatorerne (niveau 1) for de‘rekursive tegninger er

vist med begyndelsespunktet A nederst og slutpunktet B
gverst. P& niveau 0 vil de alle vere en lodret streg fra A
til B. Ud fra generatorerne kan vi udregne de fraktale
dimensioner for figurerne efter samme system som tidligere.
Lad os sztte l#ngden af de enkelté linjestykkér i
generatoren til 1, og lad L betegne lengden fra A til B,
malt med denne enhed, medens N er antallet af linjestykker,

| der indgdr i generatoren. L og N svarer sa til de tidligere
indfgrte skalaféktorer £ og n, sa dimensionén er givét Qed:

d = log N/log L S (11)
Nedenstaehde tabel viser N og L og den fra (11)

udregnede fraktale dimension for de af éeneratorerne pa fig;
12 frembragte stregfraktaler:

sne kors drage gosper
N 4 5 | 2 7
L 3 3 w2 W7
d 1.26 1.46 2 2

To af fraktalerne, sne og kors, er altsa "tynde", dvs. deres
dimension er mindre end sk&rmens (2), medens de to andre,
drage og gosper, er "fede'" fraktaler" eller ‘'space filling
curves'" som tenderer mod at udfylde et areal.

Vi starter med at lave en rekursiv skildpadde-
procedure, der tegner kurven "sne" (den triadiske Koch-kurve
eller snowf lake-kurven) . Vi skal bruge to input-parametre,
niveauet n og AB-afstanden s. Hvert af de 1 generatoren
indgdende linjestykker har s& l®ngden s/3, og disse
linjestykker skal i den rkursive procedure erstattes med
"sne" p& niveau n-1, ifglge den sadvanlige opskrift:



PROC sne(n,s)
IF n=0 THEN
fd(s)
ELSE
. sne(n-1,s/3)
1t (60)
sne(n-1,s/3)
rt(120)
sne (n-1,s/3)
1L (60)
sne(n-1,s/3)
ENDIF
ENDPROC sne

Proceduren forudsztter, at skildpadden ved kaldet er 1
punktet A med nesen i retning af B, og at den slutter 1 B
med nesen samme vej. Den sidste betingelse er konsistent
med, at skildpadden enten gdr lige frem (hvis n=0) eller, at
den drejer ialt 120° mod venstre og 120° mod hejre. Det er
ligeledes forudsat, at pennen er nede ved kaldet, og det vil
den sd4 vedblive at vare under udfgrslen.

Hvis vi nu, ndr proceduren er kompileret (run) giver
kommandoerne USE turtle, vest(100) og sne(1l,200), skulle vi
gerne se generatoren blive tegnet vandret hen over sk&rmen.
Derefter kan vi prgve at tegne kurven pA& niveau 4. Ogsa
hgjere niveauer kan prgves, men man md betznke, at for hver
gang, vi s®tter niveauet 1 i vejret, stiger udfgrselstiden
med en faktor 4, og lengden af de enkelte linjestykker
bliver hurtigt mindre end sk&rmens oplgsningsevne.

Vi kan ogsd prgve at lade proceduren sne 1indgd 1 et
program som det fglgende, der p& niveau 1 tegner en
sekstakket stjerne og p& hgiere niveauer noget i retning af

en snekrystal, som har givet snowflake kurven sit navn:
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INPUT "kantlengde ": L
INPUT "niveau ": niv
USE turtle
graphicscreen(0)
pu
fd(L*0.29)

vest (L/2)

sne(niv,L)

rt (120)

sne(niv,L)

rt (120)

sne(niv,L)

Prgv nu pa egen hand at skrive en tilsvarende . rekursiv
procedure for kurven "kKors'. Denne kurve er béslagtet med
det pa fig. 11 viste "Fournier gitter", hvilket jb antydes
af, at den har samme dimension (log 5/log 3). Analogien
viser sig klart, hvis man med kors-kurven vandrer rundt 1 et
kvadrat mod uret. Hvis man gdr den anden vej) rundt,'kan man
lave en flot "dakkeserviet i korssting". _ | '

Vi vender os nu til de to "fede" fraktaler, dragekurven
og gosperkurven. P& generatorerne for disse to er der
angivet pile, der kan fortolkes som tegneretningen . Hvis
vi ser pa& generatoren for dragekurven, viser den, at vi
fgrst skal g4 (eller "drage") fra A til et punkt C pa
midtnormalen mellem A og B. Dern®st skal vi springe ned til
punktet B, og herfra skal vi igen "drage" op til C. Endelig
skal vi, som det hele tiden er forudsat, ende nede i B med
n®sen i retningen fra A til B. Skildpadden md altsa foretage
nogle hop undervejs, dvs. bevege sig med lgftet pen, men den
skal slutte med pennen nede. Da forholdet mellem generator-
lengden og linjestykket for drage-generatoren er givet ved
det irrationale tal %2, kan det 1g¢gnne sig i forvejen at
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udregne dette tal og indlzgge det i en konstant sg2.

sq2:=SQR(2)
PROC drage(n,s)
~IF n=0 THEN
i fd(s)
ELSE
1t (45)
drage(n-1,s/sq92)
1€t (90)
Pu
bk (s/s492)
pd
drage (n-1,s/5492)

pUu
bk (s/s892)
rt (135)
pd
ENDIF
ENDPROC drage

Hvis dragekurven tegnes, sa forbindelseslinjen AB er
vandret eller lodret, vil den komme til at Dbestd af
vandrette og lodrette linjestykker pa de lige niveauer, men
af skra linjestykker pd de ulige niveauer. De skrd linjer er
ikke sa pene pa& skermens raster—gitter. En pzn dragekurve pa
et ulige niveau opnds, hvis AB danner vinklen 45° med
vandret. Pa 13 vises en tegneserie med de lige niveauer fra
0 til 14. At kurven har den fraktale dimension 2, viser sig
ved, at den danner en "ggruppe’. Forbindelsen mellem denne
#gruppe og den tidligere omtalte "drageg'" viser sig, hvis
man fgrst tegner dragekurven pad et ulige niveau (f.eks. 13)

s84 retningen AB gar 45° opad (som pa& fig. 6) og derefter
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tegner den samme kurve baglens fra B til A. Vi vender
tilbage til diskussion af dragekurven og dragegen 1 neste

kapitel.

Fig. 13 . Dragekurven pd de lige niveauer fra 0 til 14.

Vi g&r videre til Gosper-kurven, som er en af de mest
interessante '"space filling curves", fordi den, selv om deh
tenderer mod at udfylde et areal (kaldet “Frankrig”), pa
mirakulgs vis undgdr at skere eller rgre sig selv.
Generatoren best8r af 7 linjestykker, af hvilke de to g&r i
forlengelse af hinanden. Vinklerne mellem linjestykkerne er
alle multipla af 60°, og afsténden mellem endepunkterne A og
B er w7 gange s& stor som lengden af de enkelte linje-
"stykker. Vi kan s8 ved brug af projektionssatningen udregne
vinklen v mellem det fgrste linjestykke og retningen AB. Vi
skal blot lgse ligningen
cos (-v) +cos (60°-v) +cos (180°-v) +cos (120°-v) +2*cos (-v) +
cos (-v—60°) = 7 (12)
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Ligning (12) har kun den ene lgsning cos Vv = 5%57/14,
hvilket svarer til, at v md have verdien 19.1066 grader. Vi
kan sa lave gosper-proceduren, idet vi tager hensyn til de
~ pd generatoren angivne tegneretninger:
5q7:=SQR(7)

PROC gosper(n,s)

IF n=0 THEN
- fd(s)
ELSE

rt (19.1066)
gosper (n-1,s/s97)
1t (120)
PU
fd(s/sq7)
rt (120)
pd
gosper (n—1,s/8q97)
rt(120)
gosper (n—-1,s/sq7)
rt(120)
pPu
fd(s/sa7)
pd
gosper (n-1,s/597)
rt (120)
gosper (n-1,s/s97)
gogper (n—1,s/sq7)
1t (120)
pPu
bk (s/sa97)
pd
gosper (n—-1,s/s97)
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PU
bk (8/847)
rt(100.8934)
pd
ENDIF
ENDPROC gosper

Den sidste drejning til hgjre pd 100.8934 grader er Dbestemt
ved, at den samlede hgjredrejning skal vere 1ig med den
samlede venstredrejning, for at skildpadden kan slutte med
nesen den rigtige vej. ' -

Som det ses af fig. 14, ligger stgrstedelen af
"Frankrig" over linjen AB, s& for at fa en stor figur, er
det godtvat starte under midten. Skriv f.eks. pu, Dbk(33),
vest (75), gosper(4.,150). .

Fig. 14 . Gosperkurven, niveau 4.
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BAde drage—- og gosperkurven er kontinuerte, sd det kan
virke 1lidt utilfredstillende at tegne dem s8 springende, som
de to sidste procedurer g¢r. Kan de 1ikke tegnes, . uden at
pennen skal lgftes undervejs? Jo, men for at ggre det, ma vi
have to procedurer, der gensidigt kalder hinanden. Dé dele
af generatorerne, som gennemlgbes "den forkerte vej'" Kan ™~ jo
i stedet defineres som en anden procedure, hvor skildpadéehs
drejninger svarer til, at vi gennemlgber samme kurve fra B

til A. Nedenstlende par af procedurer vil tegne gosperkurven

sammenhzngende:
PROC gosperl(n,s) PROC gosperZ2(n,s)
IF n=0 THEN IF n=0 THEN
fd(s) fd(s)
ELSE ELSE
rt(19.1066) rt(79.1066)
gosperl(n-1,s/sq97) gosperl(n—-1,s/s5q97)
1t (60) 1t (60)
gosper2(n-1,s/s97) gosper2(n-1,s/s497)
1t (120) gosper2(n-1,s/s597)
gospera(n-1,s/sq7) 1t (120)
rt(60) gosper2(n—-1,s/5q7)
gosperl(n-1,s/s897) 1t (60)
rt (120) gosperl (n—-1,s8/3597)
gosperl(n-1,s/sq97) rt(120)
gosperl (n-1,s/s5q97) gosperl (n-1,s/597)
rt (60) rt (60)
gosper2(n-1,s/s497) gosper2(n—-1,s/sq97)
1t (79.1066) 1£(19.1066)
ENDIF ENDIF
ENDPROC gosperl ENDPROC gosper?2

P4 fuldkommen tilsvarende md&de kan vi lave dragekurven
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sammenhengende. Vi vil dog nu prgve at ggre det lidt.
anderledés, for forskellen pa at genneml¢be'dragekufven fra -
A til B eller fra B til A bestdr jo i det vasentlige i, om
man starter med at dreje 45° til venstre eller til hgire.
Denne forskel kan vi udtrykke ved at indfgre en ekstra input-
parameter "op'", som skal vere +1, hvis vi starter med at
dreje til venstre og -1, hvis vi drejer til hgjre. Vi kan s&
skrive lt(op*45), for at dreje —45° til venstre er det samme
som at dreje 45° til hgjre. ‘
Medens vi er i1 gang, kan vi ogsa indfgre vinklen som en .
ekstra parameter v, s& Vi ikke altid skal dreje» 450.

Afstanden mellem A og B er s& 2-cos v, si dimensionen bliver
d = log 2/1log(2-cos V) C(13)

Med den s8ledes generaliserede drageprocedure (dragegen,
nedenfor) kan vi altsd lave fraktaler med alle mulige
dimensioner mellem 1 og 2 ved at lade v variere mellem 0° og
45°. For v>45° bliver d>2 iflg. (13) (@ for v=60°, det skal
man ikke tage for hgjtideligt). I broceduren benyttes en
konstant omr=P1/180, som omregner fra grader til radianer.

PROC dragegen(n,s,V,opP)
IF n=0 THEN
fd(s)
ELSE
1t (op*V)
dragegen(n-1,s/(2*COS(omr*v)),v,1)
rt (2*op*v)
dragegen(n-1,s/(2*COS (omr*v)) ,v,-1)
1t (op*v)
ENDIF
ENDPROC dragegen
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I dragegen indgdr to kald af dragegen, det fgrste med
op=1, det andet med op=-1. Som en sidste lille ¢gvelse 1
dette afsnit kan man prgve at eksperimentere med &ndringer
" af op-vardierne 1 disse kald. F.eks. kan man prgve at lade
- den vere +1, _eller -1, eller op 1 begge kald. Eller man kan_
. lave .tilfeldige, rekursive kurver, en slags brownske
bevege lser med variabel dimension (den sxdvanlige brownske
bevegelse har fraktaldimensionen 2) ved at lade wv&rdien af
parameteren op, +1 eller -1, 1 de to kald wv&re tilfeldigt
bestemt. Fordelen ved at lave tilfeldige kurver pa denne
mdde er, at man ikke alene har styr pd, hvor de starter, men

ogséd p&, hvor de ender.

.............................................................................

miveau 10
afstand 490
Elangde 1270

Fig. 15 . @verst: regular dragegen-kurve med d = 1.2.
Nederst: tilfeldig kurve med samme dimension.




- 43 -

Kapitel 5 _
Dragekurven: Simple talforhold og puslespil

I kapitel 2 fremstillede vi dragegen Qed en meget
simpel iteration, hvori der indgik et tilfeldigt valg mellém
to linexre funktioner. 1 kapitel 4 opdagede vi, at en
todimensional fraktal kurve. drégekurven. fremstillet
rekursivt med en uhyre simpel generator, er beslazgtet med
dragegen: Hvis vi fgrst laver dragekurven fra A til B og
derefter tilbage fra B til A, far vi dragegen. Denne
overensstemmelse findes strengt taget kun '"pa niveau (n" for
dragekurven,.sa ndr vi i det fglgende taler om kurven uden
at specificere niveauet, forudsztter vi stiltiende, at
niveauet er hgjt nok til, at vi ikke i praksis har noget ud
af at gd hgjere op. For sedvanlig skermgrafik ligger denne
grense omkring niveau 15, _

Den iterativt fremstillede drageg (fig. 6) har nogle
bestemte koordinater: centret ligger i (0,0), punkterne A og
Bihhv. (-1,-1) og (1,1). 1 dette koordinatsystem er
afstanden AB altsd 1ig med %'8. Det omskrevne rektangel pa
fig. 6 rakker fra x=-7/3 til x=7/3 og fra y=-5/3 til y=5/3,
og det indskrevne rektangel rzker fra x=-5/3 til x=5/3 og
fra y=-1/3 til vy=1/3. Vi kan anvende dragegen som
puslespilsbrik, séledes at vi uden om den centrale ¢ med
centrum i (0,0) anbringer fire andre brikker, hvis omskrevne
rektangler bergrer det indskrevne rektangel for den'céntrale
brik. Afstanden mellem centrerne for disse brikker ma altsé
vere 5/3 + 7/3 = 4 1 x-retningen o9 1/3 + 5/3 = 2 1
y-retningen. Hele planen kan dekkes med s8danne brikker, som
altsd hver iszr rader over et rektangel med kantlzngderne -4

og 2. Det fglger heraf, at dragegen har arealet 8 , dvs.

(mere generelt) samme areal som et kvadrat med siden AB
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Som det fremgdr af fig. 16 har hver brik i dette
puslespil i virkeligheden 6 nxrmeste naboer, som bergrer
den. Tre farver er ngdvendige, hvis man vil undga, at

brikker med samme farve stgder sammen.

Fig. 16 . Dragegen som puslespilsbrik.

En dragekurve, som starter i A=(0,0) og ender i B=(1l,1)
har s8ledes arealet 1. Dette areal er summen af arealerne af
de uendelig mange smiger, som dragekurvens g¢ggruppe er
sammensat af. Som det ses p& fig. 17, er der én af disse
ger, som er stgrre end alle de andre; lad os kalde den
"Sjelland" (denne ¢, som indeholder punktet C, er tofarvet
pd fig. 17). Blandt de resterende ger er der igen én, som er
stgrre end de andre, nemlig nabogen til venstre for
"Sjelland"”, lad os kalde den "Fyn'. Bortset fra disse to, er
de andre ger parvist lige store. Vi skal prgve at Dbestemme
arealet af disse ger, fgrst og fremmest "Sjzlland” og "Fyn'".

Fgrst bemerker vi, at dragekurvens forlgb fra A til B
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kan beskrives med en reel parameter, t, som lgber fra 0 til
1. En dragekurve p& niveau n er jo sammensat wats‘zﬁ
linjestykker, s& vi kan fastsette, at t skal ve&re. 0 ved
tegningens start, og hver Qang der er tegnet et linjestykke,'
skal der lagges 27N til t, sd vil t have verdien 1, nar

tegningen er f&rdig. Dragekurven p& niveau n er jo sammensat
af to niveau n-1 kurver, den fgrste fra A til C (mgrkegrad pa
fig. 17), den anden fra B til C. Hvis Kkurven tegnes

fortlgbende (uden hop), hvilket wvi wvil forudsette i det
fglgende, tegnes den anden niveau n-1 kurve fra C til B, og
punktet C svarer til parametervardien t = 0.5. Vi har sa en
kontinuert afbildning af intervallet {0,1] pa& det af
dragekurven beskrevne todimensionale omrdde, og man kan let
indse, at arealet af en ¢ er lig med langden éfﬁdétvt{i ¢en‘

svarende parameterinterval.

Fig. 17 . Dragekurven og parameterintervaller for ger.
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Proceduren, som har tegnet drégekurven pd fig. .17
holder regnskab med parameteren t og kan derfor tegne de to
halvdrager AC og CB med forskellig farve. Afstanden mellem A
og B, malt i skermkoordinater, er valgt til 2n/2' hvor n er
niveauet, sdledes at hvert linjestykke precis svarer til én
pixel.;Detteimuli§g¢r,iat dfagekurvensromkr;ds tégnes %ed é%
anden farve end det indre. ﬁet er nemlig sadan, at indre
punkter besgges to gange, men ydre punkter kun én gang, sa&
hvis computeren ggr det muligt at teste, om et punkt.
tidligere er farvet, kan man give det en anden farve, nar
det besgges anden gang.

Lad antallet af indre punkter vere n; og antallet af

ydre punkter n Da det totale antal punktbesgg er 20', har

v-
vi:

+ n, = 20 (14)

Det totale areal, mélt med pixelarealet som enhed, vil v&re
halvdelen af dette, hvilket stemmer med, at arealet skél
vere 1, ndr afstanden AB er w'2: tz-20. (w2/20/2)2 - 1. De
ydre punkter bidrager altsd kun halvt sd8 meget til arealet
som de indre, men ogsd kun halvt s8 meget til parameterens
tilvekst. P& tilstrzkkeligt hgje niveauer vil antallet af
vdre punkter kun vere en forsvindende brgkdel af antallet af
indre punkter, og dette vil gzlde for hvert endeligt
parameterinterval, sdledes at arealet af den tilsvarende del
af kurven simpelthen bliver 1ig med  parameterintervallets
lzngde, na&r linjestykkerne AC og CB begge har lzngden 1.

Lad os sige, at gen "Fyn" svarer til parameterinterval-
let fra tq til t, pd fig. 17 og "Sjelland” til intervallet
fra t5 til tg. Da "Fyn"” 1 heldragen fra A til B er
"Sjelland" 1 halvdragen fra A til C, har vi:
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t3 - t2 = 2' (t2 - tl) (15)
ty = 2-ty (16)

Da den lysegrd halvdrage fra B til C er kongruent med den
mgrkegrd fra A til C, er det samlede areal af smagerne for
"Fyn" identisk med arealet af smadgerne efter "Sjzlland”,
dvs. |

ty =1 - t3 (17)

Vi har s& tre ligninger til bestemmelse af de tre parameter—

verdier, og vi finder:
ty = 1/5 ; ty = 2/5 ; tg = 4/5 (19)

"Fyn" har altsd arealet 1/5 og "Sjelland" 2/5 af hele
dragekurvens areal. Videre kan man s8 indse, at de to
stgrste af de parvist forekommende smader hver er halvt sa
store som "Fyn", de to neststgrste igen halvt sa store, osv.

og nldr vi regner det hele sammen:

Sjelland + Fyn + 2-sméger =
2/5 + 1/5 + 2-(1/10 + 1/20 + 1/40'+ .o =1

Nar man sdledes kender start— og slutverdien af
parameteren t for hver af dragekurvens ger, kan man give dem
forskellige farver og saledes skabe et nyt puslespil.
Dragekurvens ger har ikke helt samme facon som den store,
symmetriske drageg, men de muligger en "tiling" af denne,
som vist pd fig. 18. Dette system kan s& videreudbygges til
flisedekning af hele planen. P& fig. 19 vises et forslag til
en ny type fliser pd badevarelset, som dog nok ikke er s&
lette at sztte op som de almindelige, kvadratiske.
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Fig. 18 . Tiling af dragegen med dragekurvens dger.

Fig. 19 . Et forslag til nye fliser pd badevzrelset.
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Nar vi nu har lgst arealproblemet for dragegen, melder
spgrgsmalet sig: hvad er dens omKkreds. Dette spgrgsmadl skal
vi dog ikke forvente et fast tal som svar pa, for omkredsen
er en fraktal Xkurve, og langdén af en sdadan vokser
eksponentielt med niveauet for en fast afstand mellem
endepunkterne A og B. Hvis vi som fgr lader AB-afstanden
s(n) vere 2n/2 (h er niveauet), slledes at de enkelte sma
linjestykker i dragekurven har lzngden én pixelafstand, kan

omkredsen af hele dragegen udtrykkes pd formen
ny(n) = k- (s(n))? (20)

hvor d er omkredsens fraktale dimension (sml. lign. (6)).
Nar vi s& for fast n gdr over til standard-lengdeenheden,
saledes at lzngden AB er nfﬁ, finder vi omkredsens l®ngde,
O(n), ved at dividere n, med s(n) og gange med w2, dvs. '

O(n) = k' - (v2)0*(d-1) . (21)

hvor k' = k-w'2. Da d jo er stgrre end 1 for en kontinuert
fraktal kurve, ser vi altsa, at omkredsen vokser

eksponentielt med niveauet. Direkte optzlling af n, som

funktion af n giver resultaterne

n 12 13 14 15 16 17

n 1202 2038 3457 5856 9938 16854

Y
Vi kan da ved sammenligning med formlen (sml. (20))
ny = k' (vw2)n-da-l (22)

bestemme det bedste fit for konstanterne k' og d. Resultatet
er k' = 3.0000 og d = 1.5242
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En ng¢jere undersggelse af vores andet eksempel pa - en
"fed" fraktalkurve, gosperkurven, kan gennemf gres pa
lignende maAde. Her ékal blot nevnes nogle resultater, som
man eventuelt kan efterprgve. Nar kurven tegnes fortlgbende.
kan man ved hjalp af en parameterfremstilling fa - en
kontlnuert afbildning af nhédgzntervalletjvpa arealet™ af
“"Frankrig". Hvert af de 7 11n3estykker i generatoren svarer
+il en gosperkurve p& niveau n-1, o9 hver af disse Kkan
eventuelt gives sin egen farve ved tegningen. Som det
fremgdr af fig. 20, er ‘“Frankrig" en puslespilsbrik til
tiling af planen, som kan opdeles 1 7 mindre Dbrikker af
samme form.

Hvis hvert af linjestykkerne i generatoren har lengden

1 (AB = %'7), er gosperkurvens samlede areal 7% 3/2. Ved at
forlznge nogle af disse linjestykker pa fig. 20 opstar der
nogle ligesidede trekanter, og man kan ret nemt pusle sig
frem til, at der skal 14 trekanter til for at dekke arealet.

Den fraktale dimension af omkredsen er ca 1.2.

Fig. 20 . Gosperkurvens opdeling.
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Kapitel 6
Ref lektion fra cylindre

I de sidste to kapitler skal vi se p& et par simple
fysiske fenomener med en fraktal og kaotisk opfgrsel. 1
modsetning til DLA modellen i kapitel 3, som var rent
tilfeldig, er der her tale om sterkt Ilovbunden adferd,
faktisk sd4 lovbunden, at f&nomenerne i deres renhed kun
vanskeligt kan observeres i1 laboratoriet, men til gengzld sa
meget lettere pd computerska®rmens simulerede virkelighed.

Den fgrste model er reflektion af en lysstrdle fra en

méngde spejlende cylindre . Opstillingen fremgdr af fig.

20. 1 den hgjre del af figuren ses et todimensionalt snit af
de cirkulere cylindre. Antallet af cylindre skal vere mindst
3, hvis der skal komme noget spzndende ud af eksperimentet.

Fig. 21 . Reflektion af lysstrale fra cy}ipdre.
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Cylindrenes radier og placering pa sk&rmen kan v&re
tilfeldig, blot m& de ikke overlappe hinanden. En lysstréile
sendes vandret ind fra venstre 1 en vis hgjde vy. Efter et
antal reflektioner (indfaldsvinkel = udfaldsvinkel), som kan
variere fra 0 til (y, forlader stréalen omradet igen, og den
danner nu en vis vinkel v (mellem 0 og 2m) ‘med ivand;et.
Opgaven gar ud pd at afbilde v som funktion af vy. En sadan
afbildning ses i venstre del af fig. 20. Bortset fra '"falske
diskontinuiteter'", hvor v springer fra O til 2w, vil der
vere skarpe spidser og klgfter ind imellem omrédder med glat
(differentiabel) variation. Hvis man udvelger et y-omrade
omkring en spids eller klgft, kan man 1 n®ste omgang lade vy
variere inden for dette omrdde, men strekke afbildningen . af
v, s& den fylder hele den lodrette akse. Man vil séa opdage
ny struktur i dette omrdde. I princippet kan man pd denne
made forstgrre kurven vilkédrligt op. Det viser sig da, at
den er fraktal i1 den forstand, at den ikke bliver glat, selv
ved meget stor forstgrrelse, men vedblivende afslgrer nye
spidser og klgfter. |

Lad os ﬁu se, hvordan vi behandler systemet matematisk
med henblik p& skrivning af et program. Det drejer sig 1
fogrste omgang om at bestemme skeringspunkter mellem en
cirkel og en ret linje. 1 anden omgang skal vi sgrge for at
udvelge det rigtige skeringspunkt som det sted, hvor der
sker reflektion, og endelig skal vi Dbestemme en ny ret
linje, svarende til den reflekterede lysstrale. Nar vi er
ndet sd& langt, gentager problemet sig, og vi skal blot blive
ved med at lgse det, sd lenge, der er en Ilgsning, dvs.
indtil lysstralen slipper veak.

Hvis en lysstrdle udgdr fra punktet (Xg.vyg) o9 har
retningsvinklen vy, kan den beskrives som en ret linje med

parameterfremstillingen
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x(t) = Xg + t-cos(vg) : v(t) = yg + t-sin(vg) (23)

Antag, at vi har en cylinder med radius r liggende med
centrum i (cy,Cy). Strdlens vinkelrette afstand fra

centret er da:
a = ABS(cos(vg) - (cy = vg) — sin(vp) - (cy = Xq)) (24)

En ngdvendig betingelse for, at stralen rammer cylinderen er

naturligvis, at a er mindre end r. Vi ma imidlertid ogsé .

forlange, at t-vardien for skaringspunktet skal vare positiv

(ellers er det jo stradlens forlezngelse bagud, der rammer) ,

og ndr der s& er sk&ring, skal vi valge skeringspunktet med
den mindste t—verdi. Nar vi har udregnet a (CM pd fig. 22)
og b (QM), kan vi finde indfaldsvinklen (PQL) og derfra
bestemme retningen for den reflekterede strale (QR).

gP (xo,go)

Fig., 22 . Stralegang PQR ved reflektion fra cylinder.

i
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Nedenstdende procedure ram(cx,cy,r) bestemmer sk&rings-—
punktet Q mellem en indgdende stréle og en cirkel med
centrum (cX,cy) og radius r og retningsvinklen i forhold til
vandret for den reflekterede strdle. Linjens variable x0, vO

oggﬁt er Agksterne (globale), dvs. defineret uden for

prdcedu}enfrHvié der ikke er noget skaringspunkt, tildeler

proceduren t en negativ vardi:

PROC ram(cx,cy,r)
cv:=C0S (v0)
 sv:=5IN(Vv0)
a:=ABS(cv* (cy—-y0)—-sv* (cx-x0))
IF a>r THEN
t:=-1000
ELSE
b:=SQR(r*r—-a*a)
t:=cv¥* (cx—x0) +sv* (cy-y0)-b_
IF 30 THEN it
X0 :=x0+t*cv !
y0:=y0+t*sv
v0:=v0+PI-2*¥ATN(a/b)
WHILE v0<0 DO v0:=v0+2*P1
WHILE vO0>2*PI DO VQ;=39rZ*PI
ENDIF
ENDIF
ENDPROC ram

Proceduren bestemmer altsd udgangspunktet (x0,y0) samt
retningen for den reflekterede strdle, og herefter kan den
s& anvendes igen og igen, indtil den sidst reflekterede
strdle ikke rammer nogen af cylindrene (t negativ) .
Problemet er ikke rekursivt, for der er ingen "bund" 1 det,

svarende til niveauet 0. Hver gang en ny strdle er beregnet,
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er éituationen den samme som fgr, og i princippet kan der.

vere uendelig mange reflektioner, men 1 praksis slipéer

strdlen altid ud fgr eller senere. L
Lad os antage, at cylindrenes centrer og radief :er'

indlagt i nogle arrays cx(k), cy(k) og r(k), hvor k kan ga

fra 1 til n. For en given hgjde y af den indkommende,

" vandrette stréle kan vi da beregne hele stralegangen ved

‘f@glgende programstump:

x0:=200
y0:=y

v0:=0

t:=1

moveto (x0,y0)
WHILE t>0 DO

k:=0

t:=0

WHILE t<=0 AND k<n DO
k:=k+1
ram(cx (k) ,cy(k) ,r(k))

ENDWHILE

IF t>0 THEN
drawto(x0,y0)

ELSE
draw(50*cv,50*sv)

ENDIF

ENDWHILE

Nar (hvis) programmet slipper ud af den yderste
WHILE-1gkke, vil v0 vere retningsvinklen for den udgdende
strdle, og denne vinkel kan s afbildes som funktion af vy.
Vi ékal ikke her g8 i flere detaljer med programmeringen,
men henviser til disketten eller programlisten i appendix A.



‘og falder ned i en gre¢ft, hvis bund har h¢5den 0. Her er den
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Kapitel 7
Bold i grgft -.

En fuldstzndig elastisk bold slippes fra en vis hgjde h

s& dgmt til for tid og evighed at springe frem 6g tilbage
mellem grgftens to sider. Falde til ro 1 bunden kan den
aldrig, for dens elasticitet sikrer jo, at summen af
kinetisk og potentiel energi vedblivende vil vere det samme
som den potentielle energi i det gjeblik, vi gav slip pa
bolden, altsé

E = tz2m- (v 2 v v 2) + mgy = mgh (25)
X Y

hvor (vx,vy) er boldens hastighedsvektor, v dens hgjde, m

dens masse og g tyngdeaccelerationen.

Fig. 23 . Banekurve for bold i grgft.
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Vi beskriver groften som to skradplaner med den
numeriske heldningskoefficient ==. Hvis grgftens bund valges
som nulpunkt for vores koordinatsystem, kan de to skréplaner

beskrives ved ligningen
Y = - ABS(x) (26)

~For at undgd for mange konstanter, vil wvi satte boldens
masse til 1. Ifglge Galileis faldlov er bevzgelsen i
tyngdefeltet jo uafhengig af massen, og vi kan s& bruge
bogstavet m til noget andet. Altsa: lad os se p&d situationen
lige efter, at bolden har foretaget det mte opspring fra et
af de to skréplaner. Hvis x-koordinaten ved dette opspring
er X, md hastigheden iflg (25) og (26) tilfredsstille
betingelsen

2

V

m =V

Xm

2 4 Vymz = 29+ (h - o8 xXp) (27)

hvor Sm = SGN(xm) er fortegnet af X Vi skal s& Dberegne
stedet og hastigheden for det (m+l)te opspring. Vi kan sige,
at opspring m sker til tiden t=0. Indtil bolden rammer igen,

har vi sé:

Ve (t) = vy 5 VW (t) = vy —g-t
(28)
X(t) = Xp + Vet 5 ¥Y(t) = yp + vyt — tgt?

Det neste nedslag af bolden finder sted, ndr x(t) = Xp49.
Y(t) = ¥p4q1 = ex-ABS(Xp41) = @™ Spi4]"Xpe1- Der er nu to
tilfelde, vi ma skelne imellem:

1) Bolden rammer samme skrédplan: sp;q = Sp.
2) Bolden rammer modsatte skraplan: sp.q = —Sp.



Lad os fgrst antage, at tilfezlde 1) foreligger. Vi fér
da af (28):7

Ym + Vym't = 20t = ecespe (g + Ve t) (29)
og da yy, = ﬁ;rsm-xm, finder vi tiden for ﬁéaslag nr. m+l til
t = §- (Vym = @ Sy V)
og indszttelse af dette i (28) giver sa
Xm+1 = Xm + Vsm® %' (Vym = S V) (30)

Vi har her forudsat tilfelde 1), dvs. at Xm ©9 Xpe1 har

samme fortegn. S8 mad det gzlde, at
X [Xp + Vm” -fé- (Vym — @Sy Vaqn) ] > 0 (31)

Omvendt mad vi kunne slutte, at hvis (31) ikke er opfyldt, sa
er det tegn pd, at vi er i tilfeelde 2), selv om udtryvkket
(30) i dette tilfelde ikke er rigtigt. N&r (31) er opfyldt,

bliver hastigheden ved nedslag nr. m+l givet ved

Vye,m+1l = Vxm
(32)

Vyomél = Vym — 2" (Vyp — S V) = 270 Sy Ve — Vyq
Vi lader altsd v' Dbetegne hastighedskomposanter ved
nedslag, medens v star for opspringet lige efter
reflektionen. Selve reflektionen beskrives lettest, nar vi
indfgrer hastighedens komposanter vy og v, efter hhv.
tangenten og normalen til skraplanen pa& det sted, hvor

reflektionen skete.
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Vg = xl n(vt —uw-s-vn)

’v’1+m:2 (33)
vy = =L (s eve * v

v1+oc2

Ved reflektionen sker der sd simpelthen det, at v, skifter
fortegn, medens vy bevarer sin verdi, dvs. ndr vi Dbenytter
(33) pa& hastigheden ved opspring m, indsztter dette i i (32)

og s& skifter fortegn p& v,, far vi hastighedskémposanterne‘
ved opséring nr. m+l, dvs. Vx.m+l ©9 Vy m+l- Disse udtryk
kan vi sd indsztte i de omvendte formler til (33) og finde
komposanterne efter tangenten og normalen ved opspring nr.

m+l, stadig under forudsetning af tilfzlde 1):

Ve.m+l = Vem T 2%SpVnm
(34)

Vn,m+1 = Vnm

Simpelheden af disse udtryk viser, at det kan betale sig at
bruge hastighedens komposanter efter tangent og normal ved
oéspringet som tilstandsvariable. Dette har den vyderligere
fordel, at vi s& ved, at den ene variabel, v, altid mad vare

positiv. Energibevarelsen (25) giver
ve2 + vp2 = 20h (35)

dvs. punktet (Vt'Vn) mad ligge inden for en halvcirkel med

kan omformuleres til

X * [Xp + g"vnm' (Vem = ©°Sp* Vom) ] > 0 (36)

Vi m& nu behandle det vanskeligere tilfelde 2), nar
(36) .ikke er opfyldt. Der skal s& det modsatte fortegn péa



hgjresiden af (29), og tiden fra det mte opspring til det
(m+l)te nedslag findes til

t = éf (meSpV o + Vym * W)
hvor (37)
T Wy, =fmfu£smv*m+v9m)2¥4gy& B

En 1lidt omst®ndelig udregning fgrer s& til, at vi 1 tilfelde
2) 1 stedet for (34) far:

Vi,m+l = Vt,m = “SpVnam t j:::m“wm
w14l (38)

Stgrrelsen W kan ogsd udtrvkkes ved V¢ 09 Vp:

1--.r.2
W2 = 4gh - 2v 2 + = . [(1—wm2)vp2 = 2v2 + 4dsevivp] (39)

1+ee2 %

Der er ét tilfelde, som er szrlig simpelt, nemlig
tilfeldet & = 1, hvor gre¢ftens to sider stldr wvinkelret péa
hinanden. S8 l&nge bolden springer p& samme side af gregften,
har normalhastigheden jo en konstant verdi'vy. Nar den sa
springer over til den modsatte side, far den en ny verdi vs.
I tilfeldet o« = 1, hvor sidste led i (39) forsvinder, er
verdien af v, wuafhengig af tangentialhastigheden, og vi
finder simpelthen, at normalhastighederne er de samme, hver
gang bolden er p& en bestemt side af greften. De to vardier

h&nger sammen p& félgende mdde:
V12 + V22 = 2gh (40)

Med brug af (34) eller (38), alt efter om (36) er
opfyldt eller ej er problemet reduceret til en iteration af
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samme type som beskrevet i kapitel 1. Hver gang, bolden har

lavet et opspring, kan vi afs®tte et punkt P4 sk&rmen,

svarende til verdierne af vy og v,, og vi far da dannet en

sdkaldt Poincaré—-afbildning . P& fig. 24 ses en sadan

afbildning for tilfeldet e« = 1.1 og for tre forskellige
verdier af £ = @xg/h. For § = 0.1 ses en kaotisk bevegelse
og for de to andre verdier to forskellige typer af

nestenperiodiske bevegelser (perioder 3 og 5). Analogien med

Martins formel er tydelig.

I tilfeldet e« = 1 er alle bevegelser nastenperiodiske,
og Poincaré-afbildningen fremviser to vandrette linjer,
svarende til verdierne vj og Vy. For e < 1 er alle
bevagelser kaotiske, og for m« > 1 findes én kompliceret
blanding af kaotiske og nzstenperiodiske bevegelser.

Fig. 24 . Poincaré-afbildning for den hopprende bold.



Appendix A :

Programliste, reflektion fra cylindre .

0010
0020
0030
0040
0050
0060
0070
0080
00390
0100
0110
0120
0130
0140
0150
0160
0170
0180
0190
0200
0210
0220
0230
0240
0250
@260
0270
0280
0290
0300
0310
0320

// Program PERIFLEX. Heine Larsen. December 1988

USE system )

USE graphics — - < ; = : - - = - - - -
USE sound . 7 o
fullscreen ) - .
aspect:=0.8 // ing(30)/ing(31)

xpixels:=inq(20): ypixels:=inq(22)

£8:=""18" -#_HHHHHHHHHHHHHAE 19"

DIM infline$ OF 50

infline$:=""18""+18%" "¢""19""

ncylmax:=12

ncyl:=3

mr:=0.6

sr:=0.2

RANDOMIZE )
DIM r(l:ncylmax), cx(l:ncylmax), cy(l:ncylmax). a(l:ncylmax), b(l:ncylmax)
selectwindow(2)

DIM shape$ OF shapesize#{ing(19).,ingqg(20).inq(21),ing(22)})
putstyle(0)

info

main

textwindow(l,25,1,80)

textscreen

END

PROC info
PAGE
PRINT Hn ou . L ;
PRINT AT 5.20: ""18" REFLEKSION FRA CYLINDRE "19""
PRINT AT 8,5: "Programmet viser stralegangen for en lysstrdle, som sendes ind fra

venstre”;

0330
0340

PRINT AT 9.5: "og reflekteres fra tilfazldigt anbragte cylindre.”
PRINT AT 10.5: "I et diagram til venstre afsattes afbgjningsvinkel vandret og hgjde

lodret.”

0350
0360

PRINT AT 12,5: "Et nyt sat cylindre valges ved at trykke ""c"", og angive parametre.”;

PRINT '3.5: "Nederste linje angiver Y-min, Y og Y-max og indikationer for

tilstanden.";

0370
0380
0390
0400
0410
0420
0430
0440
0450
0460
0470
0480
0490
0500
0510

PRINT AT 14,5: "Et scan af Y-verdier startes og stoppes ved tryk pa ENTER.":

PRINT AT 15.5: "Lyden slas til og fra ved tryk pa ""1"".";

PRINT AT 16,5: "Ved at trykke ""z"" kan man zoome ind pa diagrammet med"

PRINT AT 17.5: "piletasterne., page up. page down, home og end. "

PRINT AT 18.5: "Ved at trykke pa TAB-tasten skifter man mellem g¢vre og nedre graznse”

PRINT AT 19.5: "Zoom afsluttes ved tryk pa ESC."

PRINT AT 25,20: "Tryk pA en tast ...":

WHILE KEY$="" DO NULL PO

PRINT ""0".": i ha ¥y

PAGE
ENDPROC info

PROC main
scanning:=FALSE *
pause:=FALSE :




0520
0530
0540
0550
0560
0570
0580
0590
0600
0610

0620
0630
0640
0650
0660
0670
0680
0690
0700
0710
0720
0730
0740
0750
0760
0770
0780
0790
0800
0810
0820
0830
0840
0850
0860
0870
0880
0890
0900
0910
0920
0930
0940
0950
0960
0970
0980
0990
1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
- 1110
1120
1130
1140
1150

lyd:=TRUE

fast:=FALSE

zooming: =FALSE

ymin:=-2; ymax:=2

cylindre ]

ymin:=ing(25);: ymax:=inq(26): nstep:=ing(22)-ing(21)
ystart:=ymin: yslut:@=ymax: ystep:=(y;1ut-ystart)/nstep
reset_scan :

infoline

LOOP

IF scanning THEN
y:synext: ynext:=y+ystep
ray
diagram
IF y>=yslut THEN
scanning: =FALSE
infoline
y:=yslut; ynext:=ystart
ENDIF
ENDIF
c$:=KEY$
CASE c$ OF
WHEN “*
WHEN ""13""
scanning:=NOT scanning
infoline
WHEN "
1F scanning THEN
infoline
ELSE
selectwindow(2)
IF fast THEN putshape(ing(19).ing(21l).shape$)
.ray
ENDIF
infoline
WHEN ""27""
EXIT
WHEN "1"
lyd:=NOT 1lyd
infoline
WHEN "c"
scanning: =FALSE
cylindre
ystart:=ymin; yslut:=ymax
reset_scan
infoline
WHEN "+"
fast:=TRUE
infoline
WHEN "-"
fast:aFALSE
infoline
WHEN "1"
getnumber("Y-Start = ",ystart)
ystart:=minmax(ymin, ystart, ymax)
IF ystart)>yslut THEN swap(ystart,yslut)
reset_scan
infoline
WHEN "2"
getnumber ("Y-Slut = ",yslut)
yslut:=minmax(ymin,yslut, ymax)
IF ystart>yslut THEN swap(ystart,yslut)
reset_scan
infoline




1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530
1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
17G0
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770

WHEN "z"
IF NOT scanning THEN zoom
reset_scan
infoline

OTHERWISE

ENDCASE

ENDLOOP
ENDPROC main o’

PROC ray
selectwindow(2) . . .
IF NOT fast THEN putshape(ing(19).ing(21),shape$)
x0:=inq(23); yO0:=y; v:=0
moveto(x0,y0)
REPEAT
m:=0: tmin:=1000; sv:=SIN(v): cv:=CO0S(v)
FOR n:=1 TO ncyl DO
a(n):=(cy(n)-y0)*cv-(cx(n)-x0)*sv
IF ABS(a(n))<=r(n) THEN
b(n):=SQR(r(n) "2-a(n) " 2)
t:=cv*{cx(n)-x0)+sv*¥(cy(n)-y0)-b(n}
IF (t>=0) AND (t<tmin) THEN tmin:=t; m:=n
ENDIF
ENDFOR n
n:=m; t:=tmin
IF n>0 THEN
x0:+t¥cv; yO:+t*sv; i:=ATN(a(n)/b(n)): vl:=v+PI+2%i
drawto(x0,y0)
WHILE (v1<0) DO vl1:+2*PI
WHILE (v1>2*PI) DO vl1:-2*PIL
vi=vl
IF 1yd THEN play_tone(400/r(n)"1.5.0.2*ABS(COS(1i)))
ENDIF
UNTIL n=0
Arawto{x0+8*C0S(v).y0+8*SIN(v))
ENDPROC ray

PROC selectwindow(n) // skift mellem graf og billede
CASE n OF
WHEN 1 // grafvindue
viewport (0,0.25%xpixels-1,1/25%ypixels+1, ypixels)
window(0,2*PI, ystart,yslut)
WHEN 2 // billede
viewport (0.25%xpixels,xpixels,1/25*%ypixels+1,ypixels)
ratio:=aspect*((ing(20)-ing(19))/(ing(22)-ing(21)))
IF ratio>1 THEN
window(-2,2,.ratio¥*(-2),ratio*2)
ELSE
window(~2/ratio,2/ratio,=-2,2)
ENDIF
WHEN 3 // textvindue
textwindow(25,25,1,79) bl 59
OTHERWISE LA
ENDCASE

ENDPROC selectwindow A v

PROC cylindre -
selectwindow(3) )
getnumber("Antal cylindre = ".ncyl)
getnumber ("Middel-radius = ",mr)
getnumber("Spredning pA radius = ",sr)



1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890

1900
1910
1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070
2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410

ncyl:=minmax(0,.ncyl.ncylmax)
mr:=minmax(0.1,mr.2)
sr:=minmax(0.sr,2)
FOR n:=1 TO ncyl DO
r(n):=minmax(0.1,SQR(3)* (RND+RND+RND+RND-2) *sr+mr, 2)
trials:=0
REPEAT
cxx:=(RND-0.5)*(4-2%*r(n)); cyy:=(RND-0.5)*(4-2*r(n))
ok:=TRUE; m:=1
WHILE ok AND m<n DO
ok:=(cxx-cx(m)) "2+ (cyy-cy(m)) "2>(r(m)+r(n))"2
m:+1 '
ENDWHILE
trials:+1
UNTIL ok OR (trials>=1000)
cx(n):=cxx: cy(n):=cyy
ENDFOR n
drawcylindre

ENDPROC cylindre

PROC infoline

selectwindow(3)

PRINT AT 1.1: USING f$: ystart:
PRINT AT 1,20: USING £$: y:
PRINT AT 1,40: USING f$: yslut:

IF 1yd THEN
infline$(4:6):="LYD"
ELSE :
infline$(4:6):=" "
ENDIF

IF scanning THEN
infline$(10:17) :="SCAN "
ELIF zooming THEN
infline$(10:17):="2Z00M "
ELSE
infline$(10:17):=" "
ENDIF
PRINT AT 1.60: infline$:

ENDPROC infoline

FUNC max(x.y)

IF x<y THEN
RETURN y
ELSE
RETURN x
ENDIF

ENDFUNC max

FUNC min(x.y)

IF x<y THEN
RETURN x
ELSE
RETURN y -~
ENDIF

ENDFUNC min

FUNC minmax(xmin,x,xmax)

RETURN min(xmax,max{xmin,x))

ENDFUNC minmax

PROC drawcylindre

selectwindow(2)
clearwindow
FOR n:=1 TO ncyl DO




2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530

2540
2550
2560
2570
2580
2590
2600
2610
2620
2630
2640
2650
2660
2670
2680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
2840
2850
2860
2870
2880
2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050

circle(cx(n).cy(n),.r(n))
£ill(cx(n).cy(n))
ENDFOR n
getshape(ing(19).1inq(20).inq(21).1ing(22).shape$)
ENDPROC drawcylindre

PROC getnumber (prompt$.REF number)
TRAP
PRINT AT 1.1: ""0" "+prompt$,number;
T INPUT AT 1.LEN(prompt$)+1,20: “": number:
HANDLER -
PRINT ""7"";

RETRY
ENDTRAP
ENDPROC getnumber
PROC swap(REF x,REF y) CLOSED
temp:=xX; x:=y: y:=temp
ENDPROC swap

PROC reset_scan
scanning:=FALSE
ystep:=(yslut-ystart)/nstep
y:=ystart; ynext:=ystart
selectwindow(1l)
clearwindow

ENDPROC reset_scan

PROC diagram
selectwindow(1l)
moveto(0,y)
drawto(v.,y)

ENDPROC diagram

PROC clearwindow
clear
moveto(ing(23).,ing(25))
drawto(ing(24).ing(25))
drawto(ing(24).1inq(26))
drawto(ing(23).ing(26))
drawto(ing(23).inq(25))

ENDPROC clearwindow

PROC zoom

PROC level(y)
selectwindow(1l)
moveto(0.,y)
drawto (2*PI.y)
selectwindow(2)
moveto{ing(25).y)
drawto(inq(25)+0.05,y)

ENDPROC level

pencolor(3) // XOR-White
bottom: =TRUE
zooming: =TRUE
infoline
selectwindow(1l) )
y:=ystart; yst:systart+ystep; ysl:=yslut-ystep
level(yst)
level (ysl)
REPEAT

cS:=KEY$

level(y) // sluk

CASE c¢$ OF

WHEN ©"wgnnm nwg7e», “»13""

level(y) // tand



3060
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
3150
3160
3170

3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3250
3260
3270
3280
3290
3300
3310
3320
3330
3340
3350
3360
3370
3380
3390
3400
3410
3420
3430
3440
3450
3460
3470
3480
3490

IF bottom THEN
yat:ay
y:=ysl
ELSE
ysl:=y
y:=yst
ENDIF
level(y) // sluk
bottom:=NOT bottom
WHEN " *
fast:=FALSE
pencolor(l)
ray
pencolor(3)
infoline
WHEN "1°
1lyd:=NOT lyd
infoline
WHEN ""O"H" // op
y:=min(ymax,y+ystep)
WHEN ""0"P" // ned
y:=max(ymin,y-ystep)
WHEN ""0"1" // PgUp
y:=min{ymax,y+10*ystep)
WHEN ""0"Q" // PgDn
y:=max{ymin,y-10*ystep)
WHEN ""0"G" // Home
y:=yslut-ystep
WHEN ""0"0" // End
y:=ystart+ystep
OTHERWISE
ENDCASE
level(y) // tend
UNTIL c$=""27""
level (yst) // sluk
level(ysl) // sluk
IF ysl<yst THEN swap(yst.,ysl)
IF ysl=yst THEN
yal:+ystep
yst:-ystep
ENDIF
pencolor(l)
ystart:=yst: yslut:sysl
zooming:=FALSE

3500 ENDPROC zoom
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Appendix B :
Programliste, bold i gregft .

0010
0020
0030
0040
0050
0060
0070
0080
0090
0100
0110
0120
0130
0140
0150
0160
0170

0180
0190
0200
0210
0220
0230
0240
0250
0260
0270
0280
0290
0300
0310
0320
0330
0340
0350
0360
0370
0380
0390
0400
0410
0420
0430
0440
0450
0460
0470
0480
0490
0500
0510
0520

// Bold pa skraplaner 30-11-88 Heine Larsen
USE graphics : -
USE sound B
// graphicscreen(0) // kan forcere anden mode end default
www // amstrad koordinater
scrfil$:="d:bold.scr" // angiv et drev, som er hurtigt.
// helst et RAM-drev eller en harddisk.
cirk:=FALSE
singlestep:=FALSE
slut:=FALSE
alfa:=1.0863
lyd:=TRUE
delaycount:=80
DIM xg(0:639)
REPEAT
CURSOR 1,1
PRINT "BOLD I GR@FT: C:Clear A:Alfa P:Poincare-map
S:simulering":
c$:=INKEY$
CURSOR 1,1
PRINT "
CASE c¢$ OF
WHEN "a"
CURSOR 2.1
PRINT "alfa = ",alfa:
INPUT ", ny verdi: alfa ": alfa
WHEN "c”
cirk:=FALSE
WHEN "s"
simulering
cirk:=FALSE
WHEN "p"
poincare_map
WHEN CHR$(27)
textscreen
DELETE scrfil$
END
OTHERWISE
ENDCASE
UNTIL FALSE

PROC poincare_map
IF cirk THEN
loadscreen(scrfil$) —
ELSE ' ’
clearscreen
moveto(20,64) ¥
drawto (620, 64)
cx:=320
cy:=64
rx:=300
ry:=300
FOR t:=0 TO PI STEP PI/180 DO
drawto (cx+rx*COS(t) . cy+ry*SIN(t))




-_— 69 —
0530 savescreen(scrfilg) // hvis der opstar fejl her,
0540 // s& check verdien af scrfil$, om det er et lovligt
filnavn.
0550 // Scrfil$ defineres i starten af programmet.
0560 cirk:=TRUE

0570 ENDIF

0580 CURSOR 25,1

0590 INPUT "ksi = alfa*x0/ym (mellem -1 og 1) ": ksi;
0600 Xm;=45000*ksi/alfa

0610 loadscreen(scrfil$)

© 0620 PRINT AT 3.1: "ksi = ", ksi
0630 sm:=SGN (xm)

0640 IF sm=0 THEN sm:=1

0650 eta:=SQR(1-ksi)

0660 ca:=1/SQR(1+alfa"2)

0670 sa:=alfa%*ca

0680 vtm:=-300*sa*sm*eta

0690 vnm:=300*ca*eta

0700 vp:=ATN(ABS (alfa))

0710 am:=1-alfa"2

0720 ap:=l+alfa2

0730 WHILE KEY$="" DO

0740 plot (320+vtm,64+vnm)

0750 vxm:=vtm-alfa*sm*vnm

0760 xmpl: =xm+2*vnm*vxm

0770 IF SGN(xmpl)=sm THEN

0780 , xm:=xmpl

0790 vtm:=vtm-2*alfa*sm*vnm

.0800 ELSE

0810 wm:=SQR(180000-2%ynm" 2+am* (am*vnm"2-2*yvtm"~2+
’ 4*sm*alfa*vtm*vnm) /ap)

0820 xm:=xm+ca*vxm* (ca*(2*alfa*sm*vtm+am*vnm) +wm)
0830 vtm:=vtm-alfa*sm*vnm+sa*sm*wm

0840 vnm: =ca®*wm

0850 sm:=~sm

0860 ENDIF

0870 ENDWHILE

0880 savescreen(scrfil$)
0890 ENDPROC poincare_map
0900

0910 FUNC min(xl,x2)

0920 IF x1>x2 THEN

0930 RETURN x2
0940 ELSE
0950 RETURN x1

0960 ENDIF

0970 ENDFUNC min

0980

0990 PROC simulering
1000 clearscreen

1010 vp:=ATN(ABS(alfa))

1020 www

1030 REPEAT

1040 CURSOR 1.1

1050 INPUT "max. hgjde, 0 < ym < 200, ym = ": ym

1060 CURSOR 1.1

1070 PRINT " "
1080 CURSOR 1.1

1090 IF ym=0 THEN ym:=min(alfa*160,200)

1100 xp0:=min(ym/alfa,160)

1110 UNTIL (ym>=0) AND (ym<¢=200)
1120 moveto(320,0)
1130




1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220

1230

1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530
1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760

IF xp0<160 THEN xp0:=200/alfa
IF xp0<160 THEN
drawto (2*xp0+320,400)
ELSE
drawto(640,al1fa*320)
ENDIF
moveto(320,0)
IF xp0<160 THEN
" drawto(320-2%*xp0,400) =" =
ELSE .
drawto(0,alfa*320)
ENDIF
£i11(100.0)
£i11(400,0)
IF ym<200 THEN
moveto (0, 2%ym)
drawto (640, 2%ym)
ENDIF
savescreen(scrfil$)
CURSOR 1.1
PRINT "startverdi for x, ";-xp0;" < x0 < ":xp0
REPEAT
INPUT " x0 = ": x00
UNTIL (x00>-xp0) AND (x00<xp0)
x0:=x00
Xp:=320+2%x0
yp:=2*ym
loadscreen(scrfil$)
wWw
moveto (xp.yp)
draw(0,-2)
WHILE KEY$="" DO NULL
// lodret fald fra hgjden ym
moveto(xp.yp)

ng:=0
xg(0) :=x0
t1:=SQR{2*(ym-alfa*ABS(x0)))
t1i:=INT(tl+1)
FOR t:=1 TO tl1li DO drawto(xp,yp-t*t)
IF lyd THEN dunk(x0)
th0:=2%yp*SGN(x0)+P1/2
// beregn og tegn parabel givet x0 og thO
singlestep:=FALSE
REPEAT
ng:=ng+l
IF ng=639 THEN // plot kurve for xg(t)
ng:=0
ENDIF
// beregn nzste nedslag
y0:=alfa*ABS(x0)
sx0:=SGN(x0) .
ax0:=alfa*sx0
v02:=2*(ym~y0)
v0:=SQR(v02)
ct:=COS(th0)
st:=SIN(th0)
vx:=v0*ct
vy:=vQ*st
1IF th0=P1/2 THEN
tl:=2%y0
x1:=x0
ELSE




1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880

1890
1900
1910
1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070
2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400

b0:=st/ct

c2t:=ct*ct

delx:=2*(b0-ax0)*v02¥c2t

Xx1:=2x0+delx

IF SGN(x1)<>sx0 THEN
dba:=b0+ax0
delx:=dba*v02*c2t
8qt:=SQR(1+4*y0/(v02*c2t*dba”2))
x1:=x0+delx*(l+sqt)
1IF SGN(x1)=sx0 THEN

x1:=x0+delx* (1-sqt)

ENDIF

ENDIF

tl:=(x1-x0)/vx

ENDIF

xg(ng) : =x0

t1i:=INT(t1l+1)

moveto (320+2*x0, 2*y0)

FOR t:=1 TO tli DO
drawto(320+2% (x0+vx*t) , 2% (y0+vy*t)-t*t)
delay

ENDFOR t

IF lyd THEN dunk(xl)

// beregn sluthastighed og ny udfaldsvinkel

vy:=vy-tl

// dv bliver retningen i rad af (vx,vy)

IF vx=0 THEN .
dv:=SGN(vy) *PI1/2

ELIF vy=0 THEN
dv:=(1-SGN(vx))*PI/2

ELSE
dv:=ATN(vy/vx)

IF dv<0 THEN
dv:=dv+(vy>0)*PI
ELSE
dv:=dv~(vx<0)*PI1
ENDIF
ENDIF :
th0:=2%yp*SGN(x1)-dv
x0:=x1
IF singlestep THEN
PRINT AT 25,1: thO,"” ".x0." ";
a$:=INKEY$
ELSE
a$:=KEY$
ENDIF
CASE a$ OF
WHEN "s”
singlestep:=NOT singlestep
WHEN "c”
loadscreen(scrfil$)
WHEN "1"
lyd:=NOT 1lyd
WHEN " "
a$:=INKEYS
WHEN "k"
clearscreen
FOR t:e=ng+l TO 639 DO plot(t-ng.(xg(t)+160)*1.25)
FOR t:=0 TO ng DO plot(t+(639-ng), (xg(t)+160)*1.25)
WHILE KEY$="" DO NULL
loadscreen(scrfil$)
WHEN "+"
delaycount :=0.9*%*delaycount



2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530
2540
2550
2560
2570
2580
2590
2600

WHEN “-"
delaycount:=1.1*delaycount
OTHERWISE
ENDCASE
UNTIL a$=CHR$(27)

ENDPROC simulering

PROC www : ' -
window(0,639.0,399)
ENDPROC www

PROC dunk(x)
play_tone(5*ABS(x)+160,0.1)
ENDPROC dunk

PROC delay
FOR i:=0 TO delaycount DO NULL
ENDPROC delay
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"ODIN - undervisningsmateriale til et kursus i
differentialligningsmodeller”.

Projektrapport af: Tommy R. Andersen, Per H.H.
Larsen og Peter H. Lassen. ’
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

""FUSIONSENERGIEN - - — ATOMSAMFUNCETS ENDEEHHI-

m"
Af: Oluf Danielsen.
Nr. 30 er udglet.

"WIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNCERVISNINGS -
SYSTEMER BASERET PA MENGDELERE".

Projektrapport af: Troels Lange og Jgrgen Kar-
rebzk.

Vejleder: Stig Andur Pedersen.

Nr. 31 er p.t. udgdet.

"POLYMERE STOFFERS VISCOELASTISKE EGENSKABER -
BELYST VED HJELP AF MEKANISKE IMPEDANSMALIN ~
GER M)SSBAUEREFFEKTMALINGER". .
Projektrapport af: Crilles Bacher og Preben
Jensen.

Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voet-~
mann Christiansen.

"KONSTITUERING AF FAG INDEN FOR TEKNISK = NATUR-
VIDENSKABELIGE UDDANNELSER. I-11".
Af: Arne Jakobsen.

"ENVIRONMENTAL TMPACT AF WIND ENERGY UI‘ILIZA—
TIQ‘I"

ENERCY SERIES NO. I.

Af: Bent Sgrensen

Nr. 34 er udgdet.



35/80 "HISTORISKE STUDIER I DEN NYERE ATOMFYSIKS UDVIKLING".

- __nf: Helge Kragh.

52/82 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

36/80 "HVAD ER MENINCEN MED MATEMATIKUNDERVISNINGEN?".
Fire artikler.
Af: Mogens Niss.

37/80 "RENEWABLE ENERCY AND ENERGY STORAGE".

Af: Bent Sgrensen.

38/81 "TIL EN HISTORIETEORI OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGL
OG SAMFUND".
Projektrapport af: Erik Gade, Hans Hedal, Henrik Lau
og Finn Physant.
Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og Ib
Thiersen.
Nr. 38 er p.t. udgdet.

39/81 "TIL KRITIKKEN AF VEKSTZKONOMIEN".
Af: Jens Hgjgaard Jensen.. —
40/81 "TELEKOMMUNIKATION I DANMARK - oplzg til en tekno~
logivurdering”. ]
Projektrapport af: Arne Jgrgensen, Bruno Petersen og
Jan Vedde.
Vejleder: Per Ngrgaard.

41/81 "PLANNING AND POLICY CONSIDERATIONS REIATED TO THE
INTRODUCTION OF RENFWABLE ENERCY SOURCES INTO ENER-
GY SUPPLY SYSTEMS".
ENERGY SIRIES NO. 3.
Af: Bent S¢rensen.

42/81 "VIDENSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til materialis-

tiske videnskabsopfattelser".
Af: Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

43/81 1."COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY SYSTEMS".

2. "ADVANTACES AND DISADVANTAGES OF DECFNTRALIZATION".
ENERGY SERIES NO. 4.
Af: Bent Sgrensen.

44/81 "HISTORISKE UNDERSPCELSER AF DE EKSPERIMENTELLE FOR-
UDSETNINGER FOR RUTHERFORDS ATOMMODEL".
Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.

Vejleder: Bent C. Jprgensen,

45/82 Er aldrig udkommet.

46/82 "EKSEMPLARISK UNDERVISNING OG FYSISK ERKENDESE-

1+11 ILLUSTRERET VED TO EKSEMPLER".
Projektyxapport af: Torben 0.0Olsen, Iasse Rasmussen og
Niels Dreyer Sgrensen.
Vejleder: Bent C. Jgrgensen.

47/82 "BARSEBACK OG DET VERST OFFICIELT-TENKELIGE UHELD".
ENERGY SERJIES NO. 5.
Af: Bent Sgrensen.

48/82 “EN UNDERSZGELSE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA ADGANGS—

KURSUS TIL K¢ZBENHAVNS TEKNIKUM",

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Jgrgen Karrebazk, Troels
Iange, Preboen Narreaanrd, Tissi Pedenen, Taust Rished,

Lill Rgn og [sac Showiki.
Vejleder: Mogens Niss.

49/82 "ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITRILIEDER".
Projektrapport af: Preben Ngrregaard.
Vejledere: Jargen Larsen og Rasmus Ole Rasmussen.

50/82 "HERSLEV - MULICHEDER FOR VEDVARENDE ENERGL I EN
LANDSBY".
ENERGY SERIES NO. 6.

Rapport af: Bent Christensen, Bent Hove Jensen, Dennis
B. Mgller, Bjame Laursen, Bjame Lillethorup og Jacob

Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen.

51/82 "IVAD KAN DER GPRIS FOR AT AFHJREIPE PICERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK 2"

Projektraprort af: Lis Eilertzen, liissi Pedersen, Lill

Rfn og Susanne Sterder.

53/82 "THE CONSTITUTION OF SUBJECTS IN: ENG];NEER]NGV
EDUCATION".
Af: Arne Jacobsen og Stig Andur Pedersen.

54/82 "FUTURES RESEARCH" - A Philogcophical Analysis
of Tts Subject-Matter and Methods.
Af: Stig Andur Pedersen og Johannes Witt-Hansen.

55/82 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur p&d Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi.
Af: Else Hgyrup.

Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsd tekst nr. 62/83.

56/82 "EN -~ TO — MANGE" -
En undersggelse af matematisk ¢kologi.
Projektrapport af: Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen.

57/83 "ASPECT EKSPERIMENTET"- "
Skjulte variable i kvantemekanikken?
Projektrapport af: Tom Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.
Nr. 57 er udgaet.

58/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin-
ger over spredning af dyr mellem smibiotoper
1 agerlandet.
Projektrapport af: Per Hammershgj Jensen og
lene Vagn Rasmussen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING”.
ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sg¢rensen.

60/83 "MATEMATISK MDODEKSPERTISE"- et ckscampel.
Projektrapport af: Erik O. Gade, Jgrgen Kar-
rebek og Preben Ngrregaard.

Vejleder: Anders Madsen.

61/83 "FYSIKS IDROLOGISKE FUNKTION, SOM ET EXSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens Hgjgaard Jensen
og Jgrgen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MODI " - Litteratur pi Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi 2. rev. udgave.
Af: Else Hgyrup.

63/83 "GREATING ENERGY FUTURES:A SHORT GUIDE TO ENER-
GY PLANNING".
ENERGY SERIES No. 8.
Af: David Crossley og Bent S@rensen.

64/83 "VON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

65/83 "ANVENDT MATEMATIK — TEORI ELLER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Hedeqfird Arvlersen, Kir-
sten Habekost, Carsten llolst—doensen, Anelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mpller
Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Grinbaum.

66/83 "MATEMATISKE MODELIER FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERTICHIA OOLI".
Projektrapport af: Hamne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: Jgrgen Larsen og Anders Hede Madsen.

67/83 "ELEPSOILE METODEN - EN NY METODE T1L LINEAR
PROGRAMMERING?"
Projektrapport af: lone Biilmann og lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun lieefelt,

68/83 “STOKASTISKE MODELIER I POPULATIONSGFNLTIRY
- til kritikken af teoriladede mrxleller.
Projektrapport af: Lise Odgdrd Gade, Susanne
Hansen, Michacl Hviid og Frank Mglgdrd Olsen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.




69/83 "ELEVFORUDSETNINGER I FYSIK" . . 83/84 "ON THE QUANTIFICATICN OF SECURITY":
- en test 1 1.g med kammentarer. PEACE RESEARCH SERIES NO. 1

- Af: Bent Sgrensen
Af: Albert C. Paulsen. nr. 83 er p.t. udgiet

70/83 *INDLERINGS ~ OG FORMIDLINGSPROBLEMER I MATEMATIK \
PA VOKSENUNDERVISNINCSNIVEAL". 84/84 "NOGLE ARTIKLER OM MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELS

Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor- Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m, fl.
ben J. Andrcasen, Svend Age Houmann, Helle Gle-

Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Vaon Ras~ 85/84"CENTRIFUGALRECULATORER OG MATEMATIK".
gsen, ! ! = Specialerapport af: Per Hedegdrd Andersen, Carsten Holst-
Vejleder: Klaus Gritnbaum og Anders Hede * Madsen. Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mgller Pedersen.
. Vejleder: Stig Andur Pedersen.
71/83 "PICER 0OG FYSIK" ,
- et problem og en udfordring for skolen? 86/84 "SECURITY IMPLICAT?EQ‘IS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen, FOR. WESTERN EURCPE". : .
Jette Reich og Mette Vedelsby. PEACE RESEARCH SERIES NO. 2

72/83 "VERDEN IF/LGE PEIRCE" - to metafysiske essays .
/ om og af C.S Peirce. fys s, 87/84 "A SIMPLE MODEL CF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED

Af: Peder Voetmann Christiansen. SQLIDS".
Af: Jeppe C. Dyre.

73/83 ""EN ENERGIANALYSE AF LANDBRUG"
88/84 "RISE, FALL AND RESURRECI‘ICN OF INFINITESMI.S"

- gkologisk contra traditionelt.

ENERGY SERIES No. 9 Af: Detlef Laugwitz.
Specialeopgave i fysik af: Bent Hove Jensen, - .
Vejleder: Bent Sgrensen. 89/84 "FIERNVARMEOPTIMERING".

Af: Bjarme Lillethorup og Jacob Mgrch Pedersen.

90/84 "ENERGI I 1.G - EN l'I'EORI FOR TILRETTELAGGELSE".

74/84 “MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - cm vi- Af: Albert Chr. Paulsen.
. denskabeligagijort teknologl og nytten af at lere ’
fysik,
Projektrapport af: Bodll Harder Linda Szko—
takJJensen. . o9 91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

Vejledere: Jens Hgjgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen, 1. Larervejledning
. Projektrapport af: Biger Lundgren, Henninq Sten Hansen

75/84 "MATEMATIKUNDERVISNINGEN I FREMITDENS GYMMASIUM® og John Johansson.
- Case: Line®r programmering. Vejleder: Torsten Meyer.
Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl " : \
og Frank Mplgaard Olsen. 92/85 "KVANTETEORL FOR GYMNASIET".
Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgreboe. - 2. Materiale
} ) Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen
76/84 "KERNEKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt og John Johansson.
af miljgministeriet, med kritik af miljgstyrelsens Vejleder: Torsten Meyer.
rapporter af 15. marts 1984. . . .
ENERGY SERIES No. lo 93/85 "THE SEMIOTICS OF QUANTUM — NON - LOCALITY".
Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen. Af: Peder Voetmann Christiansen.
77/84 "POLITISKE INDEKS -~ FUP ELIER FAKTA?" 94/85 “’I'REENIGJEDEN BOURBAKI - generalen, mateématikeren
Opinionsundersgqgelser belyst ved statistiske og 4nden".
modeller. Projektrapport af: Morten Blomhm, Klavs Frisdahl
Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen - oy Frank M. Olsen.
og Susanne Stender. Vejleder: Mogens Niss.

Vejledere: Jgrgen Larsen og Jens Bjgrneboe.
95/85 "AN ALTERNATIV DEFENSE PLAN FOR WESTEH‘] EURCPE".
78/84 "JEVNSTROMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I PEACE RESEARCH SERIES NO. 3

AMORFT CERVBNIUM". Af: Bent Sgrensen

Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen

ogegim Cr.’pghysant. ! 9 96/85"ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".

Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Bjarne Lilletorup.

) e Vejleder: Bent Sgrensen.

79784 "MATEMATIK OC ALMENDANNELSE". " "
Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wenner-  97/85 "ON THE PHYSICS OF A.C. HOPPING CONDUCTIVITY".

berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm ' Af: Jeppe C. Dyre.
oq Morten Overgaard Nielsen. “ "
Vejleder: Bernhelm Booss. 98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATIONSALDOEREN".
Af: Bent Sgrensen.
80/84 "KURSUSMATERIAIE TIL MATEMATIK B". " "
Af: Mogens Brun Heefelt. 99/85 "Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Jgrgensen og Mikael Klintorp.
81/84 "FREKVENSAFHENCIG LEININGSEWNE I AMORFT GERMANIUM". Vejleder: Stig Andur Pedersen.
Specialerapport af: Jgrgen Wind Petersen
Qﬁsteﬁsesfn @ & ©g Jan 100/85 "TALSYSTEMETS CPBYGNING".
Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Mogens Niss.
82/84 "MATEMATIK - OC FYSTKUNDERVISNINGEN I [ET AUt~  101/85 "TXIENIED MOMANTUM TUKORY FOR WINLMILLS 1N
MATISEREDE SAMFUND'. PERTURBATIVE FORM".
rt fra et seminar afholdt i Hvidovre Af: Ganesh Sengupta.

25-27 april 1983.
Red. @ Jzns Hpjgaard Jensen, Bent C. J@rgensen 102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYST
og Mogens Niss. : VED MOCELLER OVER KPERS FODEROPTACELSE OG - QMSETNING".
’ ProYjektrapport af: Lis kilertzen, Kirsten Habekost, Iill Rgn
' og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Griinbaum.



- --103/85 "@DSLE KOLDKRIGERE OG.VIDENSKABENS LYSE IDEER".

Vejleder: Bent Sgrensen.

104/85 “ANALOGREGNEMASKINEN OG LORENZLIGNINGER".
Af: Jens Jxger.

105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPROIFIC HEAT AF THE

(TASS REANSTTION".
Af: Tage Chris:ensen.

"A SIMPLE MODEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre.
Contributions to the Third International Conference

on the Structure of Non -~ Crystalline Materials held

v in Grencble July 1985.

106/85 "QUANTUM THEORY OF EXTENLED PARTICLES".
Af: Bent Sprensen.

107/85 "EN MYG GPR INGEN EPIDIMI",
- - . = flodblindhed som ehym@el pa matematisk modelle-
ring af et epidemiologisk problem.
_ Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, Lars Boye,
CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen og-Erling
Mpller Pedersen.
Vejleder: Jespex Larsen.

108/85 “APPLICATIONS AND MODELLING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULUM" - state and trends -
Af: Mogens Niss.

109/85 "COX I STUDIETIDEN"
studenteroplysninger fra RUC.

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

110/85"PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORDEN RUNDT PA FLADE KORT".

Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones

og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VITFNSKABELIGGARELSE AP DANSK IHKNOLOGISK INNOVATION

FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER".
Projektrapport af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn

Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 “DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
AF KONTIGENSTABEILER".
Projektrapport af: Ione Biilmann, Ole R. Jensen
og Anne-Lise von Moos.
Vejleder: Jdrgen Larsen.
115/85 “MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TTI, RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss.
116/85 "A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL RULE",
Af: Jeppe C. Dyre.
"KPAFT & RIERNVARMECPTIMERING"

Af: Jacob Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

117/85

TILFELDIGHEDEN OG N@DVENDIGHEDEN IFQPIGE
PEIRCE OG FYSIKKEN",
Af: Peder Voetmann Christiansen

118/85

119/86 "DET ER GANSKE VIST ~ ~ EUKLIDS FEMIE POSTUIAT
KUNNE NOK SKABE RZRE I ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen

Vejleder: Mogens Niss.

- Cox S regressionsmodel anvendt pa

120/86 "E'I' AN’I?-\L SIRTIS'I‘ISKE S'MNDARIIDDELIER"

__ Af: J¢rgen unsen

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".

Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MBECHANISM OF GLASS IONIC OONDUCTIVITY".

123/86
124/86

125/86
126/86

127/86

—

128/86

_ Vejleder:

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERDEN".
Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RIC.

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

"UVBY,@ - systemet - en effektiv fotometrisk spektral-
klassitikation af B-,A- og F-stjerner”.
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AP DEN SPECIFLLFE RELATIVI'THISTEORI".
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

"G’\LblS' 5IDRAG7 TTL UDVIZLINGEN AF DFN ABSTRAKTE - = =

* ALGEERA".

Projektrapport af: Pernille Sand; lleine Larsen &
Lars Frandsen.

Mogens Miss.

"SMAKRYB" - am ikke~-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jeorgensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PHYSICS IN SOCIETY"
Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

130/86 "Studies in Wind Power"
Af: Bent Sgrensen

131/86 "FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmessige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Soren Brond,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens leyrup, Jergen Voyelius,
Jens Hejgaard Jensen.

132/86 "FYSIK OG DANNELSE" ‘
Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jgrgen Vogelius.

133/86 "CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.

ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Se¢rensen.
134/87 "THE D.C, AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,
Petr VisCor
135/87 “INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG FRKENDELSES~
- TEORETISKE FORUDSETNINGER"
MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

136/87 "Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendommens
ferste og andet mpde med grask filosofi"
Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen
Vejledere: llistorie: Ib Thiersen

Fysik: Jens liojgaard Jensen
137/87 "HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE

FASTE STOFFER” -~ Resume af licentiatafhandling
Af:

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.

Jeppe Dyre




138/87 ."JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP."

Paper presented at The International
“Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena
,at Universities and Schools, "Chaos in

Education". Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

13987 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur”

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
" Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Gravesen

141/87 "RADIOMFITRS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR -
ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEKT"
Projektrapporf af Finn C. Physant
Vejleder: Ib Thiersen

142/87 "The Calderén Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols"

by: Bernhelm Booss-Bavribek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pa NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locality - B Peircan Approach

Paper presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Camo Lecture.
Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OI' APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMTA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
- en ny frekvensbaseret malemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde )

Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr visdor

147/87 "Rapport om BIS pd NAT-RAS"
redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 "Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperapektiv"

af: Peter Colding-Jergensen DLH
Albert Chr. Paulsen
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr Vis&or
150/87 "Structure and the Existence of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr Vi¥or

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojekt af:
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejleder: Mogens Niss

152/87 "PSEUDO-DIFFEREMTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY
OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88 "HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE
0G CIVILE KREFTER"

Et eksempel p& humanistisk teknologih\Storie
Historiespeciale-

Af: Hans Hedal
Vejléder: Ib Thiersen

154/88 "MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND
THE GLASS TRANSITION®

Ry: Jeppe Dyfe

155/88 "A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

by: Michael Pederscn
156/88 "THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC

CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"
by: Jeppe C. Dyre )

157/88 " STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL
A pseudo-differential approach."

by: Michael Pedersen

158/88 "UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN
‘ RANDOM WALK MODELS"

by: Jeppe Dyre

159/88 "STUDIES IN SOLAR ENERGY"

by: Bent Serenseq

160/88 "LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO"

by: Jens Gravesen

161/88 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:

Dirichlet feedback control problems"
by: Michael Pedersen

162/88 "PIGER & FYSIK - 0G MEGET MERE"
AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich , Mette Vedelsby

163/88 "EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
PERMEABILITETEN FOR BLOD-NETHINDE-BARRIEREN"

Af: Finn Langberg, Michael Jarden, Lars Frellesen

Vejleder: Jesper Larsen

164/88 "Vurdering af matematisk teknologi
Technology Assessment
Technikfolgenabschatzung"
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