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Anvendelse og modellering i matematik - et teoretisk blik

KAsPER BJERING S@BY JENSEN, ph.d-studerende i matematikkens didaktik ved Roskilde Universitet

Der er fort mange diskussioner gennem
tiden om matematikkens sarlige karak-
teristika som fag. Der synes dog at vee-
re en ting, der er ganske uomtvisteligt:
Matematik har som minimum en dual na-
tur. Pa den ene side er matematik en teo-
ribygning i egen ret (den rene side), pa
den anden side er matematik et veerktoj
for en lang reekke formal inden for andre
aspekter af menneskets tilverelse (den
anvendte side).

Blandt professionelle stader de to sider
sjeldent sammen. Dels findes der mate-
matikere der alene beskeaeftiger sig med
den rene matematik. Dels findes der folk
med redder i andre fag, der bruger ma-
tematik. Og sa findes der matematikere
som med varierende overlap mellem de
to sider, arbejder med anvendt matematik.

Men ¢t sted kan der opsta konflikt: Nér
der skal undervises i matematik. Specielt
i gymnasieskolen, hvor der skal gives en
almen matematikundervisning, og hvor
leererkorpset er en smeltedigel af reprae-
sentanter fra alle teenkelige positioner.
Historisk har den rene side veret altdo-
minerende, men i en glidende udvikling
over mere end 50 ar, har anvendelses-
tenkningen vundet frem.

Det giver derfor mening at forsoge at se
”anvendelse af matematik” lidt i heli-
kopter—perspektiv. Iseer med fokus rettet
mod det anvendtes enskelige og mulige
roller i matematikundervisning. Jeg ser i
hovedsagen fire forskellige dagsordener
for inddragelse af anvendelser:

* Illustration. Reference til ikke—mate-
matiske objekter kan gere matematisk
teori mere begribelig. Eksempelvis
krukker med rede og sorte kugler ved
undervisning i sandsynlighedsregning.

* Motivation. Reference til mere eller
mindre autentiske eksempler pa an-

Figur 1
Simpel model af matematisk modellering
(Fra Jensen (2007), s. 110)

vendelse af matematik, kan vaere med
til at oge elevens enske om at lere sig
den matematiske teori.

 Servicefag. Der opstér, eksempelvis i
andre fag, jevnligt behov af matema-
tisk art. Disse behov imedekommes
bedst gennem serskilt skoling i ned-
vendige matematiske teknikker.

* Varktejskasse. Matematik skal i sig
selv vare et vaerktoj til at behandle ik-
ke—matematiske problemer fra ”den
virkelige verden”.

Anvendelse og modellering

Der findes ingen universel definition af
anvendelse eller anvendt matematik. Nér
jeg bruger begrebet, omhandler det en
matematisk aktivitet, hvori der indgar
referencer til ikke—matematiske objekter
(ofte kaldet konteksten). Begrebet bru-
ges dog pa en rekke andre mader ogsa.

Anvendelse af matematik haenger oftest
teet sammen med begreberne matematisk
model og matematisk modellering. En
matematisk model kan opfattes som be-
staende af tre elementer. Et realt domane
R, et matematisk domane M og en for-
bindelse f mellem objekter og relationer
i de to domener. En matematisk model
er séledes en triple af formen (R, M, ).

Virkelighedens verden

Man steder dog ogsa pa den lesere de-
finition, at elementet M i sig selv er en
matematisk model, safremt der kan ten-
kes etableret en eller flere tripler, hvori
M indgér. Eksempelvis kan man finde
formlen ”’y = b-a*” omtalt som en “eks-
ponentiel model”, selvom der i situati-
onen ikke refereres til nogen kontekst.

For mig er det afgerende, at man bruger
den forste definition. En model er sa at
sige altid ”en model af noget”. Det kan
have omfattende didaktiske konsekven-
ser, om man bruger den ene eller den an-
den definition. Bruges den anden, leeg-
ger det fx ikke nedvendigvis op til, at
der faktisk skal arbejdes med matema-
tik 1 kontekst, men kan alene handle om
at studere egenskaber ved traditionelle
matematiske strukturer, blot under nav-
net ’en model”.

Ved matematisk modellering forstas den
aktive proces, hvori en matematisk model
skabes, bruges og evalueres. Modellering
er typisk relevant, nar man star med et
“virkeligt problem”, som ikke umiddel-
bart lader sig give en “virkelig losning”.
Det at flytte problemet ind i matematik-
kens verden, kan i den henseende vare
en ngdvendig “omve;j” til den “virkelige
losning” (se figur 1).

Matematikkens verden

“ ‘ »

Virkelig Oversattelse Matematisk
opgave \ opgave

|

2 \ Matematisk
— analyse

|
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L
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Modelleringscirklen

Modellering er imidlertid en mere kom-
pleks proces, end beskrevet pa figur 1.
Grundleggende starter matematisk mo-
dellering i en oplevet virkelighed. En mo-
del er i mere bred betydning en karikatur
af virkeligheden, hvor sarligt vaesentli-
ge treek hives frem. For et model-tog er
det eksempelvis formen der er vasent-
lig, mens storrelse og faktisk anvendel-
se negligeres. For et landkort er det vae-
sentlige forholdene mellem de vandret-
te afstande, mens hgjder negligeres, osv.

Den oplevede virkelighed er et uendeligt
kompleks af store og sma karakteristika.
Enhver intellektuel bearbejdning af den
forudsetter derfor en eller anden form
for ’model”, hvor de for situationen vee-
sentligste traek hives frem og resten neg-
ligeres. I bestemte situationer kraeves der
s& en matematisering af en model til en
matematisk model, for at opna bestem-
te muligheder.

Matematisk modellering er altsa i sin ful-
de udfoldelse en proces, der starter i en
oplevet virkelighed, laber over en mo-
del til en matematisk model, hvorfra et
matematisk resultat opnas, der ma fores
tilbage til virkeligheden for at blive af-
provet. Ofte beskrives dette med model-
leringscirklen, der bestar af en reekke fa-
ser bundet sammen af bestemte proces-
ser (se figur 2).

De i alt seks faser kan kort forklares pa
folgende vis:

a) Motivering. Fra den hyperkomplek-
se oplevede virkelighed” (det vil si-
ge den samlede sum af vores oplevel-
ser) veelges et mere konkret udsnit ud
(et undersogelsesomrdde), som har
ens interesse. Dette er den fase hvor
man “finder pa, hvad man vil beskeef-
tige sig med”.

b) Systematisering. Fra det afgreensede
underspgelsesomrade udvaelges nu de
serlige karakteristiske track, som skal
indga i det system (eller model), der
gores til genstand for faktisk under-
sogelse. Kriterierne for, hvordan man
udvelger disse trak, er flydende, men
i almindelighed kan mennesket kun
behandle et ret begreenset kompleks
af informationer.

¢) Matematisering. De objekter, relatio-
ner og informationer, der indgar i det
opstillede system, mé nu feres over i
matematikkens verden. De ma repree-
senteres med velvalgte matematiske
strukturer. Dermed oversattes syste-
met til et matematisk system (dvs. en
matematisk model).

d) Matematisk analyse. 1 det matematiske
system kommer den klassiske mate-
matiker pé arbejde. Nu skal den mate-
matiske teori bruges til at give mate-
matiske svar pd matematiske sporgs-
mél. De matematiske sporgsmal vil
ofte opsta ved at ikke—matematiske
spergsmal matematiseres.

Oplevet
virkelighed
(f) Procesévaluering (a) Motiyering
Handling/erkendelse Underspgelsesomrade
(e) Fort}]kmng (b) Syster} atisering
Erfaringer/
resultater System
(d) Matematisk analyse (c) Matgfatisering
Matematisk system
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e) Fortolkning. De opndede matematiske
svar ma derpa oversattes tilbage i den
virkelige verden. Der kan de fore til
erkendelser, handlinger, mv.

f) Procesevaluering. Da matematiske
modeller ikke leverer eksakt korrek-
te losninger — ofte faktisk det modsat-
te — s& ma enhver opnaet erkendelse
eller handling afpreves i den fakti-
ske virkelighed. Oftest vil dette fore
til, at hele eller dele af modelleringen
ma gennemlebes igen, hvor tidligere
arbejde revideres, s der opnds bedre
erkendelser eller handlinger.

Modelleringscirklen er i sig selv en mo-
del af en proces. Processen vil i praksis
stort set aldrig forlebe som en kontinuert
cirkelbevagelse. I stedet vil man hoppe
frem og tilbage mellem stadier og pro-
cesser, sddan som konkrete behov métte
nedvendiggore det.

Modelleringscirklen fanger dog de vee-
sentligste treek af processen og skaber
klarhed om disse. Dette er sarligt vig-
tigt for undervisning og iser planlaegning
af undervisning. Om modelleringscirk-
len har faktisk anvendelighed for pro-
fessionelle matematiske modelbyggere
er mere tvivlsomt.

For planleggere af undervisning kan
modelleringscirklen bruges til at sikre,
at man kommer rundt om alle aspekter
af modellering og til at hive bestemte af
processerne ud for at have et serligt fokus
pa dette. Jeg vil i det folgende forsgge at
give to eksempler pa brug af begrebsap-
paratet. Dels et eksempel pa analyse og
forandring af en opgave, dels pa at kon-
struere og besvare en opgave.

Eksempel 1: Analyse og forandring af
en ”anvendt opgave”

Et eksempel pa en opgave, der er anvendt
i den forstand, jeg har beskrevet, er ek-
samensopgave nr. 12 fra skriftlig A—ni-
veau—eksamen den 18. maj 2011, som
omhandler en funktion, der beskriver
dagslengder i Anchorage Alaska i 2011
som funktion af “antal dage efter 1. ja-
nuar” (se figur 3).

Figur 2

Modelleringscirklen er en mere kompleks
model af matematisk modellering (Fra
Blomhaj 2006)



storst.

Kilde: http://aa.usno.navy.mil

I en model kan laengden af dagen i Anchorage Alaska som funktion af tiden beskrives ved
f(t) =6,61-sin(0,0167t —1,303) + 12,2,
hvor f(t) er lengden af dagen (malt i timer) til tidspunktet ¢ (malt i degn efter 1. januar 2011).

a) Benytmodellen til at bestemme leengden af dagen 1 Anchorage Alaska til tidspunktets = 7100.
b) Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt, hvor lengden af dagen 1 Anchorage Alaska er

¢) Bestem f'(100), og gor rede for, hvad dette tal fortaller.

0<t=<365

Figur 3
Opgave 12 fra skriftlig eksamen pa A—ni-
veau 18/5-2011

I opgaven stilles tre spargsmal til den giv-
ne funktion. De forste to er typiske ma-
tematiske sporgsmal (“bestem f (100)”
og "find maksimumspunktet for f'(¢)”),
dog indpakket i retorikken omkring dags-
leengde. Pa modelleringscirklen arbej-
des altsd indenfor processen “matema-
tisk analyse”.

De stillede spargsmal er i princippet for-
muleret i konteksten og skal matemati-
seres. Men reelt inddrager dette ikke re-
fleksioner over konteksten og er dermed
ikke egentlig matematisering. Ej heller
beheves der laves nogen egentlig fortolk-
ning, for svaret kan afleveres.

Forste del af tredje spergsmal er slet ik-
ke pakket ind ("bestem f’(100)”). Den
anden del — redeger for betydningen af
tallet /(100)” — kan til gengeeld opfat-
tes som egentlig fortolkning, hvis der
forventes et svar af typen »Tallet angi-
ver stigningen i dagens leengde den pa-
gaeldende dag« (modsat svaret »tallet an-
giver haeldningen for tangenten til /() 1
punktet # =100«).

At opgaven stort set ikke kommer om-
kring andre af modelleringscirklens pro-
cesser end matematisk analyse, er gan-
ske typisk for “anvendte opgaver” 1 A—
niveau—cksamenssat (se Jensen 2011).
Onsker man derfor at oge graden af an-
vendelse, kan det vaere nedvendigt at
overveje, om disse opgaver kan omfor-
muleres. Forslag til forandrede delspergs-
mal kan veere:

1. Hvor lang forventes dagen at veere den
11. april 20117

2. Beregn f’(¢) for 11. april og forklar,
hvad tallet siger om dagsleengden i
Anchorage Alaska.

3. Hvilken dato er det midsommer?

4. Beregn f(0) og f(365). Kommentér

svarenc.

Her svarer sporgsmal 1, 2 og 3 i mate-
matisk indhold til a, ¢ og b fra den op-
rindelige opgave. Forskellen er, at man
ikke kommer uden om at overveje, hvor-
dan spergsmélet kommer fra kontekst og
ind i det matematiske system (’11. april
20117 ma fx oversattes til £ = 1007).
Eleven udsattes altsa for egentlig mate-
matisering og fortolkning.

Spergsmaél 4 er et modelkritisk spergs-
mal, som aktualiseres af, at perioden i
funktionen pa figur 3 ikke er 365 som
forventet, men 376 (formentlig pga. en
fejl). Det giver en forskel pa ca. 0,2 ti-
mer mellem 1. januar 2011 og 1. januar
2012. En forskel der kan give anledning
til diskussion og revision af modellen —
det vil sige procesevaluering.

Der kan rettes megen kritik mod disse
forandringer. Det er dog helt afgerende at
understrege, at hvis man vil lave egentlig
anvendelse, s kommer man ikke uden
om at skulle have fingrene ned i kontek-
sten. Og lige sa vigtigt er det at under-
strege for eleven, at man vurderes pa ev-
nen til at bruge matematik som vearktej
til at svare, ikke pad om man teknisk set
har svaret rigtigt.

Eksempel 2: Fuldbyrdet modellering
For en matematikundervisning, der ensker
at treekke pd anvendelse med en verk-

tojs—dagsorden, er der ingen vej udenom
at arbejde med problemstillinger, der far
eleverne ud i hele modelleringscirklen.
Her blot et eksempel pé en sddan brede-
re tenkning.

Det er en almindelig erfaring for mange
mennesker, at man ikke far udbetalt he-
le sin lon. Der fradrages indkomstskat.
Mindre direkte maerkes det, at man sene-
re ogsa udsattes for forbrugsskatter, bl.a.
moms. Det er derfor oplagt at undersoge
hvor meget den samlede beskatning er. En
undersogelse der kun kan udferes, hvis
der foretages matematisk modellering.

En systematisering af problemstillingen
kan vere at opstille en reekke storrelser,
som man ensker indgér i undersogelsen.
Disse faktorer kunne vaere:

Bruttolen (L)

Indtegt efter indkomstskat (/)
Realiseret forbrug (F)
Indkomstskattesats (7)
Momssats (1)

. Faktisk beskatning (s)

SNk W=

For at komme videre mé der etableres
et matematisk system i form af en raek-
ke meningsfulde relationer mellem disse
objekter. Et forslag kunne vere:

I. s=1-F/L Detdefineres, hvad vi
vil forstd ved “faktisk
beskatning”.

II. F=1I(1-m)Detantages, atalle ud-
betalte penge omsattes

som forbrug.

II. 7=L-(1—i) Relationen mellem lon
og indtaegt fastlegges.
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Vi kan nu ga over til den matematiske
analyse. Fra II og I1I felger:

F=L-(1—i)(1 -m)

Og med I fas da:

CL-(1—i)-(1—m)
L

=1
=1-(1-iy(-m)y=i+m—im

Den faktiske beskatningssats er altsa gi-
vet som differensen af indkomstskattesat-
sen og momssatsens sum og produkt. For
afprovning af formlen ma der estimeres
veerdier af i og m. Den almindelige op-
fattelse 1 Danmark er i = 0,5 samt at
momsen fra forbrugerens synspunkt er
givet som ”m = 0,2” (20 % af det man
betaler for en vare gar til moms). Det fol-
ger altsa, at s = 0,6”.

I procesevalueringsfasen kan dette tal
nu kritiseres, idet man fx kan tjekke de
egentlige skattesatser, man kan pege pa,
at der ogsa betales bruttoskat, at man har
fradrag, og at der udover moms ogsa pa-
leegges en reekke punktafgifter pd mange
varer. | et videre arbejde kan man forse-
ge at modificere modellen, sa der tages
bedre hejde for dette.
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Man kan om eksemplet sige, at det blot
er et regnestykke — ikke nogen model-
lering. Men sé ignorerer man en rakke
forhold i opstillingen af regnestykket.
Forst og fremmest de valg af afgrens-
ninger, der optreder (som kunne vare
anderledes) og de antagelser, der gores
(fx at al indtaegt omsattes til momsbe-
lagt forbrug). Dette er netop vasentlige
treek ved en modellering.

Didaktisk pointe

Intentionen med denne artikel er ikke at
agitere for en bestemt form for anvendel-
sesorienteret matematikbrug i undervis-
ningen. Intentionen er at klargere nogle
begreber, som kan bruges til at artikule-
re forskellige synspunkter pa anvendelse,
og som kan satte skub i udviklingen af
et undervisningsindhold, der matte mat-
che opstillede malsatninger.

Hvis anvendelse og modellering faktisk er
en intention, m& man inddrage hele mo-
delleringscirklen. Det er ikke nok at lese
matematikopgaver pakket ind i kontekst.
Jeg vil i kommende numre af LMFK-
bladet forsege at skrive indlaeg hvor jeg
udferer ’fuldbyrdet modellering”. Lad
folgende motivering vere indgangen til
den forste af disse (s er der lidt at taen-
ke over og arbejde med):

»Jeg er et A—menneske. For et par dr
siden gik jeg en efterarsmorgen ved 6—
tiden fra Trekroner station mod min ar-
bejdsplads RUC. Mod ost stod Venus —
morgenstjernen — smukt ved den gryende
solopgang. Jeg spurgte mig selv: Venus
befinder sig mellem Solen og Jorden og
ses derfor altid teet ved solopgang eller
—nedgang. Hvor tidligt star Venus egent-
lig op? Det ma kunne undersoges med
matematisk modellering«.
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