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En-dimensionel model af Spruce Budworm-udbrud

KeENNETH HAGDE MANDRUP NIELSEN 0G KASPER BJERING
SeBY JENSEN, ph.d-studerende ved Roskilde Universitet i
hhv. matematisk modellering og matematikkens didaktik.

Matematisk biologi er en tvaerfaglig disciplin, hvor matemati-
ske metoder benyttes til via modellering at bearbejde biologi-
ske problemstillinger. I to artikler —nr. 2 vil blive bragt i naeste
nummer — vil vi fremstille et eksempel pa et sadant samarbe;j-
de, som i sin umiddelbare fremstilling ligger udover gymna-
siets kernestof, men som matematisk alligevel kan behandles
med begreber og varktejer, der er tilgaengelig 1 kernestoffet
fra A-niveau og méske ogsa bruges pa B-niveau, samt danne
grundlag for faglige samspil med biologi, herunder studieret-
ningsopgave og -projekt.

Historisk baggrund

I New Brunswick, en af Canadas estligste provinser, registre-
rede man i 1770, 1806, 1878, 1912 og 1949 voldsomme ud-
brud af svaermeren Spruce Budworm, hvis larve spiser nale
fra grantreeer. Seerlig hardt gar det udover tracer af arten bal-
samgran (1 adelgran-slaegten). I normaltilstanden findes der
ca. 5 larver i et trae, men ved udbrud vokser bestanden pa ca.
fire ar til 2000 larver pr. tree og i de felgende par ar til 20.000.
Herefter falder bestanden over en arreekke tilbage til normal-
bestanden og efterlader hovedparten af de fuldvoksne balsam-
grantraeer dode.

Sadanne udbrud havde i efterkrigstiden store ekonomiske kon-
sekvenser for New Brunswick, hvor 20% af indkomsterne kom
fra tra til avispapirproduktion. Derfor blev der intenst arbej-
det pa at handtere disse udbrud, bl.a. ved at sprojte med gift.
Denne lgsning blev dog ogsa i sig selv meget dyr. For at ud-
vikle gkonomisk rentable strategier, matte der matematiske
modeller pa banen.

Arstallene indikerer en forholdsvis fast cyklus for udbrud med
35-40 ars mellemrum, idet vi gaetter pa, at et udbrud i star-
ten af 1840’erne enten ikke er blevet registreret eller er ble-
vet forhindret af serlige forhold, fx en skovbrand. En model
til at begribe denne dynamik blev udviklet af en gruppe oko-
loger, dataloger og matematikere. Modellen delte skoven ind
1393 omrader, som hver blev beskrevet med 78 tilstandsvari-
able. Altsa en model med i alt 30.654 variable. En sddan mo-
del er svaert overskuelig og kreever enorm computerkraft (isar
pa tidspunktet i slutningen af 1970’erne).

En dag deltog matematikeren Donald Ludwig i et populeert ik-
ke—matematisk foredrag om problemet og modellen. P& den
baggrund opstillede han en langt simplere model, som ind-
fanger den samme grundlaeggende dynamik. I Ludwigs mo-
del optraeder blot tre variable. Modellen taber dermed en hel
raekke af detaljer. Men hvad der tabes i detaljeret viden, vin-
des i videnskabelig indsigt. Modellen kan fx simplere forkla-

re, hvorfor Spruce Budworm udvikler sig i epidemiske cyk-
ler, samt hvorfor disse svinger med en periode pa ca. 35 ar.

Opstilling af model
De tre udvalgte variable i Ludwigs model er:
B: Budworm—densiteten — malt i ’larver pr. landareal”.
S: Larvernes leverum — malt i ”grenoverfladeareal pr.
landareal”.
E: Larvernes energireserve, dvs. tilgeengelighed af
mad/energi — malt pa skala fra 0 til 1.

Essentielt for analysen bliver det, at variablen B karakterise-
res som hurtig, mens S og E karakteriseres som langsomme,
fordi larvedensiteten eendrer sig hurtigere og mere intensivt
end deres leverum og energireserver. Forste skridt i Ludwigs
analyse — som vi vil holde os til i denne artikel — er at under-
soge den "hurtige” variabels opfersel, nar de langsomme hol-
des konstante.

Som udgangspunkt for budworm—densiteten laegges en klas-
sisk logistisk vackst?:

l_ﬁ]
K

B

d—B =r,B
dt

Her udger parameteren r, vekstraten, nér populationen vokser
under ideelle betingelser — dvs. eksponentieltsom B(7) = B, -¢™".
Parameteren K, udger systemets baerekapacitet, altsd en mak-
simal granse for populationens sterrelse i de konkrete omgi-
velser. Med ideelle vaekstbetingelser forstés sdledes B < K.

Vekstparameteren 7, kan fortolkes som differensen mellem
fodselsraten og dedsraten for Spruce Budworms, der far lov
at udvikle sig isoleret og ideelt. I den virkelige verden er lar-
verne imidlertid bytte for rovdyr, iser fugle. Fuglenes appetit
pad Budwormlarver er imidlertid athaengig af, hvor tilgaenge-
lige disse larver er. Ved meget sma larvepopulationer kan rov-
dyr negligeres, men appetitten antages at vokse med kvadratet
pa populationen, dog saledes at denne nar en matningsgrad.

Ludwig modellerer rovdyrenes forteringsrate med en sakaldt
"Holling Type III "—model:
Bz

B)=3—F—
g(B)=0 5
For sma B—verdier far udtrykket formen g(B)=k-B*,

hvor k= ﬁz , altsa kvadratisk veakst.
@

DT den traditionelle formelsamling for gymnasiet, har formlen formen
y'=ay(M — ). Denne form er imidlertid ikke s4 anvendelsesorien-
teret, fordi sterrelsen a ikke har en oplagt fortolkning.
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Figur 1

Rovdyr—repsons i "Holling Type Il "—model. De rode kurver har
p =2, mens de bla har f = 1. De faste kurver har o. = 1 mens de
stiplede har o = 5.

For store B—vardier, bliver den konstant . Parameteren f er
altsda maetningen — dvs. det maksimale antal larver pr. landare-
al, som rovdyr fortaerer i lobet af en tidsenhed. Parameteren a
angiver, hvor hurtigt meatningen nas, idet der geelder, at

1 . .
g (a) = 3 B . Jo sterre veerdier for a, jo langsommere nas meet-
ningen. Se figur 1 for en grafisk fremstilling af dynamikken.

Hastigheden af larvernes udvikling fas da som differencen
mellem det logistiske bidrag og g(B):

dB B B’
= _—,Bl1==|-p——
a " [ KB] ﬁa2+32

De fire indgéende parametre, r,, K,, o og ff kan i den fulde
tredimensionelle model athange af de to andre variable S og
E. T den endimensionelle model vil vi blot se pa to relevante
sammenhange:

K,=K-§ og a=q;-S§

Den forste kan begrundes med, at beerekapaciteten ma vokse
med larvens leverum. Ligeledes vil et voksende leverum oge
spredningen af larver og dermed slove rovdyrenes adgang til
byttet, hvilket kommer til udtryk i voksende vardier for a. 1
opstillingen af modellen ser vi bort fra disse sammenhange,
da vi antager at S og F er konstante, men i analysen af model-
len far de alligevel betydning.

B au B u
=B ===
a +B a +a'u al+u
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Kvalitativ analyse

En kvalitativ analyse af en differentialligning, som den her
opstillede, handler i forste omgang om at kortleegge sammen-
hangen mellem pé den ene side systemets parametre og pa
den anden side dets ligevagtspunkter, samt hvorvidt disse er
stabile eller ustabile. Hvis disse begreber ligger dig fjernt, har
vi lavet en kort gennemgang i et appendiks til sidst.

Vi interesserer os nu for, under hvilke betingelser at ‘2—? =0.

Vi indser nemt at det gaelder nér:

B u
B=0eller l——|=

2 2
5 a” +u

Den forste betingelse er oplagt rigtig. Hvis populationen er 0,
ma vaksthastigheden ogsa veere 0 og dermed er der tale om
et ligevaegtspunkt. For den anden betingelse bemarker vi, at
fire parametre er en stor mundfuld at analysere. Derfor laver
vi en rekke substitueringer:

N B=ua 2) R=2r og 3 o=2z
J6] «

Implementeres disse i udtrykket fés folgende simplere udgave?:

Rlpml_ _u
o) 1+u°

Q, u Q,

Figur 2  Skeering for fast R og varierende Q-veerdier.

Skeeringer for fast stort Q og varierende R.

Figur 3



Figur 4a  Stabilitet for R < R_

Det er nu sterrelserne R og Q, der er afgerende for systemets
dynamik. Nér en ung skov vokser frem, vil dette matematisk
vaere repraesenteret ved, at variablen S vokser. Sterrelsen af S
vil kulminere kort efter udbruddets start og vaere faldet til et
minimum ved dets afslutning. I lebet af denne cyklus vil O
forblive konstant med vardien g , mens R vil @ndre sig pro-
portionalt med S. 1

Den kvalitative analyse handler nu om at undersege, hvordan
ligevaegtspunkterne for larvebestanden B athenger af foran-
dring i R. En simpel made at analysere dette pé, er at plotte
hhv. hgjre og venstre udtryk i ovenstdende ligning. Udtrykket
til venstre er oplagt en ret linje, som skarer y—aksen i verdi-
en R og x—aksen i verdien Q. Udtrykket til hgjre er en kurve
der ikke atheenger af R og Q.

Ligevagtspunkterne vil findes der, hvor de to kurver skaerer
hinanden. Af figur 2 ses det, at for sma verdier af O kan kun
findes ét ligevagtspunkt og for store vaerdier, kan der findes
op til tre. Det vil senere vise sig, at O har verdier, der er sto-
re nok til, at det er nok at undersgge tilfeeldet for store Q. Her
vil der opsta 5 kvalitativt forskellige situationer, som vist pa
figur 3. Specifikt for R =R og R = R, opstdr en sarlig situa-
tion med to ligevagtspunkter. For verdier mellem R og R,
findes tre ligevagtspunkter, mens der i de evrige tilfelde fin-
des et enkelt ligevaegtspunkt.

Vi kan ud fra figur 3 se, at nar R er lille (dvs. skoven er ung),
sé er der ¢t ligevaegtspunkt. Nar skoven og dermed R vokser,
vil der nés et kritisk punkt R med to ligevaegtspunkter, hvor-
efter der bliver tre ligevaegtspunkter indtil R nar veerdien R..
Herfra er igen ét ligevaegtspunkt. Det centrale er nu at afgere,
hvilke af disse ligevaegtspunkter, der er stabile, og hvilke, der
er ustabile. Til dette bemerkes, at nir den bla linje har sterre
vaerdier end den rode kurve, sa er ‘;—Zj positiv, og dermed er B
og dermed u voksende. Vi bevager os altsd til hgjre i koordi-
natsystemet. Har den rede kurve sterre verdier end den bl
linje, er det omvendt. Denne dynamik kan markeres med pi-
le som pa figur 4a, 4b og 4c. Det viser, at yderliggende lige-
vagtspunkter er stabile, mens et mellemliggende er ustabilt.

Vi kan nu fa en idé om, hvordan dynamikken i systemet er.
Sa lenge R udvikler sig passende langsomt, vil # og dermed
B hele tiden sege mod et stabilt ligevaegtspunkt. For den unge
skov er R < R_og u(f) vil dermed sege mod u . Nar R vok-
ser, flytter u sig en lille smule, men grundlaeggende forbli-
ver bestanden lille.

Figur 4b  Stabilitet for R_< R <R,

Figur 4c  Stabilitet for R> R

Nar R passerer R forbliver u_stabilt, og populationen vil der-
for fortsat ligge omkring dette ligeveegtspunkt. Men nér R pa
et tidspunkt passerer R , sa er u, eneste ligevaegtspunkt og po-
pulationen vil vokse til den nar denne verdi. Herefter vil R be-
gynde at falde igen, fordi den store population af larver dree-
ber de voksne traer. Nar R er faldet til under R, vil u imid-
lertid fortsat sege mod ligevaegtspunktet u,, som kun falder
langsomt med R. Nér R er faldet til under R vil # imidlertid
igen veere eneste ligevaegtspunkt, og populationen vil falde
drastisk til det tilherende lave niveau.

De kvalitative overvejelser viser altsa, at der findes to kriti-
ske punkter for treebestandens storrelse, dvs. larvens leverum,
S. Det ene nés af den unge skov, der vokser op. Punktet nés
ret sent, men nar det nas, vokser larvebestanden pludselig til
en markant sterre sterrelse. Omvendt vil der vaere et kritisk
punkt for den deende skov, mindre end det kritiske punkt for
den fremvoksende, hvor larvebestanden vil reduceres markant
tilbage til en “dvale”-taethed.

Det er eksistensen af disse to kritiske punkter, som forklarer
bestandens pludselige fremvakst, dens enormt effektive heer-
gen og dens pludselige tilbagefald til dens minimale niveau.

Den matematiske analyse kan geres mere stringent end den
her er fremstillet. Man kan for det forste soge mere systema-
tisk efter ssmmenhangen mellem R og QO og antal ligevacgts-
punkter. Kriteriet for at der er netop to ligevagtspunkter er, at
der findes et punkt, hvor den bl linje er tangent til den rede
kurve?. Dette leder frem til folgende parameterfremstilling:

20’ 2’
(O.R)= PR

o ()

Parameterkurven ses i figur 5, hvoraf en raekke speendende op-
lysninger kan vrides ud. Eksempelvis skal gaelde Q > 5,2 for
at der er tre ligevegtspunkter.

Vi vaelger nu at fiksere O pa en veerdi over 5,2. Vi er da inte-
resserede i at afbillede de u—vardier som for en given R—ver-
di er ligeveegtspunkter. Vi omskriver:

2

da er kriterierne:

3 Lad f(u)ZR(l—g) og g(”)zliuz

f(u)=g(u) og f'(u)=g')..
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Figur 5

OR-veerdier for ue [1,06;10]. Kurven starter til hojre vokser til
punktet (5,2 ; 0,65) og falder derefter mod 0.

Figur 6
Larvepopulationen gennemlober et sdkaldt hysterese-loop.

Figur 7
Kurver for ligeveegtspunkter ved varierende R-veerdier for fire
forskellige faste Q-veerdier.
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R[l—g]zlz—zz@R:L
T g
o)

Vi plotter nu dette udtryk i et (R, u)—koordinatsystem. P4 figur
6, hvor vi har valgt O =9, ses, at for sma R—verdier er kun én
tilherende u—vardi, mellem verdierne R _og R er tre, og for
R >R, erderigen kun én.

For langsomme stigninger i R—vardien, vil u—verdierne fol-
ge denne kurve (de bla pile) pa stykket A til B. Derefter vil u—
vaerdierne pludselig ligge langt fra ligeveegt og vokse stejlt op
mod den nye ligevaegt. Nar denne nas, vil u igen folge kurven
indtil det maksimale punkt C.

Hvis R—vardierne derefter seenkes, folges kurven (de rade pile)
til punktet D, hvorefter systemet igen ryger "ud af ligevaegt”
og falder, til det igen rammer kurven og folger denne tilbage
til punktet A, som repraesenterer den minimale larvepopulation.

Pa figur 7 ses det, hvordan formen pé kurven afthaenger af ver-
dien af Q. Den enkelte kurve er afbilledet over domenet u €
[0,3; O—1]. Dermed er systemets opforsel afdeekket kvalitativt.

Numerisk analyse

Den kvalitative analyse kan ikke give os svar pa, hvor hurtigt
de beskrevne udviklinger faktisk gar. Derfor ma der tages nu-
meriske metoder i brug. Det kraever at vi benytter verdier for
de indgdende parametre, 1, K,=K - S, a = - S og . For at
estimere en verdi af S, bruges en barekapacitet for det sam-
lede “leverum” kaldet K. Vi udtrykker S som en andel r af
denne berekapacitet.

Som numerisk metode benyttes Eulers metode, hvor man ud
fra en startveerdi beregner losningskurven skridt for skridt ved
at sige, at den i’te veerdi af B er givet som

dB
B =B ,+— (B ) -At
i i—1 dt( 1—1)

Pa figur 8 er vist, hvordan dette kan se ud i Excell (med Ludwigs
empiribaserede parameterverdier).

I cellen A2 angives starttiden, i cellen B2 startlarvedensiteten.
I cellen C3 beregnes med den opstillede differentialligning,
den til startvaerdierne herende veerdi af % . 1 Excel-notation:

=F$2*B2*(1-B2/M$2)-1$2*B2/2/(N$2/2+B22)

I cellen A3 beregnes nzeste tidsveerdi med "=A2+E$2” og i B3
nzeste larvedensitet med ”"=B2+C2*E$2”. C3 fremkommer ved
at kopiere C2. Og derefter fremkommer samtlige rackker ved at
kopiere raekke 3. Den fremkomne graf er baseret pa 1000 rack-
ker. For nemheds skyld er der i cellen O2 angivet, hvor popu-
lationen slutter, da dette angiver den opnéede ligevegtsvardi.

Denne Excel-opsatning giver rig anledning til at eksperimen-
tere med variationer. Som udgangspunkt er det isar startveer-
dien i celle B2 og sterrelsen pa leverummet angivet i K2, der
er de mest interessante parametre at justere pa. I figur 9a og 9b



] A B c lE|lFlelu ]l 1t [ J Ikl L] ™ N O

1t B dBdt dt  rg K o B K rs S Kg a Bslut

2 0 250 342,3736 0,01 1,52 335 1,11 43200 25440 0,3 7632 2556720 8472 2797,3
| 3 | 0,01 253 346,541

4 0,02 257 350,7448 3000

5 | 0,03 260 354,9849 /———

6 0,04 264 359,2613 2500

A 0,05 268 363,5738 2000 /

8 0,06 271 367,9224 /

9 007 275 372,3068 | 1500

10 0,08 279 376,727 /

il | 0,09 282| 381,1827| | 100 /

12 0,1 286 385,6739 500

RS} 0,11 290 390,2003 /

14 0,12 294 394,7617 0 - T T T -
15| 0,13 298 399,3579 0 2 4 6 8 10 12
16 0,14 302 403,9887
Figur 8§
En opscetning i Excell, der kan simulere Spruce Budworm—udbrud.

Didaktiske pointer

ses kurverne for B(¢) ndr B(0) = 250 og r, varieres. Det ses, at
springet fra r, = 0,5 til ;= 0,6 har en radikal effekt. I figur 9a
ligger ligeveaegten i intervallet 250 — 12000. Ligeveegten nas
inden for ca. 5 ar. Pa figur 9b ligger ligevaegten i intervallet 5
— 8,5 millioner. Det virkeligt store spring kommer forst efter
5 —10 ar, men er overstdet pa under 5 ar. Der er meget brede
muligheder for at undersege kvantitativt videre.

Det ses, at for r; = 0,5 opnés ligevaegten pa ca. 12.300. Dette
er altsa populationen, nar udbruddet opstar. Valger vi denne
startveerdi for larvedensiteten og r, = 0,6, kan man se et godt
bud pa kurven for et udbrud pa figur 10. Udbruddet starter efter
5 &rogpa 5 ar vokser teetheden til ca. 5 millioner. Herefter kan
man satte startdensiteten til 5 millioner og undersege konse-
kvensen af fald i veerdien af 7. En analyse vil vise, at densite-
ten forbliver “stor” (ca. 60.000) frem til , = 0,0134, mens den-
siteten kollapser for ;= 0,0133 og falder til ca. 5, se figur 11.

14000 T T T T T
r.=05
12000 b
10000 b
8000 h
&
6000 r =04 i
4000 :
r.=0,3
2000 r,=02 .
r =0,1
0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

t
Figur 9a  Kurven for B(t) ved smd r -veerdier.

Vores vesentligste didaktiske pointe med dette eksempel er at
vise, at matematik faktisk kan deltage aktivt i losningen af bio-
logiske problemer. Det er altsa ikke nedvendigt at konstruere
eksempler kunstigt, nar nu der i den virkelige forskningslitte-
ratur findes nogle, som er meget brugbare. Ovenstaende kan
bruges i savel et rent matematikforlob om modellering, savel
som i et samspil med biologi, hvor gkologisk teori om popu-
lationer ber kunne inddrages fra biologis side.

Rent matematisk er det endvidere en pointe i dette eksempel,
at selv matematik der ser kompliceret ud i forhold til det nor-
male indhold i gymnasiet, kan analyseres med de begreber
og vaerktejer man finder i kernestoffet. Her er det ikke mindst
brugen af differentialkvotienter og grafiske afbildninger, der
spiller en vaesentlig rolle. Der er altsa ikke tale om noget, der
rent teknisk ligger uden for kernestoffet, men snarer om nog-
le aspekter og anvendelser, som ligger udover “det normale”.

106 x 10 T T T T T
r,=1,0
st
6 -
Q
4 -
2
0 L
0 5 10 15 20 25 30

Figur 9b  Kurven for B(t) ved store r -veerdier.
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Endeligt mener vi, at eksemplet kan bruges som en god intro-
duktion til styrken i modellering med differentialligninger —
ja, faktisk er det nok at kende til begrebet differentialkvotient.
Der kan startes i de simple eksponentielle modeller, der kan
udbygges til logistiske og derpa kompliceres yderligere. En
serskilt pointe her er, at selv meget komplicerede differential-
ligninger kan analyseres kvalitativt og numerisk med for ele-
verne tilgaengelige begreber og varktejer. Man behaver altsa
ikke lade sig afgrense til dem, der findes i formelsamlingen.
Vi vil dog anbefale, at man lader eleverne programmere den
numeriske algoritme (fx i Excel), sd de far fornemmelsen af
metodens arbejdsgang, frem for at bruge programmer, hvor
ligningen blot tastes ind i en “black box”.

Den sidste pointe lader sig i evrigt overfore til ogsé at kunne
behandle systemer af differentialligninger. Vi vil derfor folge
denne artikel op med yderligere en om modellering af Spruce
Budworm-udbrud i tre dimensioner, hvor ogsa variablene S
og E bliver inddraget dynamisk.

Appendiks: Begreber til analyse af differentialligninger
Givet en autonom differentialligning £ = F(y) . Da er kon-
stantfunktionen y(¢) = k et ligevaegtspurtlkt, hvorom det gel-
der, at F(k) = 0. En sadan konstant-funktion er oplagt en los-
ning til differentialligningen, fordi en y-veekst pa 0 bevarer y
uandret og dermed vaksten F(y) uendret.

Eksempel:

il
Y _pl1-Ll=0ey=0vy=k
di y % y y

Vi kalder derfor 0 og K for ligeveegtspunkter.

Entydighedsteoremet siger, at to lesningskurver ikke kan
skere hinanden. Der er altsa kun én lesningskurve til en gi-
ven differentialligning, som kan g& gennem et givet punkt.
Ligeveegtspunkterne opdeler altsa (¢, y)—planen i omrader, som
andre lgsninger ma holde sig indenfor, se figur 12.

2,0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B(0)=2
1,5 | i
dy/dt <0
1,0 =
B(0) =1
> dy/dt>0
05 | B(0) = 0,01 -
B(0)=0
0,0 F=
dy/dt <0 B(0) = -10°
05, 2 4 . 6 8 10
Figur 12

Logistisk veekst med varierende startbetingelse og
parametrene a = 1 og K = 1.
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Figur 10 Kurven for B(t) hvis B(0) = 12300 og r, = 0,6.
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Figur 11) Slut-veerdier for B(t) ndr B(0) = 5-10°.

Samtidigt er F(y) kontinuert. Derfor skifter % ikke fortegn i
de omrader, der adskilles af ligevagtslosninger. Da negative
veerdier for % betyder, at kurven aftager og positive at den
vokser, vil enhver kurve med startveerdi tet” pa K ga mod
K. Ligeveegtspunktet y = K siges derfor at vare stabilt. For li-
gevagtspunktet y = 0 gaelder, at kurver med start "taet” pa 0
vil beveege sig veek fra 0, som derfor siges at vare ustabilt.

En differentiallignings opfersel kan altsa karakteriseres kva-
litativt ved at bestemme dens ligeveaegtslosninger samt afkla-
re, om disse er stabile eller ustabile.
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