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Abstract

‘Teksten prasenterer en konstruktiv fremstilling
af talsystemsts opbygning (omfattende talomraderne ﬁ,‘z;
Q, R og C) baseret p3d et aksiomsystem for de naturlige
tal (Peano's aksiomer) og gennemfgrt med et minimum af
alment algebraisk apparat. Teksten er udsprunget af og
primert rettet til undervisning i emnekredsen "Talsyste-
mets opbygning"” i matematikstudiet ved Roskilde Univetsi—
tetscenter, men vil kunne la@ses pd baggrund af forudsat-
ninger fra den matematisk-fysiske gren i gymnasiet af in-
teresserede.
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"FORORD

1 enhver universitetsuddannefse { matematik en et solidt kend-
shab tif tafsystemet og dets delomndder, og heniblandt sefv-
folgeldig navnligfae neelle tats omndde, af gnundlaggendeibe-
tydning. Spengsmdlet en imideentid hvordan et sddant kendskab
_bedst opnds. Flene {remgangsmdden stdn tif nddighed. Maii kan
antage at tidligere undenvisning fra folkeskolen og det gymna-
siale niveau han givet de studerende sd megen fortrolighed

med talomrnddenne bg denes egenskaber - bontset frna de komplek-
se tal - at der ikke en behov 50& at genre meget mene ved det,
med undtagelfse mdshe af at opstille en Liste over de trazk ved
tatomnddenne et univensitetsstudium mé bygge pd. En anden frem-
gangsmdde en & famifje med den navate ved {kke at gd naamere
ind pd talomnddennes frembringelse. Men den adshillen sig fra
den ved at anfone et eller andet temmelig kraftigt akaioﬁéyétem,
den Laden de forskeflige talomnddens karakteristika felge som
Let enhvervede konsehvensen af de opstillede forudsaztninges,
gon derneften at postulene ehsistensen af et sddant system af
talomndden,

1 denne gremstifling en den valgt en tredfe vej. Den kan £ hont-
hed beskrnives ved at sige at alle talomaddern honstruenes skaidt-
vis ud fra de natunlige taf. Disse en pd denes side baseret pd
et korat, men hraftigt aksiomsystem, den gdn under navnet Peano's
aksiomer. De konstauktionsnedshaben der dereften tages i anven-
delse hentes f{rna elementan Logik og mangdefanre. Det betyder, at
de problemen der mdtte vare ved den udferte honstruktion stam-
mex fra problemen ved dette grundfag, og dén §{indes som mdske
bekendt slet ikke sd {4.

Den kan vane gode faglige og padagogiske grunde fon hven af de
nevnte fremgangsmdden. Sd det en ikke af kanoniske grunde at
dern fon denne §remstilling en valgt den sdidsatnavnte {remgangs-
mdde. Snarene skyldes valget menre pragmatiske overvejelsen. Den
vigtigste af disse en: Ved at valge det konstruktive approach
bliven det muligft at belyse nogle histonishe og filosofiske
pointen. Fonestillingen om en konstruktiv opbygning af talsy-
stemet var central 4 det sdidste drhundredes bestrazbelsen fon at
shabe et klant og hatdbart grundlag fon matematikken, egtersom

et sddant gnundfag mdtte begynde med, effern i det mindste
omfatte, talsyslemet. Disse bestrabelsen havde selvfolgelig
mange kilder. En af dem var problemeit med tallenes ehsistens,
hvon bdde de negative tal, de dirrnationafe tal og de hompfLek-
se tal igennem histonien havde voldt enkendelsesteonetiske
kvalen. Udvikeingsanbejdet udfent af folk som Cauchy, Bofza-
no. Hamitton, Weienstrass, Dedekind, Cantor, Méray, Peano,
Frege, Weber, Steinitz og Hilbert i Lebet af l8oo-tallets sid-
ste to trnedjedele, kan belyses ved at anskue talsystemet kon-
strhuktivt. Udviklingen foregik pd et meget frugtbart stadium-
a§ matematihhens histondie, i omegnen af den gryende mangdela-
ne og dens forjattelsen. Man var endnu 4 bred forstand i det
"canton'ske paradis". Som det vil vides hom der snart slangen

4 paradis. Dern viste sig problemer og paradeksen { mangdela-
nen, som agstedkom en stonne knise fon matematikhkens grundlag
4 gennem de fonste dntien af dette drhundrede. Dremmen om at
formalisene sig ud af matematikkens grundfagssperngsmdl brast,
om ikke fer 84 med Gidels uafgonlighedssatningen fra begyndel-
sen df 1930'enne.

1 den foneliggende tekst en det Logiske grundlag ikke proble-
matisdenet, Den en taget udgangspunkt 4 en naiv mazngdelane,
hvilket ikke md ses som udtryk forn en undenkendelse af betyd-
ningen af et mene sofistikenet fundament §on matematikken,

men anarene som et udtryk for det forhold at tehsten ikke en
en Lanebog & Legik og mangdelare.

0gsd en konstruktiv opbygning af tallene kan foretages pd for- ?t

sheltige mdden, bL.a. med varienende grad af abstrakt algebra- —i
disending. T den mest vidtgdende almene algebraisening falden tal- -

omrddenne ud som pjuskede specialtilfabde. Jeg han valgt sd be-

skeden en algebraisening som muligt. Dels fon at sfippe for -

at opbygge et stont algebraiskh apparat af et sefvstandigt prag,

dels fon at homme s4 tat som praktisk muligt { en trods alt —

moderne fremstilling pd talomrddenne "selv". Selvfolgelig kun-
ne den ogsd vanre pointen 4L at valge en vidtgdende algebraisk
vardiant, har jeg fundet at cmkostningerne overskyggern ekhstnra-
gevinstenne., ALLigevel en {remstiflingens namme og sprogbrug
noedvendiguis afgebraisk. Men apparatet en beskedent, og omfat-
ten stont set kun hvad den er omtalt £ appendix-afsnittet "AL-
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gebraiske forbenedelsen”.

Tekstens affatning adshillen sig fra det normale. Omkaing

1970 §4ik Anderns Madsen og jeg den idé at adskifle den teoreti-
ske hovedfandevej 4 en matematish tekst fra kommentarern angden-
de {d¥en og motiven, notern sidebemarnkningen, chsempler og LL&Lu-
strationen. Adskhitlelsen shulle tifvejebringes ved at hoved-
teksten "4 unifonm" skulle std pd hejresidenne, mens de mene-
uformelle khommentaren shulle sid pd venstresideane. Detie
princip en s0gi nealisenet & denne tekst. Denved en det muligt,
ndn man fonst han tilegnet sig stoffet, pd et senere tidspunkt
at vende tilbage tif .den tilknappede tekst uden at behove at
Lase den padagogiserende indpakning.

Under arbejdet han jeg Ladet mig inspirere af andre fremstil-
Lingen. Det drejen 84ig Lsar om

Svend Bundgaand: TALLENE og Den abstrakte Algebras Grund-
begreben, Jul. Gjellenups Fonfag, Kebenhavn 1942

H.-D.Ebbinghaus m.§.2.: ZAHLEN. Grundwissen Mathematik 1
Springen-Venlag Benlin Heidelbeng 1983

W. Fenchel: TALSYSTEMETS OPBYGNING

Kebanhavns Undivensitets Matematishe Institut, 1962-64

Helmuth Gendicke: GESCHICHTE DES ZAHLBEGRIFFS
Bibliographisches Institut, Mannheim 1970

E. Mendelson: NUMBER SYSTEMS and the Foundation of Analysis
Academic Press, New York, London 1973

Mogens Niss
8. maj 1985




I. OPBYGNINGEN AF DE-NATURLIGE TAL

Uformel indledning

Den indflydelsesrige fyske matematiker Leopold Kronecker,

der var virksom i sidste halvdel af det 19. drhundrede, er
~ofte citeret for at have sagt, at Gud skabte de naturlige

tal, resten er menneskevark. Allerede pd& Kroneckers egen

tid var hans pramis udsat for delvis underminering. Richard
Dedekind (1831-1916) og Guiseppe Peano (1858-1932) pidtog sig
en del af skabelsen af de naturlige tal, selv om det selvfgl-
gelig er til genstand for diskussion, hvor réstofferne for
skabelsesprocessen er skabt. Dedekinds indsats pd dette omra-
- de findes navnlig i den bergmte afhandliﬁg "Was sind und was
sollen die Zahlen?" (1888). Peanos arbejde er fra 1889. I
dette kapitel skal vi praesentere, i en moderne algebraisk ram-
me, opbygningen af de naturlige tal baseret pd Peano's aksio-
mer, som de kaldes, selv om de i den udformning, hvori de brin-
ges her, rettelig burde tilskrives Dedekind.

Hensigten med opbygningen er at etablere et grundlag, s& be-
grznset og overskueligt som muligt, der er starkt nok til at
tillade tilvejebringelsen af alle de naturlige tals egenskaber,
som vi kender dem fra dagligdags omgang med dem. Den intuitive
kerne i1 dette grundlag er for det fgrste efterfglgeroperationen:
efter ethvert naturligt tal kommer &t til; processen starter

et sted, nemlig med 1, og den kommer aldrig tilbage til et al-
lerede passeret punkt (processen kgrer ikke i ring). For det
andet induktionsprincippet: hvis en m@ngde M indeholder bdde 1
og er stabllt over for efterfplgeroperationen (dvs. hver gang
et element er med i M, er dets efterfglger det ogsd), er M ngdt
til at bestd af alle naturlige tal. Dette fgrer intuitivt frem
til at etablere de naturlige tal som (idet efterfglgeroperatio-
nen betegnes S): 1, S(1l), S(S(l)),...

Et af de filosofiske problemer der ligger bag ¢nsket om en for-
mel konstruktion af de naturlige tal er, at det ikke er s& en-
kelt at hdndtere de prikker, som stdr efter S(S(1l)). Efterfel-
gerprocessen ender jo aldrig, og vi stidr derfor aldrig med al-
le de naturlige tal samlet pd én gang. Det er en del af opgaven

i1

for den formelle konstruktion at ggre det meningsfuldt at tale
om "samlingen af alle naturlige tal" som en helhed, en mangde.
Derved bliver de naturlige tals grundlag tet knyttet til mate-
mégikkens grundlag i almindelighed og mangdelarens i sardeles-
hed. F.eks. spiller klassiske diskussioner om hvad uendelig
nazrmere er for noget, eller kan bringes til at betyde, ind pa
dette sted. Disse mere filosofiske problemstillinger skal dog
ikke behandles ved denne lejlighed.

Den fglgende opbygning af de naturlige tal tager som antydet

form af en przcisering 0g en formalisering af de navnte intui-
tive id&er. Denne opbygning er, som det fremgir, baseret pa
forestillingen om at talle, fra 1 og fremad i razkkefglge. Det
talbegreb der udspringer heraf, kaldes undertiden det ordinale
talbegreb. En anden synsmidde reprasenteres af mangdelzrens grund-
lagger Georg Cantor (1845-1918), der hafter sig ved de naturlige
tal som antal. Tallet n anskues her som en prototypemangde, en
mélestok der reprasenterer alle mangder med n elementer. Dette
begreb om de naturlige tal kaldes det kardinale talbegreb, og
lagges sadvanligvis ikke til grund for fremstillngen af de natur-
lige tal. S3ledes heller ikke her. Et par forbindelseslinjer
mellem de to talbegreber trakkes dog i slutningen af kapitlet.




Det er vigtigt at ggre sig klart, at vi her forudsatter
eksistensen af et system som det beskrevne. Det ligger
uden for vores rzkkevidde at vise den. Trakkes trddene
tilbage til grundlaget i mangdelzren, er eksistensen knyt-
tet til et aksiom om at der findes en uendelig ma&ngde. Den-
ne sag forfglges ikke ngjere her.

Disse aksiomer, der rettelig burde kaldes Dedekinds
aksiomer, kaldes ofte for Peano's aksiomer. Overvej
hvordan det intuitive indhold af dem svarer til skit-
sen i den uformelle indledning.

som er indlysende fordi de er kendt fra mange ars omgang

Nar vi nu i det fglgende gang pd gang beviser s®tninger, ‘W
med naturlige tal, er det vigtigt at fastholde program-

met: at opbygge alt hvad der er verd at vide om de natur-
lige tal alene pd grundlag af Pl-P3. Derfor er det intet-
steds tilladt at benytte betragtninger eller argumenter,
som ikke er hentet fra dette grundlag (samt fra logik og
mengdelare).

De fleste af de induktionsbeviser, der bringes i denne
tekst er lige ud af landeveijen, narmest mekaniske. Prgv
i s& hej grad som muligt at genmemf@re dem selv, inden
du leser dem i teksten.Grundmelodien er fglgende: Vi
vil gerne vise, at en bestemt egenskab E indehaves

af alle elementer i R. Til den ende dannes mengden

M af alle elementer fra N, der har egenskaben E. Op-

gaven er sd ved induktion at vise, at M = N. .‘J

Aksiomsystemet for de naturlige tal. Rekursionssat-
ningen

Vi forestiller os, at der er givet en mangde N, hvori
der er fremhavet et element, benzvnt u, og hvori der
er givet en afbildning S:N ~ N. Afbildningen S kaldes
efterfplgerfunktionen og for x € N kaldes S(x) efter-
fgelgeren for x.

Lad os antage, at S opfylder fglgende egenskaber

Pl. u € S(N) (= ({(S(x)| x € N} )

P2. For alle x,y i N galder:
x $y = S(x) % Sly) (Ser injektiv)

P3. Hvis M er en delmangde af N, som opfylder
(a) u €M
og
{b) For ethvert x € M vil ogsd S(x) € M,
er M = N (induktionsaksiomet).

I slutningen af kapitlet vil det blive godtgjort, at
alle systemer (N,u,S) som opfylder Pl-P3, i en bestemt
forstand er "ens". Derved er der ingen grund til at skel- '
ne mellem dem. Ethvert sddant system vil derfor blive
kaldt systemet af naturlige tal. Som fazlles betegnelse
for et sidant system benytter vi N. I stedet for u skri-
ver vi fra nu af 1.

Alle beviser i dette kapitel beror p& afggrende made
pd induktion, der jo er den eneste mekanisme som er til
r3ddighed for produktionen af indholdsrige udsagn.

Vi lagger ud med to simple anvendelser af induktions-
aksiomet.

Saztning X.1 Om ethvert element x & RN galder, at
S(x) * x (intet objekt er sin egen efterfglger).

Bevis. Vi danner mangden




I fglge Pl er 1 ikke en efterfglger.

v

Her mi grundmelodien modificesres, gennem tilfgjelsen i /
af {1}, idet elementet 1 er eksplicit undtaget fra at
besidde den egenskab satningen omhandler.

M=(x €8] S(x) #+x ).

Opgaven er at vise, at M = :N. Det sker ved induktion.
At M opfylder P3 (a), altsd her at S(1) % 1, fgplger af
at 8(1) € s(f) og 1 € s(N) (Pl).

For at vise, at M opfylder P3 kb), antager vi, at x € M,
dvs. at S(x) # x. I fplge P2 md si S(S(x)) # S(x). Men
det er netop betingelsen for, at S{x) € M. Q.E.D

Satning I.2. Ethvertx € 8, x + 1, er en efterfglger,
dvs. der findes et y € f, si at x = S(y).

Bevis. Vi danner mangden
M= {x € N| der findes et y € N, s at x = S(y)}lu {1}

S& er det oplagt, at 1 € M, hvorved M opfylder P3 (a).
For at vise, at M opfylder P3 (b), antager vi, at x € M
Oog at x # 1, Altsd vil

x€ {x € R | der findes et y € N, si at x = S(y)}.
Vi skal godtggre, at ogsd S(x) € M. Nu angiver
{x € N | der findes et y € N, s& at x = S(y)},

som er en delmengde af M, mangden af efterfglgere i K.
Da S{x) jo pr. definition er en efterfglger, vil S(x) € M,

(som y kan bruges x). Q.E.D.

Det naste skridt i opbygningen er etableringen af en gene-
rel mekanisme, der tillader os at indfgre forskellige al-
gebraiske og andre operationer i de naturlige tal. Dette
sker gennem en ngglesatning, som ganske vist kraver et lidt
omstandeligt bevis, men som derefter reducerer denresteren-~
de opbygning til en lang rakke overskuelige anvendelser

af satningen.
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Hovedid&en 1 eksistensdelen af beviset er at konstruere

Det er nok en god idé at betragte et eksempel pa hvad \\
sa@tninger siger, inden man kaster sig over beviset.

Vi lader som om vi kender de reelle tal R. Lad A = R,

a € R vare givet, og g:R ~ R vare defineret ved g(z) = az
for z€ R, S& fortaller satningen, at der findes en funk-
tion F: N ~ R, sd at

F(l) = a og F{x+1l) = F(S5(x)) = g(F(x)) = aF(x),

dvs. F(1) = a,,F(2) = aF(1) = a-a (= a’), F(3) = aF(2).
= a-(a-a) (= a”), osv.

Satn%ngen giver altsd en rekursiv definition af potenser-
ne a  efter skemaet: i '

1 _ 2 +1

a‘t =a, a° = a-a,..,a" = a-a ,...0SV. r__’
Med indfgrelsen af addition og multiplikation efter Sat-

ning 1.4. og Satning I.9. gives andre eksempler pa hvad
s@tningen udsiger.

Illustration til satningen:

p

N

den sggte funktion F defineret pa hele N ved fgrst at skabe
funktioner, der ligner den sg¢gte hvad egenskaber angir,

men som hver for sig kun er defineret pd en mangde inde-
holdende de naturlige tal “fra 1 til n". Derefter indfanges
ethvert naturligt tal x af definitionsma&ngden for en sadan
funktion f. Og F's verdi i x defineres sd til at vare

F(x) = £(x). Dette kraver, at uanset hvilken af de mulige
f-funktioner vi valger, bliver verdien f(x) den samme.

Grunden til at konstruktionen bliver omstendelig, er, at vi
pd det indtil nu foreliggende grundlag ikke er i stand til

at tale om de naturlige tal "fra 1 til n" p4d en pracis og
meningsfuld mdde. Det ville nemlig forudsatte, at vi havde
tillagt "fra" og "til" mening inden for de naturlige tal,
hvilket i realiteten fg¢rst kan gpres med rekursionssatningens
resultater til rddighed. T1-T3 udtrykker intuitivt,

S@tning I.3. (Rekursionss®tningen) Lad A vare en

vilkarlig (ikke-tom) mengde, og lad a € A vare gi-
vet. Antag endvidere, at der er givet en afbild-
ning g: A ~ A.

S4 findes &n og kun &n funktion F:R ~ A, som Op-

fylder:
(1) F(1) = a
o9

(2) F(S{x)) = g(F(x)) for alle x € RN.

at alle tal "fra 1 og til og med n" er med i M, og -
at M hanger sammen fra top til bund. ’

Bevis. Satningen, der skyldes Dedekind (1888), indedholder

bdde en eksistens- ogen entydighedspistand. Fgrst entydigheden:

Lad os antage, at der var to funktioner Fl og Fz, som
begge opfyldte (1) og (2). Vi vil vise, at de er iden-
tiske. Til den ende sattes

M= {x € R| Fi{x) = F,(x)} . )
Kan vi 'vise, at M = N, ,har vi godtgjort, at F, = F,.
At 1 € M, fglger nu af at Fl(l) = a = Fz(l). Er dernast -
X € M, md S(x) ogsid tilhgre M, thi

. Fl(S(x)) = g(Fx(x)) = 9(F2(x)) = FZ(S(X)).

hvor de to yderste lighedstegn blot er betingelsen (2),
mens det midterste lighedstegn fplger af, at Fl(x) = Fz(x)
(fordi x € M). Derved opfylder M bdde P3 (a) og P3 (b),
sidledes at M = RN,

Dernast eksistensen, som representerer besvaret:

Lad n € N. En afbildning f defineret p3d en delmangde M
af N med vaerdier i A, f: M ~ A, kaldes n-tilgangeligq,
hvis

Tl. 1 € M
T2. n € M
$3. For alle x € R galder, at hvis S(x) & M vil x &M

o e




Intuitivt udsiger (A) blot, at hvis f opfylder tilgaznge-
lighedsbetingelsen p& {1,...,n,S(n)} (som vi altsd endnu
ikke kan tale om p& denne mide), da ogs& pd {1,...,n},
som jo er en delmzngde heraf (og som vi heller ikke

kan tale om endnu). -

Idéen i (B) er (stadig intuitivt) at starte med at fast-
lagge en l-tilgangelig funktion f1: M (211})~A.Derefter
fastlagges en 2-tilgangelig funktion £,: M; (2{1,2}) ~ A,
og s& fremdeles, en n-tilgazngelig funktion

£.s M (2(1,2,...n}) ~ A,

Det kommer s& til at galde, at hver funktion £ er en ud-

videlse af den foregdende. Lag stadig marke til, at vi ikke

formelt kan tale om mangder som {1,2,...n}.

W,

(betingelser vedrgrende M) -

og ~

T4. £(1) = a

T5. For ethvert x € Ngalder:
S(x) € M =» £(S(x)) = g(f(x)) .

“(betingelser vedrgrende f) - |

Eksistenbeviset forlgber nu i fire skridt.

Alle betingelserne pd ner T2. er de samme for S(n)-tilgan-
gelighed som for n-tilgangelighed, idet de ikke afhanger
af n. Det eneste, vi mangler for at vise, at f er n-til-
gengelig, er altsd T2: n € M. Da S(n) € M (fordi f er S(n)-
tilgangeliqg), fglger imidlertid af T3., at n € M, hvilket
er det gnskede.

(B). For ethvert n € N eksisterer_en n-tilgangelig funktion.

Dette bevises ved induktion. Vi satter
P = {n € N |der findes mindst &n n-tilg=ngelig funktion}

Vi vil vise, at P opfylder P3 (a) og (b). At P opfylder P3 (a),
dvs. 1 € P, fglger da M = {1} og f£(1) = a &benbart bestem-
mer en l-tilgangelig funktion. Betingelserne T3 og TS5 er op-
fyldt, fordi der ikke findes noget S(x) € M, n&r M = {1} (Pl).

Lad nu n € P, dvs. der findes en n-tilgazngelig funktion f£:M ~ A, ”
vil vi konstruere en S(n)-tilg@ngelig funktion f* . -
Fgrst sattes M* = My (S(n))} . For x € M sattes £*(x) = f(x).

For x = S(n) sattes f*(S(n)) = g(f(n)). Det skal nu blot che- -~

ckes, at f*: M* ~ A er S(n)-tilgangelig; s& har vi konstrueret
en S(n)-tilgangelig funktion, og induktionen er gennemfgrt.

At 1 € M*, S(n) € M*,f*(1) = a, som netop er betingelserne

Tl, T2 og T4, er oplagt. Hvis dernast - med henblik pa T3 -
5{x) € M*= M U{S(n)} , vil enten S(x) € M, og dermed (da f er
n-tilgangelig) x € M, eller S(x) = S(n), og dermed x = n € M,
p-g.a. P2. Dette viser, at betingelse T3 er opfyldt. Tilbage
stdr at vise betingelse T5.




Hvis S(x) € M* = M U{S(n)} , vil igen enten S(x) € M,
hvorved '

£*(S(x)) = £(S(x)) = g(f(x)) = g(£*(x))

(det midterste lighedstegn felger af, at f er n-tilgangeliq),
eller S(x) = S(n), hvorved pr. definition af f* og da x = n:

£¥(S(x)) = £*(S(n)) = g(f(n)) = g(£*(n)) = g(£*(x)).

Vi har nu godtgjort, at f* er S(n)-tilgengelig, og dermed
at S(n) € P. I alt opfylder P si P3 (a) og (b), sdledes at

P = N.
(C) godtggr, at der er ligegyldigt, hvilken n-tilgangelig . = h{
funktion vi valger, nir vardien af F P& n skal fastlagges. {€) Hvis_f og h begge er_n-tilgangelige, er f£(n)_=_h(n).
Dette skridt er ngdvendigt for at sikre utvetydighed i de- Ogsid dette skal bevises ved induktion. Lad
finitionen F(n) = f(n).

Q = {n € R | For alle funktioner f og h gelder, at
hvis f og h er n-tilgangelige, s& er
£(n) = h(n)} .

Vi skal vise, at Q opfylder P3 (a) og P3 (b). At 1 € Q,
fglger af, at hvis f: M1 ~ A er/-tilgengelig og h: M2 ~ A
ogsd er l-tilgangelig, vil f(l1) = a = h(l), s3ledes, at

£(1) = h(1).

Lad dernast n € Q. Opgaven er s& at vise, at S(n) € Q. Hvis

f og h er to vilkarlige S(n)-tilgangelige funktioner, er

de i fglge (A) ogs& n-tilgangelige. Da n € Q, er s& f(n) = h(n).
Videre er

£(S(n)) = g(£(n)) = g(h{(n)) = h(S(n)).

Men det viser, at S(n) € Q, hvorved induktionsbeviset for (C)

er gennemfgrt,
I (D) skummes blot flgden af det foregdende. Det er uden dyb-
sindigheder at eftervise, at F har de gnskede egenskaber.

Lad n € N. s& findes i fglge (B) en n-tilgengelig funktion f.
Vi satter nu



Ll

Man kunne maske f4 den tanke, at vi her (og i punkt B) -}'J,
i beviset kommer til at udfgre konstruktioner af netop

den art satningen skal tillade os at udfgre, at altsd
foretagendet kgrer i ring. Sadan forholder det .sig i-
midlertid ikke. Satningen pdstdr eksistensen af en be-
stemt slags rekursivt fastlagt funktion F pd hele K. Vi
konstruerer denne funktion ved at lgse den "ufarlige"”
opgave fgrst at konstruere en skare af beslagtede funk-
tioner, &n pd hvert endeligt afsnit af N, for derefter
at definere F eksplicit, altsd ikke rekursivt, ud fra
vaerdien af de "ufarlige" funktioner.

Det intuitive indhold er, at vi for m fast definerer addition
af m til n rekursivt (tilbagelgbende) ved: m lagt til 1 skal
vare S(m), og: hvis vi ved hvad m lagt til n skal be-

tyde, skal m lagt til n+l (5(n)) betyde det foreglende

plus 1. Alts3d m+l = S{m), m+(n+l) = (m+n)+1, som netop

er (5) og (7) nedenfor. Den intuitive tolkning af, hvad

Fm ggr ved n er "lag m til n".
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F{n) = £(n) (en),
hvilket giver mening, da vi f&r samme vardi, uanset hvil-
ken n-tilg@ngelig funktion f vi valger (C). Dermed har vi
defineret F: R ~ A, og mangler blot at indse, at F har de
krzvede egenskaber:

F(l)= £(1) = a

for en(hver)l-tilgengelig funktion f. Dette giver satningens
betingelse (1).

Hvad ang3r betingelse (2), har vi:

F(S(n)) = £(s(n))
for en(hver) S(n)-tilgengelig funktion f. Da f er S(n)-
tilgengelig, vil S(n) tilhgre definitionsmangden for f,
hvorved {(p.g.a. T5):

f(s(n)) = g{f(n)) = g(F(n)).

Men s& er i alt:

F(s(n)) = g(F(n)),
F.
hvilket er betingelse (2) for F.
Hermed er beviset for sa@tningen fuldfgrt. Q.E.D. -
Indfgrelse af addition i de naturlige tal
Med rekursionssatningen til rAdighed er vi nu i stand til
at indfg¢re kompositionen addition i de naturlige tal. -

Dette sker ved hjzlp af

Setning I.4.Lad m € N. S& findes en entydigt bestemt
funktion Fm: R ~ N, si at

(3) Fm(l) = S(m)

(4) Fm(S(n)) = S(F_ (n)) for alle n € N,




<
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Pas pd ikke at blive forledt til at tro, at m + n = n + m.
Rzkkefplgen af m og n i m + n betyder noget, nemlig F_'s
verdi pd n. Det er principielt noget andet end n + m,"der
er F 's veardi pd m. At der imidlertid faktisk er identitet
mellem de to kraver et bevis (se Saztning I.6.).

Indholdet af Satning I.5. er i virkeligheden mindre trivielt
end det ser ud til. Satningen siger nemlig, at

Fx(y+z) = Fx+y(z), for alle x,y,z i R, T’

altsd at enhver F_-funktions virkning pd (y+z) giver samme
resultat som enhvdr F + -funktions virkning p4 z. N&r bevi-
set alligevel forigbe¥ ¥den problemer, er det fordi betingel-

sen (7) er et specialtilfalde af associativiteten, idet denne

fremgdr af (7) ved at erstatte 1 med et hvilketsomhelst natur-
ligt tal.

Leag merke til, at ndr x og y, som er vilkdrlige, fastholdes,
bliver udsagnet i satningen, at x + (y + 2z) = (x + y) + z
galder for alle z.
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Bevis: Pdstanden fplger som et specialtilfalde af rekur-
‘sionssatningen med A = R, a = S(m) og g = S. Q.E.D.

Vi indfgrer nu kompositionen + ved:

Definition: m + n = Fm(n) for alle m,n € N.
Betingelserne (3) og (4) kan s& udtrykkes

(5) m+ 1 = S(m) for allem € N
(6) m + S{n) = S(m+n) for alle m,n € R

Vi kan omskrive (6) ved hj=lp af (5):
(7) m+ (n+ 1) = (mMm+ n) + 1 for allem,n € N

P& dette é;undlag kan egenskaberne ved addition opnés.
Disse egenskaber indeholdes i de fglgende s®tninger.

Setning I.5. (Associativitet af addition) For alle
X,Y.z2 € N galder, at
X+ (y + z2) = (x + y) + z.

Bevis: Lad x og y vere vilkdrlige naturlige tal. Vi sat-
ter nu

Mxy = {2z €R | x+ (y+2)=(x+y)+z]

og vil ved induktion indse, at Mxy = R, hvilket vil fuld-
fore beviset.

At 1 & Mxy,'dvs. at x + (y + 1) = (x +y) +1, er sim-

pelthen (7). Vi mangler derfor blot at vise, at hvis

z G-Mxy s&d vil ogsd S(z) (= z + 1) ogs& tilhgre Mxy' Men
X + (y + S(z)) = x + (S(y+z)) = S{x + (y + 2))

= S((x +y) +2) = (x +y) + S(z),



)

Det kan méske forekomme overraskende, at denne satning er be-
sverligere at bevise end den foregdende. Det skyldes imidler-
tid, at der ikke i rekursionss@tningen indgdr noget indbygget
specialtilfalde af kommutativitet, i modsatning til hvad til~
feldet var for associativitet. Kernen i beviset bliver derved

at indse, at x + 1 = 1 + x for alle x 1 R, og det bliver i rea-

litéten en lille saztning for siqg at bevise. Dette sker i det ve-

sentlige ved hj®lp af associativiteten (og, naturligvis,
efterfglgerfunktionens egenskaber).
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hvor alle lighedstegn, pd nar det tredje, fremkommer
ved anvendelse af (6), mens det tredje skyldes anta-
gelsen z € MxY' I alt har vi opndet, at S(z) € Mx

v
Q.E.D.

Satning 1.6. (Kommutativitet af addition). For al-
le x, y € R galder, at
X +y=y + x.

Bevis: Beviset fgres som et induktionsbevis. Lad x € R
vere vilkdrligt valgt. Nu dannes

M =(y€en | x + y =y +x}
Det skal vises, at Mx opfylder P3 (a) og (b). Vi viser

forst, at 1 € Mx' dvs. at x + 1 = 1 + x. Dette sker ved
et selvstandigt induktionsbevis, idet vi satter

M= ({x €R| x+1=1¢4+x}.
At 1 € M kommer ud p&, at 1 + 1 =1 + 1, hvilket er en
oplagt konsekvens af, at de to sider af lighedstegnet
simpelthen er identiske. Hvis dernast x € M, vil ogsé

S{(x) € M, thi

S(x) + 1

(X +1) 41 = (L + x) + 1 =1 + (x + 1)
1 + S(x).

De to yderste lighedstegn kommer af (6), det andet af
induktionsforudsetningen x € M, det tredje af associa-
tiviteten. Dermed er det vist, at M opfylder P3 (a).

For at vise, at Mx opfylder P3 (b) betragtes et vilkar-
ligt y € Mx. Vi skal indse, at S(y) € M. Men

X + S{y) = S{x+y) = S(y+x) = (y + x) + 1
=y 4+ (x+1)=y+ (1 +x)={(y+1) +x
= S(y) + x.




Y
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Den omvendte satning til forkortningsreglen : hvis x = Y
er x + z =y + z, er selviglgelig trivielt opfyldt, idet
de to sider i identiteten x + z = y + z, jo simpelthen fAr
ngjagtig samme form.

Denne saztning fortaller, at addition aldrig fgrer tilbage
til udgangspunktet.
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Her skyldes det fgrste lighedstegn (6), det andet
induktionsforudsatningen y € Mx' det tredije (5), det
fjerde associativiteten, det femte,at 1 € Mx, det sjet-
te associativiteten, det sidste (5). Hermed er sat-
ningen bevist. Q.E.D .

Setning. I.7. (Forkortningsreqglerne for addition):
For alle x,y,z € R galder, at hvis

x+z=y+ 2
er x = y.

Bevis: Lad x og y vare vilkarlige naturlige tal. Sattes

Mxy = {z €| x + 2 =y + z=+ x =y }

vil vi ved induktion indse, at Mxy = R.
At 1 € Mxy folger sdledes: Hvis x + 1 = ¥y + 1, vil

S(x) = S(y) (p.g.a. (5)), og dermed x = y, i kraft af
P2.

Lad dernast z eMxy' dvs. hvis x + z =y + z er x = y.
Det skal godtg¢res, at S{z) € Mxy’ dvs. hvis

X +S(2) = y +5(z) md x = y. Men af x + S(z2) = y + S(z2)
folger af (6), at S(x+z) = S(y+z), hvorfor x + z =y + 2z
(p.g.a. P2). Men dette afstedkommer, idet z € Mxy’ at

x =y. Q.E.D.

Satning I.8. For alle x,y € RN galder, at
x +y ¥ x.

Bevis: Lad x € R. S3 sattes
My ={x€N| x+y$x]}.
Det vil blive vist ved induktion, at MY = N.

At 1 ¢ My, altsd at 1 + y ¥ 1, fglger af, at 1 + y = S(y) % 1,
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(L ¢ S(R), Pl). Er dernzst x € M&,dvs. x+v # x, vil
ogsi S(x) € My. Thi -~

S(x) + y = S(x+y) + s(x),

) ] - - - - hvor forskelligheden skyldes, at x + y +:x (P2). Men
- ) E i s& er beviset fuldfert . Q.E.D.

~ Indfgrelse af multiplikation i de naturlige tal

Ogs& multiplikation i de naturlige tal indfgres ved hjalp
af rekursionssatningen. '

Det intuiiive indhold er, at vi for m fast definerer multi- \

plikation med m rekursivt ved: m gange 1 skal betyde m. Hvis ' ] Satning I.9. Lad m € N. S& findes en entydigt bestemt

vi ved hvad m gange n skal betyde, definerer vi m gange n+l - . ~ t

(= S(n)) til at betyde "m gange n ; plus m", idet vi efter . funktion Gm' R N, s a

indfgrelsen af addition godt ved, hvad addition af m skal (8) Gm(l) =m

betyde. Altsd m:l = m, m(1+l)= m-1l+m = m+m, m. ((1+1)+1) = - 4 = = + for alle m,n € N
me (1+1)+m = (m+m)+m, eller generelt: m:l = m, m.(n+l) = m.n+m, (9) Gm(S(n)) Fm(Gm(n)) { =6,(n) m) for alle m,n €
som netop er (lo) og (11l) nedenfor. Den intuitive tolkning af

hvad G, 9¢r ved n er "gang n med m". —’)

Bevigs: Plstanden fglger som et specieltilfalde af rekur-
slonssatningen med A = N, a =mog g = Fm. Q.E.D.

Vi indfgrer nu kompositionen - ved

Pas ogs& her pd ikke umiddelbart at tro,at operationen er kom-
mutativ, altsd at m.n = n.m. De er principielt forskellige, Definition:

idet mn = G_{(n) og n'm = G_{(m). At der imidlertid faktisk er

m'n = Gm(n) for alle m,n € N.
identitet f¢Tget af Setning 0.11.

Betingelserne (8) og (9) kan s& skrives

1 ogsd er venstre-neutralt fglger ndr kommutativiteten

(lo) kan ogs& udtrykkes "1 er hgjre-neutralt ved -". At } (lo) m1l = m, for allem € R -~
er vist (Satning I.1ll.)

(11) m+«{(n + 1) =m-n + m, for alle m,n € N.
1 stedet for m'n skrives ofte mn.

Egenskaberne ved multiplikation fremgdr af de fglgende

sztninger.
Nir vi med Satning I.ll har indset, at - er kommutativ, er
de to identiteter ens. Men dette resultat st3r altsid endnu
ikke til r&dighed. Beviset for det benytter faktisk distri~- satning L.lo. (Distributivitet): For alle x,y,z
butiviteten.

i R gzlder, at

Leg 1 ¢gvrigt merke til, at (11) er et specialtilfzlde af di-

- = . + -
stributiviteten, der i sin generelle form fremkommer ved at x-{y + 2) xy x-z og at
erstatte 1 med et vilkdrligt naturligt tal. Derfor bliver (y + 2)°x = y*X + 2:X
beviset simpelt.

e
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Bevis: Vi deler beviset i to dele, &n for hver identi-

tet. Fgrst den fgrste:

Lad x og y vare vilkérligg naturlige tal. S& sattes

Mxy = {z € R | x-(y+z) = x*y + x°2}

Ved induktion vil vi bevise, at Mxy = N. At 1 € Mx
altsd at x-(y + 1) = x*y + x-1, f4s pA denne mide:

yl

x(y + 1) = Xy + x = x*y + x-1
idet det fgrste lighedstegn er (11), det andet (lo).

Er dernast z € Mxy’ skal det godtggres, at S(z) € Mxy'
Men

x*(y + S(z)) = x-(S(y+2)) = x-((y + 2z) + 1)
X*(y + 2) + x =(x-y + x-2) + x

Xey + (x-2 + x ) = x-y + x+(z + 1) = x-y + x-S(z),

hvor de enkelte lighedstegn,i rzkkefg¢lge, skyldes henholds-
vis: (6),(5),(11), induktionsforudsatningen z € Mxy' asso-
ciativiteten af +, (ll1l) og (5). Dermed er induktionsbevi-
set for den fgrste identitet gennemfegrt.

Den anden identitet bevises pd samme mide:
Lad y,z € R vere vilkirlige. Vi danner

Myz = {x € R | (y+ 2).x = y-x + z-x}

0og beviser ved induktion, at Myz = N.

At 1 € Myz, altsd at (y + 2z)-1 = y«l + z.1,f8s s&ledes:

(y + 2yl =y +2=y-1+ 2-1

ved gentagen anvendelse af (lo).
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Er dern®st x € M__, dvs. er (y + 2)°Xx = y-x + 2-X%,

vz
m3 vi eftervise, at S(x) € Myz' Men
(y + 2):8(x) = (y+2)s(x+1) = (y+ 2z):x+ (y + 2)

(y*x + z°x) + (y + 2)

(y'x + y) + (z.x + z)
) : ) , . - : yr (x4 1) + z-(x + 1) '

yeS{x) + z{s(x).

I rekkefplge begrundes lighedstegnene af: (5), (11), in-

duktionsforudsatningen x € Myz’ associativiteten af +,
dobbelt anvendelse af (11), samt til slut dobbelt anven-

" delse af (5). Hermed er ogsd den anden identitet bevist.

Q.E.D.

Ligesom tilfaldet var med kommutativiteten af +, er det Sztning I.ll. (Kommutativitet af multiplikation):
her fgrst ngdvendigt at bevise, at x og 1 kommuterer.

Hvor beviset for + essentielt beroede pd associativiteten, For alle x,y € N galder, at
beror det her p& distributiviteten. Xy = y-X.

Bevis: Beviset fgres undtagelsesvis ved induktion.
Lad x € N vare vilkdrligt valgt. S3 dannes
M, ={y €8 | xy =y-x}

X

Det bevises fgrst ved et selvstandigt induktionsbevis,
at 1 € Mx. Vi satter

M

1}

{(x € 8| x*1=1-x}

At 1 € M, alts3 at 1'1 = 1-1, kommer af, at de to sider
af lighedstegnet er identiske. Hvis dernast x € M, dvs.
x*1 = 1'%, md ogsd S(x) € M. Thi

S(x)*1 =8(x) =x+1=x1+1=1x+ 1= 1"(x+1l)=1-S(x),

resulterende af henholdsvis (lo), (5), (lo), induktions-
forudsatningen x € M, og endelig (1l).

Dermed har vi bevist, at 1 € Mx.



Vi mangler at vise, at hvis y € Mx, dvs. hvis
x-y = y-x, vil ogsd S(y)'€ Mx‘ Til den ende noterer vi,

at

X-S(y) = X'y + x =y.x +X=y.x+ 1l-x=(y+ 1)-x

= S(Y)‘xl

hvor det fprste lighedstegn fglger af (11), det andet af
induktionsantagelsen y € Mx' det tredje af (lo) og af at
1€ Mx’ det fjerde af distributiviteten, det sidste af
(5). Vi har fundet, at S(y) € Mx' og beviset er fuldtfort.

Q.E.D.

Satning I.12. {(Associativitet af multiplikation):

For alle x,y,z € R galder, at

x*(y*z) = (x-y)-2z.

Bevis: Lad x,y € R vare vilkdrlige. Si defineres

M*y f,(z € N| x-(y-2z) = (x°y)-2)
Ved induktion vil vi godtgg¢re, at Mxy = N.
5 Dette er ikke et induktionsbevis! 7’ At 1 € Mxy, altsd at x-(y-1) = (x-y)-1, ses sdledes:
x-(y-1l) = x*y = (x-y5-1
-

med dobbelt anvendelse af (lo).

Hvis z € Mxy’ altsd x-(y+z) = (x-y)-z, vil ogsd S(z) € Mxy'
fordi ‘

x-(y*8(z)) = x:(y-(z + 1)) = x*(y-z + y)
= x*(y'z) + x.y = (x-y)rz + X'y = (x-y):2z2 +{x.y)*1
= (x*y)-(z + 1) = (x-y)-8(z),

i pa grund af henholdsvis (5), (11), distribitivitet, in-
duktionsforudsatningen z € Mxy(lo), distributivitet samt



Ogsd her er den omvendte satning triviel: Hvis x = y, er-
x*z = y'z for ethvert z, fordi x-z: og y-z simpelthén har
identisk form, ndr x = y.

Til forskel fra de fleste andre induktionsbeviser, vi har
fgrt i dette afsnit, fastholdes her ikke to af de invol-
verede elementer. I stedet er her induktionsegenskaben for
y:'For alle x,2z galder: hvis...sd'

Leg 1 ¢vrigt i beviset marke til, at det er lidt mindre ud
af landevejen, end de andre induktionsbeviser. Det skyldes,
at vi ikke straks pad basis af x-z = S(y)-z (= y-z+z) kan
benytte induktionsforudsztningen y € M. Det er ngdvendigt
at skelne mellem om x = 1 eller x $ 1 (og benytte, at x i
det sidste tilfelde er en efterfglger), for at bringe denne
forudsatning i spil.

Med denne satning er indfgrelsen af addition og multipli-

kation i N og kortlagningen af deres vigtigste algebraiske
egenskaber tilendebragt. Vi kan nu frit, dvs. som vi ple-

jer, operere med udtryk involverende + og -.
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sluttelig (5). I al€ har vi indset, at S(z) € M,y"Q.E.D.

Sétning I.13. (Forkortningsreglerne for multiplika-

tion): For alle x,y,z € R galder, at
hvis x:2 = y-z,

er x = y. Tilsvarende hvis z:x = z+y.

Bevis: Beviset fpres ved induktion. Vi danner

M = {y € N| For vilkdrlige x,z € N galder:
X<z = y*z 2 X =Y}

Vi vil vise, at M = N.

Forst bevises, at 1 € M, altsd at for vilklrlige x,z € R
for hvilke x*z = 1.2, m&d x = 1. Lad altsd x,z € N opfyl-
de, at x+z = 1.z, Var nu x ¥ 1, ville X vare en efterfpl-
ger (Satning I. 2.): x = S(u) for et eller andet u € N.

S4 ville S(u):z = x+z = 1.2 = 2z, og dermed, da S(u) = u+l,

y.z + z = (u+1l)- z =2z
i strid med Satning I.8. Vi slutter derfor, at x =1,
Dernast skal det indses, at hvis y € M, vil ogsd S(y) € M.
Dette kommer ud pd at vise, at hvis x:z = S(y)-z md
X = S(y), uanset hvilke x,z der er tale om. Det antages
altsd, at x°z = S(y) z. Heraf finder vi, at
x*z2 = S(y)z = (y+ 1)z = y-z + 2.
Men s34 md x # 1. Var nemlig x = 1, ville z = y-2z + 2,
i strid med Satning I.8. Da altsd x *# 1, er x 1 f¢lge
S@tning I.2. en efterfglger: x = S(u). Deraf fadr vi, at
u-z + 2z = (u + 1)*z = S{u)-z = x*z = y-z2 + 2.
Ved hjzlp af forkortningsreglerne for addition slutter

vi, at u-z = y+-z. Men da y € M, fgplger at u = y, og
dermed, at x = S{u) = S{y). Q.E.D,




)
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Relationen < er pd dette sted principielt ukendt. Indfgrel-
sen af den sker altsd via addition. Den sammenhzng, der
fremhaves i definitionen er velkendt fra "dagligdagens om-
gang" med de naturlige tal. :

(12), (13) og (14) kan ogs3 udtrykkes: Hvis x % y har netop
€én af ligningerne X + 2z = y og y + z = X en lgsning i z.
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Ordning i de naturlige tal

Ordningen i de naturlige tal indfgres pd grundlag af addi-
tionen.

Definition: For x,y € N skrives x <_y hvis og kun hvis
der findes et z € R, sd at x + z = y.

Vi skriver x ¢ y for V(x < y) og x > y for Yy < x.

Egenskaberne ved relationen < kommer til udtryk i en rakke
s@tninger.

Satning I.14. rFor vilkdrlige x,y € R gzlder enten (12),
{13) eller (14), men ikke to af dem samtidig:
(12) x = y
" (13) der findes netop &t z € R, s& at x + z
(14) der findes netop ét z € N, sd at y + z
Endvidere: (13) galder hvis og kun hvis x < y; (14)
g&lder hvis og kun hvis y < x.

nou
® o

Bevis: Lad y vare et vilk3rligt naturligt tal. S& sattes

My= (x €M |3 z€eR: x+2=ylu{x € RTzeR: y+2z-=
Uiy}

=AUBU {y).

]
a3

Vi vil vise ved induktion, at My

At 1 € My indses s8ledes: Hvis 1 =y, vil 1 € {y]C My.
Hvis 1 # y, er y en efterfglger (Sztning 1.2.), dvs. der
findes et z € R, sd at y = S(z). Men s8 vil 1 + z = S(z) =
hvorved 1 € A My.

Antages dernast, at x € My skal vi vise, at oysd S(x) € My'
Antagelsen x € My er ensbetydende med, at enten vil x € A,
x € B eller x € {y} . Hvis x € A findes z € R, s& at x + z
Er her z = 1, vil S(x) = x + 1 =y, dvs. S(x) € (y)g.My.

X}

Y

Y-
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Begrebet irrefleksiv ordningsrelation best&r pr. definition
i irrefleksivitet, asymmetri og transitivitet. Egenskaben
(18) er en tilfpjelse, ikke en del af dette begreb.
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Er derimod z + 1, er z en efterfglger (Setning I.2.),

z = S(u), hvorved y = x + S(u) = S(x+u) = S(x) + u, s&

at S{x) € A c M&. Hvis x € B, findes et z € N, si at

y + 2 = %, hvorved y +5(z) = S(y+z) = S(x), slledes at
S(x) € B c M . Hvis endelig,rsom den tredje mulighed,

x € {y} , dvs. x = y,ier S(x) = S(y) =y + 1, dvs.

S(x) €Bc M. Ialle tilfelde har vi fundet, at S(x) € M
Hermed er bevist, at M& = Ru.

Hvis der findes et z € N, s§ at x + z = y, findes der kun
det samme. Thi X + U =y 0g x + z = y bevirker, at

X +u =x + z, hvorefter forkortningsreglerne for addition
giver, at z = u. Dette retfardigggr ordet "netop” i formu-
leringen af (13). Tilsvarende for (14).

At (12), (13) og (14) to og to er gensidigt udelukkende
ses sdledes:

(12) og (13) udelukker hinanden,fordi x = y og x + z = y
ville fgre til x + z = x 1 strid med Satning I.8.

(12) og (14) udelukker pd samme mdde hinanden, fordi

X =y ogy+ 2z =x giver modstrid med Satning 1.8.
Endelig udelukker (13) og (14) hinanden, fordi

X + z Yyogy+u=Xx ville fgre til, at

(y +u) +2=y, og dermed vy + (u + z) = vy,
atter i strid med S#tning 0.8.

Saztningens slutpdstand er en direkte konsekvens af defini-
tionen p& < . Q.E.D.

Setning I.15. Relationen < ,indfgrt ved definitionen
ovenfor, er en irrefleksiv ordningsrelation, der op-
fylder: For alle x,y,z € N gelder, at

(15) x t x (irrefleksivitet)

(16) x < y = yd x (asymmetri)
(17) hvis x< y og y < z, er x < z (transitivitet)
(18) enten er x< y, x = y eller y< x. De tre mulig-

heder er parvis gensidigt udelukkende. (Trichotymi)
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Beviset er narmest en reformulering af Saztning. I.1l4. ——)

En refleksiv, antisymmetrisk (lag marke til forskellen fra
asymmetrisk) og transitiv relation kaldes en refleksiv ord-

ningsrelation. Totaliteten betyder, at vilk&rlige to elemen-
ter kan sammenlignes ved relationen.
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Bevis: Fg@rst bevises (15): Hvis x < x, fandtes pr. defi~
nition et z € N, s8 at x + z = x, 1 strid med Setning I.8.

Til bevis for (16) antages x < y. Dette udsagn er i felge

Setning I.14.ensbetydende med (13). S& md y 4 x. Hvis nem-
lig y < x gjaldt (S=ztning I.14.) ogsd (14), i strid med at
(13) og (14) er gensidigt udelukkende hinanden.

{17) bevises slledes: Hvis x < y og y < z findes u € N, sa

at x + u=y,0g et v €N, s at y + v = z. Men si vil

x+ (Uu+ V) =(x+4+u) +v=y+v=2z2 Derved kan z fremstil-
les som sum af x og et naturligt tal (nemlig u + v), og si

er x < z.

Endelig er (18) simpelthen en omformulering af Satning I.14.
Q.E.D.

Sammen med den irrefleksive ordningsrelation < , vi hidtil
har arbejdet med, betragter vi den nart beslagtede reflek-
sive ordningsrelation <. Den indfgres siledes:

’Definition: For x,y € N skrives x ¢ y hvis og kun hvis

X< y eller x = y.
Vi skriver x 4 y for Hx < y), og x >y for y < x.

Egenskaberne ved < fremgdr af:

Setning I.16. For alle x,y,z € N galder, at

(19) x < x (refleksivitet)

(20) hvis x < y og y < x er x = y (antisymmetri)

(21)hvis x < y og y < z er x < z (transitivitet)
Hvis derudover x < y eller y < z, vil x < z.

(22) enten er x < y eller y < x (totalitet)

Bevis: At . er refleksiv fplger af, at for ethvert x er
X = x og dermed x < x. Dette beviser (19).
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Antisymmetrien fglger sdledes: Lad x fyogy < x., Vi skal
vise, at x = y. Gjaldt dette ikke, var x < yogy <xi
strid med asymmetrien af <(16). Hermed er (20) bevist.

Bevis for (21): Lad x 2YOgy <z Hvis X <y ogy <z, er
X <2z, 1 fglge -(17). Hvis x < Yy og y = z, eller hvis x = y og
y < Z, er x < z, Hvis bide x = YOgy =2, er Xx = z, og der-
med x < z. Dermed er de mulige tilfalde behandlet, alle med
resultatet x < z.

Endelig fplger (22) umiddelbart af (18), thi hvis ikke x = Y,
md x <y eller y < x (p.g.a. (18). Q.E.D.

Samspillet mellem ordningen og kompositionerne + og - kommer
til udtryk i '

Setning I.17. For alle x,y,z € N galder:

(23) x < x + y

(24) x < y « X+ 2z <y + 2z

(25) x <y o x+z<y+z

(26) hvis x < yogu <v, er x + u <y + v,
Hvis derudover x < y eller u < v, er x + u < y + v
(<_og < harmonerer med addition)

(27) x <y & x-z < y'z

2Yyz

(29) x < x-y. Hvis y ¥ 1, er x < x-y

(30) hvis x <y og u <

(28) x <y @ x°z
vV er x-u < y-v.

Hvis derudover x < y eller u < v, er x-u < y*v
(< og < harmonerer med multiplikation)

Bevis: Beviset bestdr af en (lang) rakke simple efterprgv-
ninger.

Ad (23): Da der findes et z € R (nemlig z = y), s& at
X + 2 =x+y, er pr. definition x < x + y.

Ad (24):Udsagnet x + z < y + z er ensbetydende med: der fin-
des et u € N, sd at (x + z) + u =y + z. P4 grund af forkort-
ningsreglerne for addition er dette ensbetydende med: der fin-
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des et u € R, sd at x.+

[=}
]

y. Men det er ensbetydende
med, at x < y.

Ad (25): Udsagnet x + z < y + z er ensbetydende:

X+ 2z <y+ zeller x + z =y + z. I fglge (24) er
X + 2 <y + z ensbetydende med x < y, o9 i fglge forkort-
ningsreglerne for addition er x + z = y + 2 ensbetydende

med x =y, I alt er x + z < y + z ensbetydende med x Y.

Ad (26): Hvis x < y og u < v findes z € N, s8 at x + z = Y,

og w € R, s& at u + w = v. S& vil

(X +u) + (2+wW = (x+2)+ (u+w =y+ (u+w
=y + v,

sdledes at'y + v fremgir af x + uved addition af et natur-
ligt tal (nemlig z + v). Men s er x + u < y + v.

Hvis X = y ogu < vhar vi, at Xx + u < X + v = Yy + v, og
hvis x < y og u = v galder, at x + u < y +u =y + v, begge

Pa grund af (24). Hvis endelig x = y og u = v, er
X+ u=y+vog dermed x + u < y + v. Dette viser (26).

Ad (27): F¢rst antages, at x < y. S4 findes et u € R, s&

at x + u = y. Dermed vil
-
X'z + uz = (x + u)ez = y-z,
- sd at y-z fremgdr af x-z ved addition af et naturligt tal
. (nemlig u-z). S& er x-z < y-z.

Antages omvendt, at x-°z < y-z, md x < y. Hvis ikke, mitte
nemlig enten x = y eller y < x {p.g.a. (18)). Hvis x = vy,
vil x*z = y*z, i modstrid med x*z < y-z, atter p.g.a. (18).
Hvis y < x, vil i kraft af den fg¢rste halvdel: y'z < x-z,
hvilket (p.g.a. (18)) ikke kan forenes med x-z < y-z.

Ad (28): Udsagnet x-2 < y-z er ensbetydende med:
X'z < y'z eller x-z = y-z. Her er, i fglge (27), x-z < y'z
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(31) siger, at ordningens forhold til efterfglgeroperationen
er som man mdtte vente det.

(33) fortaller, at der aldrig er plads til &n til (et natur-
ligt tal) mellem et naturligt tal og dets efterfglger. Dette
er en vasentlig egenskab sammenlignet med f.eks. de rationa-
le tals og de reelle tals egenskaber, hvor konklusionen er,
at der altid mellem vilkarlige to af slagsen findes uendeligt
mange flere. (Vi ser her bort fra, at vi ikke kender disse
talromrider endnu.)

(35) udtrykker, at S er strengt voksende.
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ensbetydende med x <'y, mens X-z = y-2 er enébetydende

med x = y (p.g.a. forkortningsreglerne for multiplikation).
I alt er sd x-z < y-z ensbetydende med x< y eller x = vy,
altsd med x < y.

Ad (29): Hvis y = 1, er x = x-1 = x*y, og dermed x < X*Y.
Hvis y $# 1, md y > 1, thi p.g.a. Saetning I.2., vil y i den-
ne situation vere en efterfglger: y = S(u) = u + 1 for et
u € N, siledes at (pr. definition) y > 1. Af (27) sluttes
sd, at x = x*1 < y*x ( = x-y).

Ad (30): Hvis x < y og u < v, findes et z € N, sd at
X+ 2z =y,09etw€R, sd at u+ w=v, S& vil

y'v={(x+2)-(u+w = x.u+ (z-u+ x.w+ z-w), dvs,

y-v fremgdr af x-u ved addition af et naturligt tal. S3 er
X*u < y-v.

Hvis x = y og u < v, har vi, at Xx-u < x-v = y.v, og hvis
X < yogu=v har vi, at x-u < y*u = §-v, begge p.g.a.
(27). Hvis endelig x = y og u = v, er X-u = y.v og dermed
X-u < y.-v. Dette beviser (3o0) og dermed satningen. Q.E.D.

Et par simple egenskaber samles i

Sztning I.18. For alle x,y € N galder:

(31) s{x) > x

(32) x > 1. Hvis x ¥ 1, er x > 1.

(33) Der findes intet z € N, s& at x < z < §(x)

(34) Hvis x < y, er S(x)

(35) Hvis x < y, er S(x)
S(x) < S(y).

Y-

<
< S(y). Hvis x < vy, er

Bevis: (31) fglger af, at S{x) = x + 1, sd at S(x) fremgar
af x ved addition af et naturligt tal (nemlig 1).

{32) indses sdledes: Hvis x = 1, er x » 1. Hvis x ¥ 1, er

x 1 fplge Satning I.2. en efterfplger, dvs. x = S(u) = u + 1
for et u € R. Men sd fremgdr x af 1 ved addition af et natur-
ligt tal (nemlig u). Dermed ma x > 1.
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Ad (33): Lad os antage, at der findes et z € R, si at
X < 2z < S(x). sS4 findes et w € R, sd at z = x + w, og
et u € N, sd at S(x) = z + u. Derved mid

= (X +wW) +u=x+ (w+ u),

hvorved i fglge forkortningsreglen for addition: 1 = w + u.
Men sd vil w < 1 (og u < 1), pr. definition af <. Dette
kan imidlertid ikke forekomme. Hvis w = 1, ville 1l < 1, i
strid med irrefleksiviteten af < . Hvis w + 1, viser (32),
at 1 < w, hvorved w < w, p.g.a. transitiviteten af < .

Med det giver atter modstrid med irrefleksiviteten. Anta-
gelsen af eksistensen af et z € N med x < z < S(x) giver

altsd konsekvenser stridende med forudgdende resultater.

Antagelsen m3 derfor vare forkert.

4 (34): Lad x < y. S& findes pr. definition af < et
€R, sd at x + z = y. Enten er nu z = 1, og sd er
=x + 1 = 5(x), altsd S(x) < y, eller der gzlder, at
# 1. I s3 fald er z en efterfglger, dvs. der findes et

€ N, for hvilket z = S(u). Det giver os, at

y=x+2z2=x+ S(u) = S(x+u) = S(u+x) = u + S(x).

Det viser, at y fremgdr af S(x) ved addition af et natur-
ligt tal (nemlig u), hvorved y > S(x). Altsd er ogsd i
dette tilfelde y > 5(x). Hermed(er beviset for (34) fuld-
fort.

Ad (35): Hvis x <y, findes u € N, sd at y = x + u. Si

vil S(y) = S{x + u) = u + S(x), sid at S(y) fremgir af S(x)

ved addition af et naturligt tal (nemlig u). Men si er

S(x) < S(y). Hvis x = y er S(x) = S(y), og dermed S(x) < S(y).
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Den fg¢lgende s®tning angiver en meget vasentig egenskab ved
de naturlige tal.

Denne egenskab ved-et talomrdde er enestiende for de natur-
lige tal. Ikke alene har hverken de rationale tal eller de ; ;
reelle tal denne egenskab. Heller ikke de hele tal har den. af de naturlige tal er yelordnet. Dette betyder pr. de-

F.eks. har mangden A af de negative hele. tal ikke noget mind-
ste element. - .

Saztning I.19. (De naturlige tals velordning). Mangden -

finition, at enhver {ikke-tom) delmangde A af N har et
mindste element, -dvs. et element m € A med den egenskab,
at for ethvert x € A galder m < x. '

Bevis: Lad A € R (A # @) vaere en vilkirlig delmengde af 8.
Vi beviser indirekte , at A har et mindste element. Lad
os derfor antage, at dette ikke er tilfaldet, og danne

“~

> M= {y € R | For ethvert x € A galder: y < x}
Intuitivt ligger M til venstre for A p& denne tallinjefigur ' -
af situationen
M A (alts& mengden af elementer i N, som er mindre end eller
D e T T N L T . R i
lig ethvert element i A).
I B e e e e I S B B B e e e S e L B A i S e o

1234567829

Det er ikke overraskende, at det mi give anledning til mod- =
strid, at man kan bevise M = N, p& grundlag af en antagelse har et mindste element, medfgrer at M = W.

af, at A ikke har noget mindste element.

Ved induktion vil vi godtggre, at antagelsen om at A ikke

At 1 € M, dvs. at 1 < x for ethvert x € A, fglger af (32).

Er dernast y € M, skal det vises, at S(y} € M. Det kan ikke

tankes, at y € A, for sd var y jo et mindste element i A,

i strid med udgangsantagelsen om, at der ikke findes sadan-

ne. Altsd m& y £ A, og dermed, da y < x for ethvert x i A,

har vi: y < x for ethvert x € A, S& vil i kraft af (34):

S(y) < x for ethvert x € A , hvorved S(y) € M, hvilket skul- -
le bevises. S& er altsd M = R.

Dette kan imidlertid ikke vare rigtigt. For der findes ikke
noget element fra A, som ligger i M, da et sidant element
ville vare et mindste element for A i strid med forudsatnin-
gen i det indirekte bevis.Modstriden opstod ved antagelsen
om, at A ikke havde et mindste element. Denne antagelse m&
altsd vare forkert. Og saztningen er bevist. Q.E.D.
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(N,1,5) (N*, 1%, §¥) \

S*(p(x))

Isomorfien ¢ kan opfattes som en oversazttelse fra N-systemet
til N*-systemet, dvs. som en omdgbning af objekter og rela-

tioner, der har samme struktur, men blot omtales i forskel-
lige sprog.
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I begyndelsen af afsnittet blev det hzvdet, at alle syste-
mer som opfylder P1-P3, i en bestemt forstand er ens, si-
ledes at vi uden at komme ud i problemer kan betragte hver
af dem som(et eksemplar af)de naturlige tal. Vi skal nu gi-_
ve beleg for denne pistand. Det sker i:

Satning I.20. Vilkarlige to systemer (N,1,S) og
(N*, 1*, s*), som opfylder P1-P3, er isomorfe, jidet
der findes en og kun &n bijektiv afbildning (&nén-
tydig korrespondence) ¢: N ~ N* , s8 at

(36) (1) = 1*

(37) @(S(x)) = S*(w(x)) for ethvert x € N.

Et sddant ¢ vil repektere kompositionerne + og *
samt ordningen <, dvs. for alle x,y € N galder:
(38) wix+y) wix) +* @o(y)

(39) o(x-y) = o(x) -* w(y)}(m—mﬂ%f—“

(40) x < y &  @(x) <* o¢(y) (ordenstrohed)

Bevis: Beviset beror pd rekursionssatningen. Den anvendes

p4 systemet (N,1,S) med A = N%¥, a = 1* og g = 8* ., Og for-
teller, at der findes en entydigt bestemt funktion @:N ~ N*,
s& at v(l) = 1* og @(S(x)) = S*{p(x)) for ethvert x € N.
Dette beviser, at der hgjst findes &n funktion, der opfylder
(37) og (38). For at fuldfgre beviset for den fgrste del af
satningen, skal vi indse at ¢ er bijektiv, dvs. injektiv
og surjektiv,

At ¢ _er surjektiv ses sdledes: Vi satter

M* = @(N) = {x* € N*|3x € N: x* = ¢(x)} .

Vi vil vise, ved induktion i *-systemet, at M* = N* .
At 1* € M* er oplagt, da ¢(l) = 1* . Hvis dernast x* € M*,
dvs. x* = @(x) for et x € N, vil S*(x*) € M*. Thi S*(x*) =

S*{p(x)) = w(S(x)) € M*., Altsd er M* = N*

tion, denne gang i (N,1l,S)-systemet. Vi satter

M = (x € N | For ethvert y € N galder: y + x = w{y) ¥ ¢(x)}
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At 1 € M, dvs. for ethvert y € N galder: y # 1 = o(y)§ @(l)
= lf , ses af: For Y -+ 1, er y en efterfglger, dvs:

y =8(u) for et u € N. S3 vil o(y) = @(S(u)) = S*(p(u)). -
Det forhindrer, at ¢(y) = 1* . Var nemlig @{(y) = 1%, ville

1* € S*(N*) i strid med Pl for *-gystemet.

Antag dernast, at x € M. Det skal si& vises, at S(x) € M.

Lad derfor v € N, y ¥ S(x). Hvis y = 1, kan det ikke tankes,
at @(y) = ©(S(x)), da det ville medfgre, at 1* = @(1) = o(y)

= @(S(x)) = S*{(¢@(x)), i strid med at 1* ¢ S*(N*). Altsd er i
dette tilfalde @(y) ¥ 9(S(x)). Hvis i stedet y $# 1, er y en
efterfglger, y S(u) for et u € N. Var nugp(y) = @{S(x)),
ville S*{p(u)) @(5(u)) = oly)=¢(5(x)) = S*(p(x)), idet

de to yderste lighedstegn skyldes, at ¢ opfylder (37). Da S

er injektiv (P2), md& ¢(u) = @(x). Men s& md u = x, fordi

X € M, og dermed er y = S(u) = S(x), i1 strid med forudsat-
ningen y % S(x). Denne modstrid opstod af antagelsen om, at
¢(y) = @(5(x)). Derfor m&, ogsd i dette tilfalde hvor y % 1,
o(y) ¥ ©(S(x)). Det er derved eftervist, at for y € N, y ¥ S(x),
vil ¢(y) # ©(S(x)). Dette godtggr, at S(x) € M, og induktions-
beviset er fuldfegrt.

L}

it

Nu er f{#rste del af satningen bevist.
At ¢ opfylder (38) indses ved induktion. Lad x € N. Vi satter

M_ = {y € N| o{xty) = ¢(x) +* ¢(y)}

X
Da @(x+1} = @{(8(x)) = 5*%(p(x)) = p(x) +* 1* = @(x) +* ¢(1),
vil 1l € M. -

Hvis y € M. vil E(y) € L Thi

©(x + S5{y)) = 0(S(x+y}) = S*¥(p(x+y)) = 8*{0(x))+* o(y))
= @(x) +* S*{ply)) = 9o(x) +*p(S (y)),

hvor det fgrste og det fjerde lighedstegn fglger af (6), det
andet og det sidste af (37), mens det tredje fglger af induk-



tionsantagelsen y € Mx. Hermed er det vist, at Mx = N, og
(38) er bevist.

(39). Lad x € N. Vi satter

M= [y € N| ofx-y) = o(x)-*o(y)) .
Da ©(x-1) = @(x) = @(x)-* 1* = @(x)* ¢(l), vil 1 € M.
Hvis y € Mx' vil S(y) € Mx' Thi

Q(x-S(y)) = @(x-(y+l)) = @(x-y + x) = @(x°y) +% o(x)
= @(x)°* (ply) +* 1*) = o(x)* (o(y+1)) = @(x)** @(S(y)),

hvor vi i rakkefplge har benyttet (5), (11), (38), induktions-
antagelsen y € M, (11), (38) og (5).

Endelig (40). At x < y er ensbetydende med, at der findes et
u € N, s at y = x + u. Det medfgrer, at @(y) = p(x+u) =

@©(x) + ¢p(u) (p.g.a. (38)), hvorfor ¢(x) <* @9(y). Hvis omvendt
p(y) >* ¢(x), md y » x. Thi ellers var Yy ¢ x, s8 at enten
oly) = @(x) eller @(x)<* w(y).' Dermed er satningen bevist.

Q.E,D.

Om uendeligheden af mangden af naturlige tal

P4 intet tidspunkt i det foregdende har vi i den formelle

fremstilling benyttet os af et uendelighedsbegreb. Allige-
vel er id&en om uendeligheden af de naturlige tals mengde

indstgbt i vores forestillinger om dem. Hvordan kan uende-
lighedsbegrebet gives en forankring i den opbygning af de

naturlige tal der har fundet sted i det foregiende?

Svaret er todelt. For det fo¢rste er det pd en rakke punk-—-
ter opereret.med en uendelighedsmekanik,uden at det er sket
eksplicit. Denne mekanisme reprasenteres af efterfelgerfun-
tionen. Efterfglgerfunktionen vender nemlig aldrig tilbage
til et punkt den har forladt. Mere pracist:
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For et hvilket som helst x € N galder, at hvis s(y) = x,
vil for z > y:5S(z) # x. Thi af z > y fplger ((35), Satning
I.lBk, at S(z) > s(y), hvorved s(z) > x.

Det uendelighedsbegreb der herved er tale om kunne vi kalde

det ordinale’ uendelighedsbegreb, fordi det er knyttet til

det ordningssynspunkt som ligger til grund for den mide de "
naturlige tal her er konstrueret pd, jfr. den uformelle ind-
ledning. Man kan imidlertid - med Georg Cantor - narme sig
uendelighedsbegrebet p& en 1lidt anden made.

Lad os fg¢rst spgrge, hvad vi skal mene med at to vilkarlige,
givne mangder A og B indeholder lige mange elementer. Derved
mener-vi, at der findes en Eénentydig korrespondance mellem
dem. To mangder der kan bringes i &hentydig korrespondance
kaldes 1 lige megtige, eller mere latinsk, akvigotente Man ta-
ler ogsd om at de har samme kardinalitet. Finessen ved denne
tenkemdde er, at den hverken forudsatter en talle- eller ord-
ningsproces eller noget endelighedsbegreb. Den kan formuleres
pd mezngdelareniveau. Hvad skal vi nu i lyset heraf mene med

at en mengde er endelig, respektive uendeliqg, hvis vi stadig
ikke vil pdberibe os nogen tzlleproces? Jo, siger Cantor, der-
med skal vi mene, at mengden ikke kan bringes i énentydig kor-
respondance med nogen azgte delmengde af den selv. Ved en uen-
delig maengde m§ vi s& selvfglgelig forstd en mengde, der ikke
er endelig, altsd én der kan bringes i é&nentydig korrepondance

med en eller anden agte delmzngde med den selv. Det leder os
til

Definition. En.. mangde A kaldes endelig, hvis der ikke findes

nogen #gte (ikke~tom) delmangde af A, som stir i énentydig =
korrespondance med A. En mangde A kaldes uendelig, hvis der

findes en a&gte (ikke- —-tom) delmazngde af A og en bijektiv af-

bildning f: A ~ A, '

Vi kunne kalde det uendelighedsbegreb der fastlagges her, det
kardinale uendelighedsbegreb.

Det er nu en gratis 'sag at indse, at de naturlige tal ogsd i




53

54

denne forstand er en uendelig mazngde. At dette henger ngje
sammen med den ordinale uendelighed - gennem efterfplger-
funktionen - skulle lkke overraske.

Sztning. I.21. De naturlige tals mangde er (kardinalt)
uendeliqg, dvs. der findes en agte, ikke-tom delmangde A .
af B, og en bijektiv afbildning f: R ~ A,

Bevis.Vi satter A = S(R) og f = S. S4 er S{R) en zgte del-
mazngde af R (i f@lge Pl gelder 1 € S(N)), og £ er en injek-
tiv afbildning. Den er selvsagt surjektiv pd sin vardimangde
f(R) = s(R).

Herefter er der ikke noget i vejen for at anvende mangden af
naturlige tal som prototype for en bestemt slags uendelige
nengder. Vi vedtager: )

Definition. En mangde A kaldes tzllelig, eller numerabel,
hvis den er akvipotent med R.

Det er oplagt at enhver tzllelig mazngde er (kardinalt) uende-
1lig.

Vi burde slutte behandlingen af de naturlige tal med at godt-
ggre at ethvert naturligt tal, forskelligt fra 1, kan tjene som
grundtal for en positionsfremstilling af de naturlige tal.
Dette kan imidlertid ikke formuleres tilstrakkelig fornuftigt
(men kan dog formuleres), fg¢r de naturlige tal er blevet supple-
ret med tallet o, hvilket sker i det naste kapitel.




11. DE HELE TAL.
Udvidefsen af de naturlige tal tif de hele tal

Uformel indledning-

Den idé der ligger bag udvidelsen af de naturlige tal til

de hele. tal, kan belyses ved betragtning af subtraktionen -
m-n for m,n € R. Hvis m > n giver denne subtraktion mening
inden for B, og resulterer i et naturligt tal, mens det ikke

er muligt inden for de naturlige tals ma&ngde at udfgre sub-
traktionen hvis m < n. Den umiddelbare idé er sd at supplere
dernaturlige tal med siadanne objekter, der kan siges at frem-
g8 af en "utilladelig" subtraktion. Hvordan kan dette ggres?

En tilladelig subtraktion kan opfattes som sendende visse

par (nemlig dem hvis fgrste-komponent er stg¢rre end anden-
komponenten) (m,n) af naturlige tal over i naturlige tal, nem-
lig m-n. Hvis man i &n eller anden forstand identificerer m-n
(hvor m > n) med parret (m,n), kan man lige sd vel lade m=n,
hvor m < n, betyde pr. définition parret (m,n), der jo er vel-
defineret. ’

Altsd fgrste idé: for m,n € N "identificeres" m-n med (m,n).
Her melder sig den f¢rste vanskelighed. Eftersom et naturligt
tal p pad uendelig mange mdder kan fremstilles som differens
mellem to naturlige tal, kan man ikke uden videre pege pa det
par (m,n) af naturlige tal, der skal reprzsentere p. Dette
problem md lgses, fgr vi drgmmer om at gennemf@gre identifika-
tionen ogsd til par (m,n), hvor m < n.

Anden idé&: vi lader alle par, hvis differens er et givet tal,
vare akvivalente. Med andre ord: vi sgger at indfgre en akvi-
valensrelation i NxR. Imidlertid kan vi jo ikke s& godt defi-
nere, at to par er akvivalente hvis og kun hvis de har samme
differens mellem fprste og anden komponent, s3 lange denne dif-
ferens ikke har mening for ethvert par. Vi m& derfor foretage en
omformulering af den angivne @kvivalens"definition". Dette sker
ved at vi observerer, at m-n = m;-ny er ensbetydende med, at

m+n, = my+n, hvilket har mening for alle m,n,my,ny i R,
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Nar vi udvider subtraktionen af naturlige tal til situatio-

ner, hvor den ikke i forvejen har mening, mi vi sikre at det -
udvidede omr3de kommer til at -besidde acceptable egenskaber,
hvortil f.eks. hgrer at subtraktion af to af de nye objekter
altid kan udfgres. Vi gnsker jo ikke at blive stillet over for
et behov for nye udvidelser til at klare subtraktionsproble-
merne. Det anfgrte krav kommer ud p3, at de udvidede objekter
ved den addition vi skal introducere blandt dem, skal udggre
en gruppe.

Vi kan nu opsummere vores udvidelsesgnsker siledes:

Vi sgger en mangde 2 og en komposition + i 2, s& at
(1) (2,%) er en gruppe,

(2) (N,+) i1 én eller anden forstand kan opfattes som en del-
mengde af (Z,t),

(3) ethvert element i Z kan fremstilles som differens (jfr.
(2)) af to elementer fra N. ’

Proceduren i det fglgende vil vare at realisere dette ¢nske
getnem en satning, der gzlder i den konkrete situation.
Men satningen er 1 virkeligheden et specialtilfzlde af en ge~
nerel saztning fra algebraen. Ndr saztningen ikke er formuleret
i sin generelle form, hvad der ikke ville have varet teknisk
vanskeligere, fordi beviset er praktisk taget identisk med
det der gives, skyldes det et ¢nske om at forankre det der
foregdr i forstdelsen af den konkrete situation, samt et ¢n-
ske om ikke pd dette sted at involvere mere abstrakt algebra

end ngdvendigt.
* -

I forhold til de naturlige tal leverer de hele tal en udvi-
delse med tallet nul og med de negative hele tal. Fra et struk-
turelt synspunkt, hvor man hafter sig ved graden af algebraisk
kompleksitet, befinder de hele tal sig p& det nast-fgrste sta-
dium i talsystemhierarkiet. Historisk set forholder det sig
anderledes., Lange f¢r bide tallet nul og de negative hele tal
blev taget i betragtning i matematikken havde man arbejdet med
(positive) brgker, altsi rationale tal. Det var f.eks. bade
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tilfeldet 1 mesopotamisk matematik (fra 3ooc0 £.v.t.) og i =-
gyptisk matematik (fra 18co0 f.v.t.).

Inddragelsen af nullet og de negative tal tog lang tid og for-
lgb i flere faser. Mesopotamerne noterede meget tidligt de na-
turlige tal i et positionssystem, med grundtallet 6o. Det for-
udsztter, at det er muligt.i opskrivningen at markere at vis-
2+ll-60°, hvor
ikke indgdr. I begyndelsen levede mesopotamerne

se 6o-potenser kan mangle, som i tallet 17-:60
potensen 601
med de flertydigheder der kommer heraf, ligesom de levede med
andre flertydigheder i talnotationen, f.eks. foranlediget af
manglen pd en absolut plads, "pladsen fgr kommaet". Man mitte

af sammenh@zngen slutte hvad der var tale om. Lidt senere efter-
lod man en tom plads, hvis den dertil svarende 6o-potens ikke
bidrog med noget led, og endnu senere indfgrtes et sarligt

tegn til at anbringe p& (tal)tomme pladser. Dette skridt repra-
senterer fgrste fase af nullets fgdsel: erkendelsen af at "in-
genting" kraver en benavnelse og et sa&rligt tegn. Der blev i~
midlertid aldrig tale om at mesopotamerne regnede med nul som

et tal. Det skridt blev fgrst taget fuldt ud i det 9. &rh. e.v.t.
af inderne, og antagelig senest samtidig af kineserne. I senest
det 5. Arh.benyttedes i indisk matematik ordet sunya (det tom~
me) for nul som et tal. P& arabisk blev det til al-cdigrn, og
derfra pd europaisk til "ciffer", som altsi betgd nul, indtil
Gauss. Selve tegnet o for nul findes hos inderne i det 7, &r-
hundrede e.v.t. Regning med nul som et tal pd linje med andre
kendes fgrst hos inderen Sridhara (o. 850-950 e.v.t.), der

har nedskrevet regnereglerne ato = a, o+ta = a, a-a = 0, a%o =
o-a = 0, 0:a = 0. Processen fra fortolkning af et nulbegreb,
over indfgrelsen af et nultegn, videre over begrebet om nul

som et tal med en eller anden form for eksistens, frem til nul
som et tal der kan regnes med, dvs. som kan indg4 i algebraiske
operationer, tog altsd henved to tusinde A&r.

Nogenlunde lige s8dan forholdt det sig med de negative hele
tal, blot parallelforskudt nogle hundrede &r i retning af vor
tid. I babyloniske astronomiske tabeller fra o. 6oo f.v.t. har
man fundet negative tal, men som referende til noget bestemt i
den givne astronomiske sammenhazng, ikke til selvstzndige tal.
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Inderne opererede tidligt med muligheden af i bestemte (gko-
nomiagtige) forbindelser at fortolke hvad der svarer til ne-
gative tal. Man brugte om de positive tal ordet dhana (ejen-
dom) og om de negative kJaya (skyld). Tegn for negative tal
kendes hos Brahmagupta (o. 600 f.v.t.) og i kinesisk matema-
tik (o. 200 f.v.t.). Der var her ogsd tale om operationer med
dem, men kun knyttet til mellemregniqggr._De blev ikke anset

som acceptable slutresultater af problemlgsninger, og stadig

ikke som tal med egen eksistens(berettigelse).

Leonardo af Pisa (Fibonacci) anerkendte o. 1200 e.v.t. som

den fgrste negative tal som svar pd opgaver, men i forbindel-~
ser hvor negativiteten kunne tilskrives en rimelig virkelig-
hedsfortolkning. Skridtet til at anskue de negative tal ab-
strakt, frigjort fra fortolkningsbindinger, og til at under-
kaste dem aritmetiske operationer, blev fgrst taget af Chuquet
(1484). Helt op 1 l6oo-tallet talte man om de negative tal som
fiktive, og om falske lgsninger ndr de forekom.

Den fremstilling vi i det f¢lgende skal give af de hele tal,
skriver sig fra slutningen af det 19. arh, og indgik i de
almindelige bestrabelser pd at konstruere talsystemet, Model-
len til den konstruktion vi skal udfgre i det fglgende stammer
fra H. Weber (1895), hvor den havde en lidt anden skikkelse.
Det algebraiske begrebsapparat (integritetsring m.m.) vi skal
tage i anvendelse udmgntedes af Kronecker og Dedekind 1 Aartier~
ne fo¢r.




Udvidelsen af de naturlige tal til de hele tal

Vi fanger straks an med at formulere og bevise den s®tning

. ) som blev omtalt i den uformellé indledning. T
Den generelle satning, som den foreliggende er et specialtil- B
falde af, gir ud pl, at enhver kommutativ semigrupppe hvori ~ : :
forkortningsreglerne gzlder, pid entydig mide kan udvides til ) - ‘| Sztning II.1. Der findes en kommutativ gruppe (G,+) som .
en gruppe, hvor udvidelse skal forstds i betydningen (1) og har fglgende egenskaber:
(2). Beviset for den speciellere Satning II.l. benytter om (N,+)

kun at den er en kommutativ semigrupppe hvori forkortningsreg- (1) Der findes en delmangde (ﬁ,?) af (G,¥) der er isomorf
lerne galder. Beviset kan derfor opfattes som galdende ogsd for

den generelle satning. med (R,+).

(2) Ethvert element g i G kan skrives pd formen
g=m%%

for et M og et n i M. (Her betegner M = T elementet
®Y ® T 1ien

Gruppen (G,¥) er entydigt bestemt pinar isomorfi, sdledes
Nar satningen er bevist vil vi i stedet for G bruge betegnelsen -—3 at forstd, at hvis (G',+') er en kommutatlv gruppe der

2, og i stedet for ¥ blot +. opfylder (1) og (2) {(med de oplagte notationsmassige kor-
rektioner), findes en isomorfi fra (G,¥) til (G',¥F') ved
hvilken (N,+) er isomorf med (N',¥').

formelle indledning. Bevis. Beviset falder i to hoveddele, hvor fgrste del dre-

jer sig om eksistensen af 6, %, og anden del drejer sig om
entydigheden,

For en oversigt over de fgrste bevisidéer henvises til den u- }

Eksistensen:

Vi lzgger ud med at definere kompositionen ® i RxN ved for
vilkarlige (ml,nl) og (mz’"z) 1 RxR at satte

At ® mid defineres sdledes bliver klart, nir vi tenker pd at _ +
n,) stdr for m,-n og (m 1Ny }) for m ; 0g dermed summen 3) (ml'nl) ® (mz'“z) - (ml+m2,n1 nZ)‘
af pa}rene for (m }+(m n?) 2 (m +m ? (ﬁ +n ), der reprasenc

teres af parret (& +$2,n Denne komposition er &benbart associativ og kommutativ, fordi

! + er det. o
Check selv associativiteten og kommutativiteten af ®.Lag marke -
til at der kun benyttes, at + i R er associativ og kommutativ.

Dernast defineres i NxN relationen ~

(4) V(ml,nl), (mz,nz)E RxN: (ml,nl) ~ (mz,nz) - ml+n2 = m2+nl

Denne relation er tydeligvis refleksiv og symmetrisk. Den er
ogsd transitiv, altsd i alt en akvivalensrelation.

Transitiviteten ses sdledes: Af

Beviset for at ~ er transitiv anvender - ud over at + er asso-
ciativ og kommutativ - at forkortningsreglerne galder i (R,+).

(ml,nl) ~ (mz'"z) og (mz'"z) ~ (malna)

sluttes, at

4________________;:::---lllllllIIIIIIlllllllllllllllllllllllllllllll
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Endnu engang beror arqumenterne kun P& associativiteten og
kommutativiteten af +.

Il
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= +: =
ml+n2 m2+n1 og m24n3 m3+n2,

der ved addition af venstre- og he¢jresider glver

(ml+n2)+(m2+n5) = (my+n )+(m+n,).

2
Anvendes her kommutativiteten og associativiteten af +,
kan denne identitet omformes til

ml+n3+(n2+m2) = m3
Men fordi forkortningsreglerne gzlder i (N,+), fglger

+nl+(n2+m2)-

ml+n3 = m3+n1,
hvilket netop er betingelsen for at

(ml.nl) ~ (m3,n3)-
Den betragtede akvivalensrelation harmonerer med ®.
Lad nemlig (ml,nl) ~ (m2,n2) og (Pllql) ~ (pzrqz)-
vi skal vise, at
(m,,n,;) @ (pl,ql) ~ (mz'“z) ® (p,:q,),
hvilket i kraft af (3) kommer ud pad at vise, at
(ml+Plln1+ql) ~ (m2+P2,n2+q2):
hvilket pd sin side pr. definition af ~ kommer ud p3d at vi-
se, at
(ml+pl)+(n2+q2) = (n1+ql)+(m2+p2)-
Men da nu pd grund af forudsatningerne
my*Ry T Mptn; 09 Py tq, = Pyta). :
fremgdr den ¢nskede identitet af disse to ved addition og

ommgblering under anvendelse af assoclativiteten og kommu-

tativiteten af +.

Opsamling: Ved (3) er der defineret en komposition ® i RxR,
der er associativ og kommutativ. Ved (4) er der defineret en
zkvivalensrelation ~, der harmonerer med &.

Lad os nu betragte mengden af zkvivalensklasser i RxN modulo

~. Denne mengde betegnes G. Klasserne i kvotientmangden beteg-
nes med T-er. Den klasse der indeholder (m,n) som reprasentant

betegnes med T'(m,n)* Vi ¢nsker at definere en komposition T i
’

G, altsd pd =kvivalensklasserne. Til dette formdl udnyttes den

af @ inducerede komposition pd kvotientmengden (jfr. "Algebrai-
ske forberedelser"). Betegnes den med ¥, er den defineret ved
€G: I, ¥r,=r Fr =T .
2 (my,ny) (my,n,) D (my+m,,n,4n,)

(5) vr 1
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hvor (ml,nl) og (mz,nz) er vilk3rlige reprasentanter i hen-
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Intuitivt skal vi taznke pd de neutrale element som "o". Imid-
lertid eksisterer o jo ikke i R. Men da vi forestiller os de
hele tal som differenser m-n af naturlige tal, skal vi tanke
pd "o" som klassen af differenser af formen m-m.

I daglig omgang med de hele tal er den inverse ved addition til

m-n lig med n-m. Det er derfor ikke overraskende, at den inverse

ti .
1 klassen r(m,n) er r(n,m)

Hvis vi minder om den uformmele indledning skal vi nd til at be-
tragte alle "differenser" m-n for m,n L R, Hvis vi blandt disse
skulle udpege de naturlige tal, ville det jo vare fristende at

pege pd differenserne af formen m-o, men det kan jo altsi ikke

lade sig gg¢re, da o € R, I stedet md vi hafte os ved differenser

af formen (m+p)-p for m,p i N. Dette leder frem til klassen T .
der viser sig kun at afh®nge af m, ikke af p. (m+p,p)
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holdsvis r, o9 Ty Fra den almindelige teori vides, at dette
giver mening uanset valget af reprasentanter, og at ¥ er kom-
mutativ fordi & er det.

Hvis nu m er et vilkirligt element i R bestlr r(m m) af alle
1 4 -
par af formen (n,n), n € RN. - -
Thi af (u,v) € P(m n) er ensbetydende med at u+m = v+n,
’

der er ensbetydende med at u = v, pd grund af forkortnings-
reglen for addition i N.

Betegner nu E klassen P(m m)’ ses at for ethvert T € G gzlder,
1

(idet (p,q) er en vilkdrlig reprasentant i T}, at

+ T = T =T .
(p,q) (m+p,m+q) (p.q)
Det sidste lighedstegﬁ fplger af, at (xr,s) €T

E

(m+p,m+q)
hvis og kun hvis

r+(m+q) = s+ (m+p),

hvilket er ensbetydende med, at

(r+q)+m = (s+p)+m.

Denne sidste ldentitet er azkvivalent (forkortningsreglerne
gelder i (N,+)) med, at r+q = s+p, der netop er betingelsen

for, ar (r,s) € r(p,q)'

Den viste sammenhang udtrykker, at E er neutralt element ved
¥ia.

For at have vist at (G,+) er en kommutativ gruppe, mangler vi
at indse, at ethvert element har et inverst. Lad derfor T vare
et vilkdrligt element 1 G, og lad (m,n) vare en vilkidrlig re-
presentant for T, S3 vil alts3d T = . Nu p&stds, at T
er inverst til T

T (m,n) (n,m)

(m,n)* Der galder jo

~

r(m,n) M I‘(n,m) = r(m+n,n+m) = E.

Hermed er (G,+) en kommutativ gruppe.

Den naste opgive bliver at bevise (1), altsd at der findes en
delmangde (N,¥) af (G,¥) der er isomorf med (R,+). Vi betrag-
ter for ethvert m € N akvivalensklassen

m —
= Tmkp,p)

hvor p er et vilkdrligt naturligt tal.
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Det ses, at I\, ) = {(m+tq,@)| q € R}, idet (r,s) € M (m+p,p)
precis hvis r+p = (m*p)+s, dvs. netop hvis (forkortnings-
reglen i N) r = m+s, altsd netop hvis (r,s) = (m+s,s).

Derved er T = {{(m*+q,q)} g € N}.

Definerés nu afbildningen
@: N ~ N
ved
om =", men,
er ¢ bijektiv. Lad nemlig ™ vare et vilkérligt element i N. Da
I' er billedet af m ved ¢, er ypsurjektiv. Er endvidere
(6, = (Ax8/~,T) om)) = @(my), avs. "1 = M2,
er'ml =m,, dvs. ¢ er injektiv.
Dette indses s&ledes: For et vilkarligt p € N vil
(my+p,p) € "1 = I"2 = {(m,+q,@)| q € R},

i hvorfor der findes et q € N, sd at
(m,+p,p) = (m,+q,q).
Her md g = p og dermed m1+p = m2+p, hvoraf vi slutter {(fordi

| forkortningsreglerne galder i (N,+)), at ml = mz.

Kan vi ydermere vise, at ¢y er en homomorfi, er ¢ en isomorfi mel-
lem (R,+) og (N,¥), og (1) er bevist. Og det kan vi.

Vi har o(m +m,)) = r"1*"2 = ((m +m_+q,q)|q € N} og

MmM¥r® -7

Det neutrale element E = r( )
tilfeldet ville mem

ligger ikke i ®. Thi var det

(m,+r,r) + F(m +8,8) q(m +m_+r+s,r+s)’

m
= . hvor (m +r,r) &r en vilkériig reprasenéan% for klassen T 1,
r(m,m) r(n+p,p) for et n,p € R, 1

m
hvilket ville afstedkomme m+p=m+n+p, og dermed m = m+n {for-~ og (m2+s,s) er en vilkdrlig repra@sentant for T 2. Da desuden
kortningsreglen i N), i strid med Satning I.S8. m,+m

(m1+m2+z+s,r+s) er en reprasentant for [l 1 2, ses at
©m+emy) = 1" F 1”2 = ™12 = g(m +m,), hvilket beviser,
at ¢ er en homomorfi.

Hermed er (1) bevist. Vi bruger nu betegnelsen mom @(m) = r®

formen




Lag 1 ¢vrigt endnu engang marke til, at beviset beror‘pé
forkortningsreglerne i (R,+)

(6,¥)

Den lidt teknisk betonede gymnastik i dette afsnit skyldes, at
vi for at kunne havde at (6) er en definition, mid vare sikre
pad, at vi ikke ville have flet en anden fastlazggelse af ¢, hvis
vi tilfeldigvis havde valgt en anden fremstilling af g.

Det er en pointe, at beviset for hele entydighedsdelen kun
beror p4 egenskaberne ved (N,+) og (N',+') og ikke pi& (N,+)'s
egenskaber direkte.
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Dé g har formen g =

P(m,n) for e; par (m,n) i NxN, og
da
r = T =T ¥r
(m,n) (m+p+q,n+p+q) (m+p,p) (g, q+n)
T B LIRS LSt~ o S

T +
(m+p,p) - x‘(n+q.“q) ) )
for et m og et n i ¥, har g den ¢nskede form.

Entydigheden:

Antager vi, at (G',¥') har de samme egenskaber som (G,¥) (med
de relevante notationsandringer), skal vi indse, at der fin-~
des en isomorfi ¢:G ~ G', og at ogsi (N,¥) og (N',¥') er iso-
morfe ved denne isomorfi.

Den sggte isomorfi tilvejebringes ved at der fgrst etableres
en isomorfi mellem N og N' og derefter foretages en udvidelse
af denne isomorfi til G pa @'.

Der findes (i kraft af beviset for eksistensen) en isomorfi
o: R ~N og (efter antagelsen i dette afsnit) en isomorfi
w': B~ N'. ved

Vo= 0o ot N o~ W
defineres en isomorfi fra N til N'. For at vise, at y' kan ud-
vides til en isomorfi y fra G til G', benytter vi, at ethvert
g 1 G kan skrives pd formen g =m - i for et mog et 1 i K.
Sattes

(6)  w(g) = ¢ (@ = (@ (= v @ T o ENTYH

fa3s en tilladelig definition.

Vi skal for at kunne havde dette indse, at hvis g = m

for et m og et T er en anden fremstilling af g, vil

pr(m) "—"lw'(?{) = ‘}’"";1’ EAR AR

hvilket er ensbetydende med, at

v T @ T = e @D T @ th

Men dette er, da +' er kommutativ, pd sin side ensbetydende
med, at

vrm ¥ @) o= v @p Ty ).

Udnytter vi, at Y' er en homomorfi fra (ﬁ,?) til (ﬁ',z')
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ser vi, at vi alt i alt skal godtg¢re, at

Prim ¥ Fl) = ¢'(El Tm
Men da g = E Th = ;l < ;l' og dermed
m + n; = m + n,
folger, at
L~ R
b'm + n,) V' (m, + n).

Efter s3ledes at have indset, at der ved (6) defineres en af-

At

v er_en homomorfi indses sdledes:

Lad gl og g2 vere vilkirlige elementer i G. S& findes ™ ,:

27 ;2 i N, sd at

g,= my - n, °g g, = m, n,.
Derved bliver

og m

~ ~ o ~ o~ o~
= [ .
g, + 9, (ml+ -2) (n1 + n2)

1"

og dermed
~ o~ o~ . i~ ~, o~
Vg, + g,) $'(m, + m,) v'(n

~

=(W'(mlL =t w'in)) 4+ {g*(m,)
=¢(gl) +! w(qz),

1

~
+
~

~ o~

at man (for gl = pl - n1 og g2 = o,
¥ig,) = vig,)
kan slutte, at

w'(ml) - w'(nl) = w'(mz) - w'(nz).

Ez) af

‘og dermed at
R I

17} (ml + nz) [V} (m2 + nl).

Eftersom y' er injektiv vil

m1+n2=m2+nl,
og dermed

i LS W M
hvilket netop udtrykker, at g1 = 92'

~
nz,
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‘der netop er betingelsen for, at ¢ er en homomorfi.

For at indse at ¥ er_surjektiv, betragter vi et vilkarligt e~
lement g' 1 G', og skal finde et g 1 G, for hvilket ¥(g) = g'.

Det sker sadledes: Der findes m' og nt i ﬁ', sd at

IR
o' (m =R

) = m' og ¢'(R) = n'. Men si er med g = o

m' - n'. Day' er surjektiv findes 1 og h" 1N, sd at

(€G)




' Det er vigtigt at forst& denne identifikation som knyttet til

eksistensen af isomorfien og ikke som et skift i definitionen
af mezngden af naturlige tal. Identifikationen kan udtrykkes:
I henseende til algebraiske egenskaber er (R,+) og (N,+) ens.
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Cgr = (m T oet(m = wie),
hvilket viser surjektiviteten.

Til sidst skal vi godtggre at y er en udvidelse af ¢'. LT
Men det komﬁet af, at for ; € N er -
®=(m % m - m,
hvorved
P = v mE T T opn@ o= @ Foum Ty (® .
= ' (m).

(Heraf fg¢lger, at ikke kun ved ¢' er (ﬁ,?) isomorf med

(N*,%'), men ogsad ved y.)
Hermed er beviset for Saztning II.l1 fuldfgrt.

Elementerne i G kaldes de hele tal.I stedet for G skrives nor-=
malt 2. Eftersom konstruktionen er udfgrt for at udvide meng-
den af naturlige tal til mengden af hele tal, er det rimeligt

at identificere semigruppen (R,+) med den dermed isomorfe del-
mangde (ﬁ,:) af (G,x). Vi taler om at (N,+) er indlejret i (G,¥),
eller i (Z,+). Dette giver ikke anledning til misforstdelser,
fordi (M,+) og (N,¥) har samme algebraiske struktur. Derefter

er der ingen sarlig grund til at operere med to forskellige kom~
positioner + og ¥, hvorfor vi simpelthen taler om (Z2,+) og om
(N,+) som en delmengde af (Z,+).

Vi slutter dette afsnit med at foretage en opdeling af de hele
tal i tre disjunkte delmzngder.

Fgrst vedtager vi i (Z,+) at betegne det inverse til m med -m,
og det neutrale element i gruppen med o. Derefter pdstar vi:

Oom ethvert element a € 2 galder, at enten er a = o, eller a € R, o
eller -a € N, og at disse tilfzlde er gensidigt udelukkende.

Dette indses sdledes: Til a findes m,n € R, sd at a = m-n.
Hvis ikke a = o, svarende til at m = n, findes i fgplge Sat-
ning I.14 i Kapitel I enten 1) et x € N, sd at n+x = m, eller
2) et x € N, sa at m+x = n, og ikke begge. Hvis det er 1) der
galder, er x = n-m, og dermed vil a € N, da a = x € R, Hvis
2) galder, er x = n-m = ~a, hvorved -a € N, da x € N. Dette

viser, at én af de tre muligheder foreligger. At de er gensi-
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(RxR,®)

X

4éﬁil"

-

Husk, at vi ikke uden videre i lettelse over nu at mitte tale
om de hele tal, kan tillagge dem egenskaber, vi tror de har,

men som ikke er etableret som sztninger. Egenskaberne m& stables
pd benene fra bunden.

den kanoniske afbildning

(6, %) = (WxR/~, ¥)

Om ordningen: Vi har ikke automatisk givet en ordning p& de hele
tal. Den md defineres, og det pd en sddan made, at den 1) udvi-
der ordningen fra de naturlige tal,2).kun 4 udvidelsen benytter
egenskaber ved de naturlige tals ordning som er konstateret un-

der den aksiomatiske opbygning, og 3) opfylder de krav vi ven-
ter af den.

Tager vi udgangspunkt i 3) md en fornuftig ordning > p&d Z have
egenskaben: u > v « u-v € R. Vi forsgger derfor at stange dette

ud som definition, 1 h&b om at de forngdne egenskaber s& kommer
i hus,

Lag marke til, at harmoniegenskaben (b) uafladeligt benyttes i
det fglgende, ndr der drages slutninger om ordningen.

I gvrigt kaldes en irrefleksiv ordning trichotymisk, hvis det
om to vilkirlige elementer u og v galder, at enten er u = v,
eller u > v eller v > u,
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digt udelukkende, fplger dels af at o € N, hvilket forhind-
rer, at det fgrste tilfazlde kan forenes med noget af de to
andre, dels af, at hvis a € N og -a € N, ville o = a+(-a) €8,
atter i strid med at o € N.

Dette betyder, at vi kan fremstille Z som disjunkt forening
af fglgende tre mangder:

2=fa€Z2~{o}] -a€R}U{olU{a€2~{o}lla€R)

Vi kalder elementerne i {a € Z ~ {o}| a € Rlfor de positive
hele tal, og elementerne i {a € 2 ~ {o}| -a € N} for de_nega-
tive hele tal.

Udvidelsen af de naturlige tals ordning til en ordning pi
de hele tal

Vi definerer eniordning >, pd fglgende mide:
Definition: For u,v 1 Z defineres relationen >y ved
(7) u >, Ve u-v € N.

Vi ¢nsker at indse, at den sdledes definerede relation er en
total ordningsrelation, der udvider den tidligere indfgrte
ordning (her for et ¢jeblik betegnet >N) pd de naturlige tal,
og at den pd passende mide harmonerer med + i Z. Dette udtryk-
kes af

S2tninglI.2. Den ved (7) definerede relation er en irreflek-—
siv ordningsrelation med fplgende egenskaber, samt trichotymi

(a) VvV u,v € R: u >, Veu >, V

(b) Vu,v,z € 2: u >5 V ® utz >, viz.

Beviset bestdr af en razkke simple efterprgvninger:

At relationen er trichotymisk ses umiddelbart af definitio-
nen og opspaltningen af 2, jfr. ovenfor. At den er irreflek-
siv skyldes at o ¢ R. At den endvidere er asymmetrisk ses
sdledes:

Lad u >, Vog v >, u. S48 vil u-v € N og v-u € N. Men si md

o = (u-v) + (v-u) € N, i strid med at o € N.

Transitiviteten er lige s3 enkel: Hvis u >z v og v >z

vil bdde u-v € R og v-z € R. Men sd vil ogsd u-z = (u-v)+(v-z)

z,

tilhere N.



>N , for u,v € N:

j Ad (a): I felge definitionen af ordningen i N galder om

(a)usnv«apen:u=v+p.

I Betingelsen (7) kan ogsd udtrykkes - for u,vE€Z:
I

v ¢ Jdp € N: u = v+p. _

(9) u ?z

Af (8) og (9) ses, at for u,v € N stemmer de to ordnings-

relationer overens. Sdledes er (a) bevist.

Ad (b): Vi har

2
hvilket beviser (b) og dermed sztningen.

u > v e u-v € N o (utz)-(v+z) = u-v € N @ u+z >, vtz,
vi i fremtiden kun > for dem begge.

i
! .
l . P& grund af, at >z er en udvidelseraf >N i fglge (a), skrivern

Den tilsvarende refleksive ordningsrelation > defineres ved

(1o} u>v u > v eller u = v,

der for u,v € R ses at stemme overens med den i kapitel I de-
finerede refleksive ordningsrelation i R. Desuden gazlder den
til Satning II, (b) svarende egenskab med > 1 stedet for >.

Det ville jo vare pinligt, hvis det ikke forholdt sig s&dan. Det ses 1 gvrigt, jfr. side74, at a € Z er et positivt helt
P& den anden side fplger det ikke af sig selv, der skal et ar- tal, hvis og kun hvis a » o, og et negativt helt tal hvis og

gument tiil.
kun hvis a < o.

Til forskel fra mangden af naturlige tal er mzngden af hele
tal ikke velordnet ved <. F.eks. findes der ikke noget mind-
ste element i ma&ngden af negative hele tal. Hvis nemlig m € 2
er m-1 < m.

i Der gzlder imidlertid

Saztning II.3. Enhver opad begranset ikke-tom delmazngde af 2
har et stgrste element. Enhver nedad begranset ikke-tom del-
mzngde af Z har et mindste element.

Bevis. Lad A c Z vare opad begraenset. Det indebarer, at der
findes et k € 2, s8 at
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Idéen i beviset er meget enkel: Det vi har hold over, er del- } 5

mengder af N, der jo er velordnet. S3danne delmangder har -
hvis de er ikke-tomme - altid et mindste element. Id8en bestér
sd 1 sammen med den givne mangde A, delm@ngde af Z, at betrag-
te en af A pd naturlig mdde fremgdet delmazngde B af R. Mazngden
B har et mindste element, hvilket udnyttes til at indse, at A
har et stgrste element, hvis den er opad begranset, og et mind-
ste element, hvis den er nedad begraznset. For den del af bevi-
set som bringes udfgrligt, kan B anskues (se figur) som den
mezngde der fremkommer ved at A spejles om o og derefter paral-
lelforskydes ved k, altsd uformelt skrevet B = k-A = -A+k.

S At S B e

—-f-=-t

-+ St aae SRR

A . nop"

-+

np_A"

For den del af beviset som kun antydes, kan B anskues (tegn
selv figur) som A-m, dvs. den m&ngde der fremkommer af A ved

parallelforskydningen -m. .
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va € A: a<k.
S& vil mazngden
B = {k-a| a € A}

vare en delmazngde af B, idet jo for alle a € A, k-a > o.

Da N er velordnet, og da B er ikke-tom, findes et mindste ele-
ment 1 B. Lad dette vare k-ao, hvor a € A. Nu er si ag stgrste
element 1 A. Thi at a, € A er allerede klart, og at for ethvert
a€aA

ac<a,
fglger af, at k-a € B, hvorved
k-a > k—ao.
I kraft af Satning 1I.2. (b) er dette ensbetydende med, at
-a > -ag. Adderes hertil a+a, fis det ¢nskede.

Beviset for, at enhvert ikke-tom nedad begranset delmangde A af
Z har et mindste element, gennemfgres analogt, ved at man - hvis
m er et undertal for A - betragter mangden

{a-m| a € A}.

Udvidelse af multiplikationen i de naturlige tal til en multipli-
kation i de hele tal.

For at have fardiggjort dpbygningen af strukturen p3 de hele

tal mangler vi at indf¢re en multiplikation. Denne multiplikation
skal defineres si&dan, at den er en udvidelse af den multiplika~
tion der tidligere er indfgrt pd de naturlige tal.

Til brug for indfgrelsen af en multiplikation pd Z benytter vi,
at ethvert helt tal i fglge Sztning II.1 (punkt (2)) kan frem-
stilles som en differens mellem to naturlige tal. Hvis derfor
g, ©9 g, er to vilkirlige hele tal, findes mys Ny 09 My, n, € RN,
s3 at

9y T M T N 99 9; T My T Ay
Eftersom vi gnsker at den sggte multiplikation - lad os i begyn-
delsen betegne den med - -skal vare distributiv med hensyn til +,




til begge sider af lighedstegnet. Vi skal altsd vise identite-

vi sk r - = [y | - = [
( al vise, at hvis m,-n, my=ny og m, n, my ni er §N\
m.m_+ - = tm ! [ (] 1t
1™ nlnz) (mln2+m2n1) (m1m2+nln2) (mln2+m2nl).
Ved omordning ses, at dette kommer ud pd at vise, at hvis

a Y= ' = [}
(a) ml+n1 m1+nl og (b) m2+ni my+n,
er

I Int ! = m'm'+n'n?
(€) mymy+n ny+minj+ming = mimytnjnytmynytmyn, .
At vise (c) kommer ud pd at vise den identitet der fremgdr af
(c) ved at addere

.4 ] ] 1 1 [} [)
mln2 nlm2+mlm2+n2ni (lig n1m2+m1n2+n2nl+m1m2)

ten

+ tnt'4m'n? ' t4m?! =
(m}m2 n1n2+mln2+m2nl)+(mln2+n1m2+m1m2+n2ni)

tanmtnt? L 1 tam!
(mlm2+n1n2+mln2+m2n1)+(n1m2+m1n2+n2nl+m1m2).
Nu er venstresiden lig

]
ml(m2+n2)+nl(n2+mi)+mi(ni+m2)+ni(mé+n2)
1 1 1]
ml(m2+n2)+n1(n2+m2)+ml(n2
L] t = 1 -
(my+n,) (m +n,+mi+n}) = (mé+n2((m1+ni)+(nl+ml)) = 2(my+n,) {m +nJ),
hvor det fgrste lighedstegn fglger af en omformning af den fgr-

ste og den tredje parentes ved hjalp af (b), mens det tredje lig=-
hedstegn fremgdr ved omformning af andet led ved hjalp af (a).

L] 1] 1]
+m2)+nl(m2+n2)

Hpjresiden omformes efter samme principper til
2(ml+ni)(mé+n2).

Da det heraf fremgdr, at hgjresiden stemmer overens med venstre-
siden, er identiteten vist.

.7 for multiplikationen i 2. Vi skriver for fremtiden blot -,

8o

m3 den opfylde

9y ¥ gy = (my = n)Tmy - ny)
(ml-m2 + nl-nz) - (nl-m2 + ml-nz),
og eftersom vi desuden gnsker, at multiplikationen for natur-

]

lige tal skal stemme overens med den p& R givne, md vi have

9, * 93 = (mlm2 + nlnz) - (mln2 + mznl).
Vi tager udgangspunkt i disse overvejslser i lanceringen af

fplgende formelle definition:

Definition. Der defineres en komposition T i 2 slledes:

Lad 9, 09 g, vare vilkdrlige elementer 1i Z, og lad mye Ny
og m,, ., € N vare valgt siledes, at

. 91 =™ 71 09 9, =Wy T 0y
S& s=ttes
(11) 9y * 95 = (mlm2 + nlnz) - (mln2 + mznl).
For at man overhovedet kan tale om en definition i denne sammen-
hang, md det godtggres, at hvis
gy=mj - njoggy=m -0

er andre fremstillinger af 9, °9 9, hvor mi, ni og ml, né er
i R, bliver

- = (mim? tnty - (m'‘n?' tpnt
(mlm2 + nlnz) (mln2 + mznl) (mlm2 + nlnz) (mln2 + mznl).
Beviset for dette er elementart, men lidt tungt, og prasenteres

pd side 79.

Dernast skal vi indse, at % er en udvidelse af - fra N.

Lad til den ende m, n € R. S& er, for p,q € R

m = (m+p)-p og n = (n+q)-q

fremstillinger af henholdsvis m og n pd formen (2) i Satning

I¥.1, hvorfor i fg¢lge (11l):

m T n = ((m+p)-p)~ ({n+q)~q) = (m+p) {n+q)+pg-({m+p)q+(n+a)p)
= mn+pn+mg+pg-mq-pg-np-qp = mAo.

Der er nu ikke langere grund til at opretholde et sarligt tegn

og nir det er bekvemt uv i stedet for u-v.




At . er kommutativ og associativ samt distributiv med hensyn

til + er let at vise. Det ses ved regular udregning pd grund-
lag af (11).

Tallet 1 er neutralt element ved ., idet for g = m-n og med
observationen 1 = (l+p)-p fas

l.g = ((14p)m + pn) - ((l+p)n + mp) = m+pm+pn-n-pn-mp
m-n = g.

Vi er stadig ngdt til at bevise disse fra et dagligdags synspunkt

trivielle egenskaber fra grunden. Desuden er o:g = o, thi

0-g = (p-p) (m-n) = pm+pn-(pn+mp) = O.

Og (-g)h = g(-h) = -gh, idet vi af
0 = oh = (g+(-g))h = gh + (-g)h

slutter, at {-g)h = -gh, og dermed at g(-h) = (~h)g = -hg = -gh.

Nulreglen galder i Z:

Hvis gh = o, er'g = o0 eller h = o.

; Thi: idet inl, n ., m,, n, € N, og
i g =m - n, og h = m, - LY
. er gh = o ensbetydende med, at 2.
\E o = (m1 - nl)(m2 - n2) = mlm2 - nlm2 - mln2 + nln2
= mlm2 + n,n, = (nlm2 + mlmz),

der igen er ensbetydende med, at

mlm2 + nln2 = nlm2 + mlnz.

Er nu g = o er pidstanden ¢jensynlig rigtig. Hvis ikke, dvs,
hvis g + o, er enten g € R eller -g € N. Antager vi fgrst

at g € N, findes et q € N, q #+ o, s3 at

m, - n = q, dvs. m, = q + n, -
Det betyder, at foruds®tningen gh = o kan udtrykkes

(q + nl)m2 + nyny, = nym, + (q + nl)nz,

der ved omskrivning ses at vare ensbetydende med, at

qmz + nlm2 + nln2 = nlm2 + qn2 + nlnz.

Men eftersom forkortningsreglerne galder for addition i ]
kommer den sidste identitet ud pd at

i qm, = 4n,.

§ Benyttes herefter forkortningsreglen for multiplikation i R

% ses, idet q + o, at m1 = nz, hvilket udtrykker, at h = mz—n2=o.



Afbildningen f kan illustreres siledes

Argumentationen i tilfazldet -g € N forlgber parallelt.

N&r nulreglen galde: i 2 galder for multiplikationen den modi-
ficerede forfortningﬁregel, der siger at faktorer forskellige
fra o kan bortforkortes.

For at f4 afrundet billedet af de hele tal mangler vi et par .
ting. Fgrst en undersggelse af, hvordan ordningen spiller sam-
men med multiplikationen:

Sztning II.4. For vilkarlige elementer g,h,u,v-1 2 galder
(12) g <hog o< v=gv < hv

(13) g chogo <vwgv< hv.

Bevis.Vi viser fgrst (12): )
Forudsatningerne g < h og o < v kan udtrykkes h-g € R og v € R.
Heraf fglger, at hv - gv = (h-g)v € R,

hvorfor gv < hv.

Hvad (13) angdr har vi: Hvis g = h er gv = hv og dermed gv < hv.
Hvis o = v er gv = go = 0 = hv, og dermed atter gv < hv. De gv-
rige tilfaelde falder ind under (12). Q.E.D.

De fundne egenskaber om de hele tal kan opsummeres siledes:

(Z,4,°,<) er en kommutativ integritetsring med ételement, med en
ordning, der harmonerer med kompositionerne. Enhver opad (nedad)
begrenset, ikke-tom delmengde af Z har en stgrste (mindste) elemeht:

Vi slutter med:

S2tning II.5. 2 er akvipotent med R

Bevis.
Funktionen f: R ~ 2, defineret ved
P, hvis n er ulige og har formen n = 2p+l, p € R
f(n)=4¢{ o, hvis n = 1 ’
-P, hvis n er lige og har formen n = 2p, p € N
er bijektiv. At den er injektiv fglger sdledes: hvis f(n) = f£(m)

kan det ikke tankes, at det om m og n galdexr, at den ene er li-
ge, mens den anden er ulige. Thi f's verdi P& et lige tal er ne-
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. _ Hvis noget af det fglgende forekommer uigenneskueligt,
o~ s4d t@nk pd det specialtilfzlde, hvor p = lo!

Med denne konvention ka °
n vi 1 stedet for o skrive CP - —_—

86

gativ, mens dens vardi pi ulige tal er ikke-negativ. Vi har
altsi, at m og n enten begge er lige eller begge er ulige.

I det fgrste tilfelde har m og n formen henholdsvis m = 2p

og n = 2q, og dermed p = £(m) = £(n) = g. Men s erm=2p =
2q = n. Er m og n begge ulige, af formen m = 2p+l og n = 2q+l,
er -p = £(m) = £(n) = -q, hvorved p = g, og derxfor m = n.
Dette rasonnement viser, at f er injektiv.

Surjektiviteten af f fplger siledes: Lad u vare et vilkirligt
helt tal. S& er u enten ikke-negativt eller negativt. Hvis u
er ikke-negativt, er n = 2u+l et naturligt, ulige tal. Hvis
u=o0,ern=1o0g £f(1) = 0o = u. Hvis u > 0., dvs. u € N, er
f(n) = u. Er u negativt, er n = 2(-u) et lige, naturligt tal.
Derfor er f(n) = -(-u) = u. I alle tilfzlde er u indfanget som )
billede ved £ af et naturligt tal. Men si er f surjektiv. Q.E.D.

Positionssystemexr i R

Med de hele tal fAr vi tallet o til radighed. Vi er dermed i
stand til at afvikle hangepartiet fra Kapitel I: at indfgre
positionssystemer i mengden af naturlige tal. Det sker gennem

denne s&tning:

Sztning II.6. Ethvert naturligt tal p # 1 kan tjene som
grundtal for et positionssystem i N. Det betyder, at et-
hvert naturligt tal n pi& netop &n mdde kan fremstilles pa
formen

_ k k-1 1
(14) n = Cy P tCp _ P TH...¥CypiHc .

for et eller andet k € R U {o}, og med koefficienter c,; € N,

6 <c <pl, 1= 0,.../ky G > O. Vi bruger ogsd skrivemdden

n = CC y...CCo.

Bevis: Allerf@rst skal vi sikre os, at der er mening i at ta-
le om de indgldende potenser. Den sikring f&r vi af rekursions-
s@tningen med A = R, a = p og funktionen g: A ~ A defineret
ved g(x) = p*'x. Desuden sattes po = 1.
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Denne ulighed er baseret pi at ethvertd < p-1 (i=1,...m),
og pd at uligheder mellem hele tal bévaées ?fter multipli-
kation med positive hele tal, her p*. (At p* er positiv
fplger af den samme bevarelsesegenskab og et let induktions-
r@sonnement {(gennemfpr det selv!)) Hvis man var overmlde
pedantisk, skulle ogsi den efterfglgende udregning bekraftes
af et induktionsbevis.

Uligheden pm+1 < pk fplger (ved induktion) ﬁf atp> 1, og
af at m+l ¢ k, ndr m <k. Uligheden pk < ¢ p" fglger af at

¢, > © og Pk > o.

Uligheden fglger af at for alle i galder
hvorved (ci-di) > = {p-1), og videre

(Ci'di)pi > -(p-1)pi.

p-1l > di > di-ci,
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Dernast viser vi satningéﬁs entydighedspdstand. Lad os antage,
at n havde to forskellige fremstillinger af formen (14):

_ k k-1 1
(*)  n=cp+c P +...¥c pTHey
°g

Ty = m m-1 1
(**) n =4 p+d _p +o..+dip o +d .

Det m& nu fmrst‘galde, at k = m. ﬁllers var k ellerm stgrst,
f.eks. k > m. Men da

_ m m-1 1
n = dmp +dm_1p +...+dlp +do
< (p—l)pm+(p-l)pm—l+...+(p-1)p+(p'1)
-1
=,pm+l+pm+...+p2+p—pm-pm - .ep-1
m+1 1 k-1

m+ X X .k 1
=p -l <p <P < ckp < ckp +ck_1p +...+c1p +co

=n

P& grund af det skarpe ulighedstegn i nestsidste linje er altsd
n < n, hvilket er i modstrid med ordningen i de naturlige tal.

Vi kan alts3 ikke have, at k > m. P& tilsvarende méde afli-
-ves muligheden k < m. Derfor er k = m.

Det har til fg¢lge, at fremstillingerne (*) og (**) antager
formen

k k-1 1
*
(*) n c, P +ck_lp +...+clp +co

©g
k k-1 1
* % =
(**) n dkp +dk_1p +...+dlp +do.
Vi skal nu indse, at alle koefficienterne i (*) og i (**)
stemmer overens, altsi at cy = di for i = o0,1,...k.

Lad os antage, at dette ikke er tilfaldet. S& md der vare et
stgrste nummer s € {o,1,...k}, for hvilket g + ds. Lad cs>ds.
(Hvis den modsatte ulighed holder r®sonneres helt parallelt).
Subtraheres .(**) fra (*) fAis:

_ - k _ s+1 - s _
o = (ck dk)p +...+(cS+l ds+17p +(cs ds)p +...+(co do)

(cS ds)p +...+(c1 dl)p +(co do)

Iv

(cg-d ) p°- (p-1)p° 1= .~ (p-1) p-(p-1)



(cs-ds)ps-ps-...-pz-p+ps'l+...+p+1

1]

s s _ ~q - s
(Cs ds)p p +l = (cS ds 1)p°+1
> o-ps+l =1,

s .
ikke korrekt(i Z. Antagelsen om at c'erne og d'erne er for-

skellige kan altsd ikke opretholdes. Men si er de to sat ens,
og entydigheden er bevist.

idet c_ > dS medfgrer, at cg 2 ds+l. Men uligheden o > 1 er

Tilbage stdr at bevise eksistenspistanden. Det foreqdr ved
induktion. Vi danner mangden

M = {n€R| der findes et k € K U {0} og koefficienter
Cyre--Cy € (o,l...p-l),ck > O ', 8§ at

= & pk 1
n N +...clp +cg}
Ferst skal vi godtggre, at 1 € M. Men det er trivielt, da
for k = 6 og €, =1, 1=c,.

Dernest gir vi ud fra, at n € M, og skal si vise at S(n) =
= n+l €M. Nir n € N findes en fremstilling
_ k 1
n = cppt...4c PHC
med et passende k € R U {0} og med passende koefficienter
Cqot+++Cy- Der er nu to muligheder. Enten (1) er alle koeffi-

clienter Coree Sy 1lig p-1, eller (2) der findes en koefficient
blandt c'erne som ikke er p-l.

Lad os betragte mulighed (1) fgrst. Vi har da

n o= (p-1)pM+(p-1)pX L4 . .4 (p-1)pt (p-1)
= pk+l+pk+...+p—pk-pk—l-...-p-l
- pktlog,
Men sd er n+l = pk+l, hvilket er en fremstilling af n+l p&

den ¢nskede form (med k+1 i stedet for k og med (co,...c
= (0,...0,1))

k+1)

(2) Hvis der, dernast, findes en koefficient som ikke er p-1,
m3 der findes et mindste nummer i, si at ¢; * p-1, hvoraf
€y 2 p-2. Det betyder at n har fremstillingen
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1

Den sidste fremstillihg kan benyttes, hvis allerede c_ # p:l. 0
Den fgrste anvendes, hvis dette ikke er tilfaldet: Hv sri = }
er der i denne fremstilling kun leddet p-1 til hgjre for cypt-

| ckpk+...4cipi+(p?1)pi- +...4(p-1), hvis 1 > 1
k 1 .

€, P +...+clp +c°, hvis i = o.

Og dermgd n+l fremstillingen

k i 1
CpP +e. . H+C P AP HL . 4P

2 -1

+p-pi ~..o=p-141

.= ckpk+...+cipi+pi = ckpk+...+c1+1pi+l+(ci+l)p1 (a)
ckpk+...+clpl+ (e +1) (b).

Uanset om i = o eller i > 1, vil (ci+l) € {o,1...p~-1}, efter-
som ¢, < p-2. Det bevirker, at n+l har en fremstilling af den
gnskede art, I tilfzlde (b) stir den der umiddelbart. I til-
fzlde (a) fremkommer den ved tilfpjelse af leddet o-pi“1+...+o.
I alt er n+l € M, og induktionsbeviset er fuldfegrt. Q.E.D.

&




I11. DE RATIONALE TAL.

Udvidelse af de hele tal tif de nationale tal

Uformel indledning

Sk¢nt mengden af hele tal, ved at udggre en ordnet kommutativ
integritetsring med &telement, er forsynet med en struktur,
der tillader lg¢sning af en lang razkke opgaver, lider den af
den mangel at divisionsopgaver kun "sjzldent" lader sig lgse.
Grunden er at kun E&telementet og dets modsatte har et inverst
ved multiplikation.

Vi spgrger derfor: Kan vi foretage en udvidelse af mangden af
hele tal til en algebraisk struktur, hvori ogsd (nasten) en-

. hver divisionsopgave kan lgses, og som i g¢gvrigt har de egen-
skaber som er galdende for de hele tal? Vores g¢gnske er desuden
at foretage‘en sd "lille" udvidelse som muligt, dvs. siledes

at der ikke findes en "mindre" mzngde omsluttende Z, som har

de efterspurgte egenskaber. Spgrgsmilet kan i en 1lidt mere tek-
nisk udgave formuleres sdledes: Findes der et mindste kommuta-
tivt legeme der omfatter 2? ‘

Division er principielt en sag mellem to tal, til 'hvilke man
knytter et tredje, resultatet af divisionen. Hvis de to tal,

u og v, der er i betragtning, er naturlige tal, hvor v gir op

i u, er divisionen af u med v mulig, og resultatet er et natur-
ligt tal. Vi kan sige at parret {u,v) reprasenterer resultatet
af divisionen, idet vi selvsagt underforstdr at reprasentationen
skal ske i forhold til divisionsbegrebet. '

Parallelt hertil kan vi ogsd reprasentere "divisioner som ikke
g&r op" med parret af "dividend" og "divisor".

Det naste skridt bliver at organisere ma&ngden af par af hele
tal, hvis anden-komponent er forskellig fra o, med den tanke i
baghovedet, at parrene ved organiseringen skal agere ligesom
brgker ggr det i hverdagen. Det bliver her - ligesom ved udvi-
delsen af de naturlige tals méngde til de hele tals mangde - pa-
krazvet at regne sddanne par for azkvivalente, som i brgkhenseende
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er ens. Et umiddelbart bud er at identificere (u,v) med (p,q)
hvor og kun hvis ug = pv. Dette vil da ogsd blive gjort i det
fg@lgende.

Vi kunne godt have valgt en 1idt anderledes fremgangsmide i op-
bygningen af de rationale tal. Tager vi nemlig udgangspunkt i
den observation, at (R,:) er en kommutativ semigruppe hvori
forkortningsreglerne gazlder, kan vi med en konstruktion helt
parallel med den vi benyttede til at danne (2,+) ud fra (R, +)
udvide (R,:) til en kommutativ semigruppe, der faktisk ville
vise sig at blive (Q+,-), altsd de positive rationale tal for-
synet med -. Derefter kunne addition i Q+ defineres nogenlunde
som der sker i dette kapitel. Det ville frembringe endnu en kom=-
mutativ semigruppe med forkortningsreglerne gazldende. Den kunne
derefter udvides. til en gruppe (Q,+), hvori ogsd de negative
rationale tal og o ville optrade. Tilbage ville sd std at ud-
vide : til hele Q og at vise, at (Q,+,:) siledes konstrueret

er et kommutativt legeme, der opfylder (i)-(iv) i Satning III.1.
En s3dan fremfzrd ville meget vel have varet realiserbar, og
ville endda svare bedre end den valgte til den fgrste moderne
konstruktion, udfgrt af H. Weber i 1895. Arbejdets omfang er
stort set det samme i de to fremgangsmdder, og valget mi forst
og fremmest blive en smagssag. NAr det er faldet ud som det er,
skyldes det en fornemmelse af at med de hele tals integritets-
ring til rddighed vil det fgles mest narliggende straks at ind-
fore alle rationale tal, og ikke fgrst de positive.

Webers konstruktion ligger i forlengelse af tidligere hestrahel~
ser p4d omridet. B. Bolzano betragtede (1831) i et efterladt
skrift de rationale tal som en m@ngde der var afsluttet over for
de fire regningsarter. Et sidant kaldte Kronecker et rationali-
tetsomrdde, Dedekind (1871) et legeme. Et helt abstrakt legeme-
begreb, frigjort fra bindinger til talomrdder, indfgrtes af Stei-
nitz 1 19lo. Han viste ogsd, at en vilk3rlig kommutativ integri-
tetsring kan udvides til et kommutativt legeme, det sikaldte ud-
videlseslegeme. Sztning III.l. er derved et specialtilfzlde af

en generel satning om kommutative inteéritetsringes udvidelse.



Udvidelsen af de hele tal til de rationale tal

Resultatet af vore bestrzbelser tager form af fglgende satning:

Satning III.1l. Der findes et kommutativt legeme (L,{,-) med

L S fplgende egenskaber
Som i det foregdende kapitel kunne der i selve formuleringen
af satningen have varet grund til at skelne mellem komposg- i) Der findes en delmzngde M af L, s& at (M,+,-) er en kommu-
tioner 1 2 og i L. Det antages imidlertid at det ikke lange-~
re er pAkravet. Derimod er der gennemfgrt en skelnen under- :
vejs i beviset, fordi s& mange forskellige algebraiske struk- at (2,+,-) er isomorf med (M,+,-).
turer er i spil samtidig.

tativ integritetsring indeholdende &telementet i L, og s&

ii

~

Ethvert element r € L kan fremstilles p8 formen
(1) r = uv—l |

for et U € Mog et v € M ~ {o}.

iii) (L,+,+) er 1 fglgende forstand det mindste kommutative le-
geme, der har (Z,+,+) som delring: '

Hvis (L',+,-) er et kommutativt legeme, der har (Z,+,*)
som delring (i samme betydning som i 1)) findes et delle-
geme af (L',+,-:), som er isomorft med (L,+,-).

iv) Hvis (Ll,+,-) opfylder i) og ii) er (L,+,-) isomorft med
(Llr+:‘) .

Bevis:

Vi betragter mazngden af par af hele tal, hvis anden~komponent
er forskellig fra o. Altsd

P=2x(2~ {o}) = {{a,v)| uez, vez-~ (o} }.

I P fastlegges en relation ~ ved

Leg merke til, at vi ikke starter med at indfgre en komposi-

tion umiddelbart i P for derefter at overfgre den til kvo- : (2) (p,q) ~ (s,t) = pt = gs.
tientmengden. Den komposition der om lidt indfgres defineres v
direkte pi kvotientmzngden. Denne relation ~ er en zkvivalensrelation:

~ er refleksiv, thi da pq = gqp, er (p,q) ~ (q,p).

~ er symmetrisk, thi hvis (p,q) ~ (s,t), dvs. hvis pt qs,
er sq = tp og dermed (s,t) ~ (p,q).

~ er transitiv, thi hvis (p,q) ~ (s,t) og (s,t}) ~ (u,v) er

Pt = gs og sv = tu. Dermed er ogsd (pt)sv = (gs)tu, eller
anderledes udtrykt, (ts)pv = (ts)qu. Men sd er ts(pv - gqu) = o.

Det bevirker, fordi nulreglen galder 4 2, at pv - gqu = o, el-
ler at ts = o. Vi vil gerne indse, at pv = qu. Hvis ts % o er

umiddelbart pv = qu. Vi antager dernast, at ts = o. Nu er t * o,




97

idet (s,t) € P, Derfor ville ts = o medfgre (pa& grund af
nuireglen), at s = o. Men af- 8 = o fglger:
. o = qs = pt 0og 0 = sv = tu, og dermed (dé t + o), at p‘= o

©og u = o. Men sd er pv = qu.

Efter at vi hermed har indset, at ~ er en akvivalensrelation,
betragter vi kvotientm@ngden L = P/~, Den klasse i L, hvis re-
prasentant er (u,v) betegnes med A

(u,v) -

Vi definerer en komposition + i L pd f@lgende mide:

Lad Al og A2 € L. S& findes_(ul,vl) og (u2,v2) € P, sd at
; Ay = A og A, = A .
: 1 (ul,vl) 2 (uz,vz)
Vi satter si&

Hvis vi teznker pd, at de forskellige par (u,v) fremkommer . (3) A, + Ao = A + A = A

som enbfoime} Téie atkindfgreéde; ?er i vores baghovede skal 1 2 (uy,vy) (uy,v,) (ulV2+V102,V1V2)'
vare "brgker" (vi tanker altsd p u,v) som "u/v"), er det

oplagt, at klassen indeholdende (u '6 ) (altsa "bréken u}/vl") Som sadvanlig skal det godtggres, at dette er en definition,

adderet til klassen indeholdende p&rr t (u,,v,) (altsd big- dvs. at forskriften i (3) ikke afhanger af valget af reprasen-
ken ué/v ) md blive klassen-der modsvarer grmﬁen (u,/v,)+(u /v2),

lig mé&d DLrgken (u}v%+v*u2/v vz). Men det er jo neto% k}asse

r

tanter. Fgrst skal det dog konstateres, at (u1v2+vlu2vlv2) € P,
der indeholder parrét tujv,¥viu,,v;v,). hvilket er opfyldt, fordi v, % o og v, ¥ o medfgrer (nulreglen

gelder i 2), at viv, % o.

] vy [] (] 1 ! ~

Hvis (ul,vl) €A1 og (uz,v2)€ Az, vil (ul,vl) (ul,vl)
L]

(dvs. ulvl

Vi skal indse, at

= 1 M ) ~ 1 = 1
vlul) og (“z'vz) (uz,vz) (dvs., ulv v

2¥2 2920

L] ) ’ L] 1
(ulv2+v1u2,v1

Nu er

' ~
v2) (u1v2+v u,,v

%27 V1Y) -

1

Cytputg? = yuly!? Yt = (u! ! ! !
i (uvadviuglVvyVy = uivov votviuav vy = (uivid{vyvyd+(ujvy) (vivy ).

Desuden er

Tyt = yty! (Y] = (y! M ! ).
ViVa (U VotV uy) = vivau vatvivavity = (Viu )l (vavodttu, vl lvy v))

Hermed er det ¢nskede vist.

I det fglgende vil det blive vist, at (L,+) er en kommutativ
gruppe. At + er kommutativ er oplagt, fordi + og + er kommuta-
tive 1 Z. At + er associativ fglger ogsd let:

(A + A ) + A = A + A
(ullvl) (uz.vz) (“3’v3) (ulv2+vlu2,vlv2) (u3.v3)
= A = A
((ulv2+vlu2)v3+vlv2u3, vlvzvs) (u1v2v3+vlu2v3+vlv2u3,ylvzvg
og .
A + (A + A ) = A + A
iul.vl) (“2'V2) (u3.v3) (“l'vl) (u2v3+v2u3,v2v3)
A .
(0 v vtV U,V tv,yug) vy vyvy)

o B B U



Her skal man t®nke p&, at i Véft—baghovede er tallet "o" det
samme som enhver brgk med tazller o.

Defte er ikke overraskende, nir man tanker pa A(u v) som
brgken u/v. !

Ud fra lignende .overvejelser som dem der 18 bag forskriften
for addition m3 produktet af den klasse der indeholder (u vy )
(altsd brgken u /v ) og den klasse der indeholder (u v

(alts3d brgken u /v ) vare den klasse, der indeholder br%ken

(u /v +(u /v ), sém er lig med brgken (u,u,)/(v,v,). Resulta-
te al m ndre ord blive klassen der }naehotéeg parret
(u zlv 2)

Her skal man tanke p3, at % er/ skal vare den omvendte til %. 4

loo

Sattes N = A(o 1) Ses. at for v # o vil (u,v) € N hvis og

’
kun hvis (u,v) ~ (0,1), eller m.a.o, hvis og kun hvis u = u-1 =
S&ledes er N = {(o,v)|] v € Z ~ {0} }. Nu er N neutralt élement
ved_+.

T AL Y Ay P h e T Ateveo,ven) T A u e

Ethvert element 1 L har et inverst ved +. Det inverse til A
er nemlig A

(u,v)
(-u,v)”
Thi Awovy Y A,y T Aavivico L v?) T Ro,vd) TN

Alt i alt har vi hermed vist, at (L,+) er en kommutativ gruppe.
Dernast indfgres en komposition - i L ved at vi for vilkarlige

AI og A2 1 L med reprasentanter henholdsvis (ul,vl) og (uz,vz)
fra P satter

(4) Ay - Ay = A(ul,vl) ) A(uz,vz) = (uluz,v A

Ogséd dette har mening. Fgrst og fremmest er v, Y, € Z ~ {o}.
Dernast kén man af (u‘,v') ~ (ul,v ) (dvs. uiv1 = viul)
og (uz,v } ~ (u ,v2) (dvs. uév2 = vzuz) slutte, at
{u! uz,vlvz) ~ (uluz,v v ), idet uluzvlv2 = ulvluzv2 =
ViB1¥a¥a T V1Va¥iYae

da for u1 * o og u2 # <] ulu2 # o,0g dermed

A(ul,vl) ' A(uz,vz) = A(u1“2'v1V2) + N

Kommutativiteten af - er oplagt.
Saztter vi E = A(l 1) ses. at (u,v) € E e (u,v) ~ (1,1), eller

’
m.a.o. ®u=v., Altsd er E = {(w,w)| w € 2 ~ {o}l}log E € L~ {N}.
E er neutralt element i (L ~ {N},-),

thi for A(u,v) € L ~ {N} er A(u,v).E = A(u,v) . A(l,l)

= A(u,v)'

Ethvert element i (L ~ {N},*) har et inverst element.




For

€ L ~ {N} er nemlig u ¥ o (og v $ o), hvor-

A(ulv)

for ogsd A € L ~ {N}.

(v,u)
Da

A(u,v)'A(v,u) = A(uv,VU) = A(uv,uV) = By oer

inverst til A

Nv,w) (u,v)°

I alt er s& (L ~ {ﬁ},-) en kommutativ gruppe.

Nu er . distributiv med hensyn til +.

(A + A y+A = A *A
(ul,vl) (uz,vz) (ua,va) (u1v2+v1u2,vlv2) (u3,v3)
= A
((u) Vo4V up)ug,v,V,yvy)
= A(u v,u_ +v_u,u v,v.,)
1V2%3 V123 VY2 Vs

og
A <A + A A
(ul'vl) (03,v3) (“2'v2) (u3,v3)
= A(u u,,v,v.) + A(\z u_,v,v.) = A(u M V. V. tV. V. U .,V V.V V)
1737173 2737273 13723 1'3°2°3"°13°2°3

= A A
(ulu3v2+u2u3vl,vlv2v3) (v3.v3)

= A .
(ulu3v2+u2u3v1,vlv2v3)

De fﬁndne egenskaber ved + og - udtrykker, at (L,+,+) er et kom~
mutativt legeme.

Vi vender os nu til satningens punkt 1):

Opgaven er at skaffe en delmezngde M af L, der kan reprasentere
de hele tal. Idet det hele tal q kan reprasenteres af "brgken
%" er det narliggende, at lade A(q,l) svare til g. Vi definerer
derfor nu

(5) M = (A(q'l)l q € 2).

vi har nu, at {(u,v) € I\(q 1) hvis og kun hvis (u,v) ~ (q,1), dvs.
’
hvis og kun hvis u = gqv. Altsd er

A(q,l) = ((qv,v)| v € 2 ~ {o}}.
Satter vi for q € 2

(6) wl@) = A )



Lad vare med at blive forskrzkket over notationen med + og * osv,
Den er desvarre npdvendig pid dette sted for at forhindre fejl-
slutninger. Men tank p& L" som {u.v~1l ju € 2, v € 2 ~ {0}}, hvor
kompositionen m.v. hidrgrer fra L'. Betegnelsen -1(L') skal an-
give invers i forhold til * i L',

fds en definition P& en afbiidning ¢: Z ~ M,

Denne afbildning ¢ er en isomorfi, -
thi, at @ er en homomorfi fglger af at der dels galder, at
+ =
@lay*ay) = Mg ha, 1
1 =2°
og - C.

Play) ¥ @lay) = Ag oy * Mg, T May+e, 1) =

w(q1+q2).
og dels at
= o= A .
Ol 9) = Mg g, ta,;, 1" a,, 1)
w(ql)-w(qz).

Desuden er @ inle&tiv_, fordi man af w(ql) = w(qz) (dvs.
' = tte, , ~ &
A(qlvl) A(qzll)) kan slutte, at (q1 1) (qz.l), alts

at ql = qz.
et v € 2 ~ {o}, si& at
A= A = @(q).

{(q,1)
Alt i alt er @ en isomorfli mellem (Z,+n-) og (M,+,+).

Eftersom (2,+,+) er en kommutativ integritetsring med &telement,
er (M,+,-) det ogsd. Da ¢(l) = A(l 1y = E, er &telementet i

r
(M,+,+) det samme som Etelementet i (L,+,+)

Hermed er i) vist.

For at vise ii) skal vi betragte et vilkdrligt A i L. Det har

formen A = A

(u,v) for et u € 2 oget v € 2 ~ {0}. Idet

= = - = - -l
=ruw T hw,nra,m T A the, ) o

hvor A(u,l) og A(v,l) € M, er ii) vist.

A

Vi identificerer herefter (2,+,:) med (M,+,-) og taler om (2,+,-)
som en delring af (L,+,-).

Vi skal nu vise iii), at hvis (L',+,*) er et kommutativt legeme
der har (2,+,:) som delring (i den ovenfor navnte forstand),
findes et dellegeme af (L',t,*) som er isomorft med (L,+,:).

Lad altsd (L',+,*) vare et kommutativt legeme, der omfatter
(Zr+l')-
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Sattes

> - - L}

L" = {u *v (L") | wez, vez~ {o}},
v ) . er L" stabil over for t ,

idet det for ul',u2 € 2z, Vitva € 2 ~ {0} g=zlder, at

-1(L") -1(L") -1(L')
* * = * » - .

. (v, %vy ) Ty, b= (uy Ty vy tug) By, Ty

tilhgrer L", da vl"v2 € 2 ~ {o}.

At L" ogsd er stabil over for * ses af,

at der for u,,u, € 2, v,,v, € 2 ~ {0} g=zlder:

1°72 1772

(ul‘ v]_—]'(L )) ‘(uz‘vz-l(n )) = (ul‘uz)‘ (vl‘vz)_l(L ),
§ der tilhgrer L", fordl v ,v, € z ~ {o}.
} Lad nu £ € L. S& findes i fglge ii) et u € 2 og et v € 2 ~ {0},
% sd at
j £ = u-v-l(L’.

Sattes
- L - 1
(1) w(@) = utv 1) (epmy, TLEYD 4,

defineres en afbildning fra L til L". For at indse, at dette
virkelig er tilfazldet, skal vi godtggre, at hvis u' € 2 og
v' € Z ~ {0}, 09

(8) uev ) oyl (yn)TL@)
er ogsi
. . ' (9) usy 1L ute(yr) L@

Da L er et kommutativt legeme, er (8) ensbetydende med, at
\ : u'v' = u'.v,

Nu er alle u,v,u',v' elementer i Z. Idet (Z,+,°*) er en del-

- ring af (L,+,°+) er
Benazvnelsen ., og siden +, refererer selvfglgelig til kompositio- (10) ui_v? . . .
nerne i 2. De’indfgres fof dette korte @¢jeblik for at stegtte 0) urgv? = urvt = ulfev = ule,v.
at tungen holdes lige i munden. Da (Z,+,+) ogsd var antaget at vare en delring af (L', t,-)

er (idet (lo) anwndes)

u*v' = n-zv' = u'-zv = u'ty,
altsd

uv' = u'ty,

Men det er netop, da v,v' € 2 ~ {0}, ensbetydende med {(9),

hvorfor (7) fremstiller en definition af afbildningen 28
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Afgil§ningeﬁ Y er en isomorfi.

WL+ = ytu ev THE Ly Ly mHEED, i
kg -1(L)

=9l (u, v, + u, +v_ )e(v_ ov
1 1 1 )-1(L')

2 2 2
. . * .
(LIRPAPIR L PAPALR R SR P!

3 . . * .
(uyrvy + uyev 3¥vyevyd

“da ul,vz;uz,vl € 2. = R
Det sidste udtryk er videre lig med

—l(L') -1 -1
* * * = * *
2 Vl) (vl V2) u, *v, + u,*v

*
(u.*v_, + u 2%, \

p 2
= W(ll) + ¢(lz).

Altsd er W(ll+lz) = W(Ll) + W(lz)-

Hvad den resterende homomorfiegenskab angdr er

. = S 1 22 oy "D
VL, L, ¥ (u, ey ) luyev )
-1(L) -1(L")

= W[(ul-uz)-(vl-vz) 1= (ugeu,) ¥ (v ev,)
-1(L*) -1(L")
(uloznz)‘(vlozvz)

L) e, e
1 )P lu, v,

W(Zl) * w(zz).

* *(y
(ul u2) ( 1‘v2)
-1(L")

8

*
(ul v )

idet det fjerde og femte lighedstegn fglger af, at ul,u
og v tilhgrer Z.

2

'V
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S&ledes er y en homomorfi.

At ) er surjektiv fe¢lger af, at det typiske element

ary= LB
-1(L)

i L", med u € 2 og v € 2 ~ {0}, er 1ig med

y(u-v ).

At endelig ¢ er injektiv indses sdledes:
Rvis w(ll) = W(Lz), dvs. hvis

-1(L") -1(L") -

* *
ul vl = u2 v2

for u ra, € 2 og v

* = *
N Vy €Z ~ {0}, er u,*v, u *v

1
med

. = . = * = * = . = .
H1tV2 T UptgVa T UV T UtV T MptgVy T Uty
hvilket viser, at
uptv, = u,cv.

Men 83 er ogséd 81 = ulovl-l(L) = g, v RRAL L

Hermed er iii) vist.
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Maske er opfattelsen, at = > o netop hvis u og v har samme
fortegn endnu mere dagliggags. Det er imidlertid ubekvemt at
benytte dette forhold direkte, idet det giver anledning til
betragtning af to forskellige tilfazlde, og dermed mere bog-~
holderi.

1llo

Beviset for iv) er herefter gratis:

Lad (Ll,+,-) opfylde 1) og ii). I fglge iii) (herunder beviset
for punktet) findes s& et dellegeme (L",+,-) af (Ll,+,-), s&
at

-l(Ll)l

L" = {u-_ v u €2, veizi-~ {o}}
L

og sd at (L",+,+) er isomorf med (L,+,:).

Eftersom (L1,+,-) opfylder ii), er
_ . ~1(L))

Ly = {u v 1’| .

hvilket viser, at Ll = L". Men s er (L1,+,-) isomorf med

(L,+,+).

u€zz, vez- {o}},

Hermed er satningen bevist.

Det kommutative legeme, der i Sztning III.l benaves (L,+,*)
kaldes de rationale tals legeme og vil i fremtiden blive be-
nevnt (Q,+,+). Nulelementet i Q betegnes o, &telementet 1. Dis-
se’'elementer er, idet vi i kraft af 1) i satningen taler om

~(Z,+,+) som en delring af (Q,+,+), identiske med henholdsvis

nul- og &telementet i Z. I stedet for I\(u v) med. v = o skriver
r .
vi (jfr. 1ii)) %. En undtagelse herfra ggres dog for klarhedens

skyld i det naste afsnit.

Organiseringen af mengden af rationale tal som et ordnet
legeme
Vi vil slutte behandlingen af de rationale tal med at overfgre

ordningsrelationen fra de hele tal til de rationale tal. Vi ¢n-
sker at etablere en ordning pd (Q,+,-), som udvider ord-
ningen p& (2,+,-), og som harmonerer med kompositionerne. I kon-
struktionen heraf gdr vi frem pd fglgende mdde.

Por et rationalt tal r = %, u€zz, vez-~ {o}, gelder inden
for den dagligdags opfattelse af de rationale tal, at r > o
hvis og kun hvis uv > o. Vi vil udnytte denne observation til
en formel definition. Fgrst md vi dog vare sikre pd, at enten
har alle reprasentanter % for r egenskaben uv > o, eller ogsd
har ingen den. Ellers kunne vi ikke opfatte denne egenskab ved
reprasentanterne som en egenskab ved hele klassen r.
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‘Den fornpdne sikkerhed etableres i det formelle system pa

folg

ende made:

Lad ¥ € 0, ¢ = %'for et u € Z og et v € 2.~ {0}, s& at uv > o

- (> forstdet som >z). Hvis endvidere

og e

v
vil

(uv1

t v, €2~ {o}vil og;é

1
u
=1,
V1
u;l = vul, og dermed
)T o= uv,uv, = (uv)(vlu1

ulvl > é.

).

Idet det for ethvert a € Z galder, at

31 = r for
v

ba nemlig

2
a > o,

et ul € 2

hvis a % o,

*vil (uvl)2 > o. (At a2 > o, hvis a 4 o, skyldes, at enten

er a
ning

-a >

Da u
(uv)

Nu m

> o eller a < o (trich
i Z). Er a > o er a2 =

o og dermed -a2 = a(-a

4+ o (fordi uv > o) og
2
(vlul) = (uvl) > o.

4, da uv > o, > o.

Vi1

otymien af
ara > a-+o

) < o-(-a)

vy ¥ o, er

den irre
= o. Hvi

= o, hvo

uvl * o,

fleksive ord-
s a < o er

raf a2 > 0.)

og dermed

Var nemlig alternativt v.u, < o

17 —

matte (uv)(vlul) < o, hvilket ikke er tilfazldet. Dermed er

pdst

Vi defi
(11)

De umiddelbart foregdende overvejelser sikrer, at hvis (u

ligger

Satter

(12)

anden bevist,

nerer nu

Q, = {A(u,v)l uv > o}

iaA med uv > o er

(u,v)
vi videre
Q_= {A(u,v)l uv < o},

ulvl > O.

ses ud fra det foregdende, at Q_UQ_ = @.

Hvis uv

=0 (veEZ-~ {(0}) eru

= 0. Men

sd er A(u

erl)

= N. Det
V)

ses, at N § Q,UQ_. For et vilkérligt A(u V)gelder sdledes enten
r

at A

O,V) (a,v)
dig med, at _A(u,v) = A(-u,v)
(hvis uv < o) samtidig med, at -

= N, eller at A

€ Q+ (nemlig hvis uv > o) samti-

€ Q_ {(~uv < 0), eller at A

A(u,v)

= Mea,vy

(u,v) € 9
€ Q+ (-uv > o).

Ingen af delene kan indtraffe samtidig. Derfor udgegr Qs (o}, Q_

en klas

{13)

sedeling af Q:

Q=09 U {o} UuQ
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Formuleret 1 ord: Summer og produkter af positive rationale
tal er positive. ’

Lzg marke til, at definitionen respekterer vores "dagligdags"
fornemmelse vedrgrende ordningen pd de rationale tal.

114

Eiementerne i Q+ kaldes de positive rationale tal, elementerne
i Q_ de negative rationale tal. Nedenfor vil denne sprogbrugs
overensstemmelse med den ordningsrelation der indfgres blive
pavist.

I det fglgende har vi brug for et par egenskaber ved @, som det
er bekvemt at have formuleret pd forhdnd:

u u :
Hvis q = ;i €Q ogr= vg €qQ, vy o, v, $ o), vil
qg+r = (u1v2+v1u2)/vlv2 € Q, og qr = (uluz)/vlv2 € Q+.
Thi for det fg¢rste er

2 . 2
(u1v2+v1u2)v1;2 = uvivzﬂxzvzv1 > o, da “lvl > o,

v’ > ov, = 0, 0g u_v, > 0 og dermed u,v v2 > o.
11 2 2

og dermed u 2 2¥2VY1

0g for det andet erx
tujugd tv,vy) = uyv))tuyvy) > o,
da u,v, > o

11 og u,v, > o.

22

Definition: Vi definerer en relation >q 1 Q ved

(14) r>a« (r-q) € Q,.

Der gzlder si

Satning III.2. Relationen >Q er en irrefleksiv ordningsrelia-
tion med trichotymi i Q. Den harmonerer med + og -, dvs. op-
fylder for givne r, q € Q:

(15) vs € Q: r >Q q e r+s >Q q+s

(16) vs8 € Q (s >3 o): r >Q q e rs >Q gs.

Endvidere er >° en udvidelse af > (pd 2), idet

(17) vq,r € 2: r >Q gqer >dq.

Et legeme med en sddan ordningsrelation (excl. (17)) kaldes

et ordnet legeme. Satningen viser altsi, at (Q,+,°, <Q) er
et ordnet legeme,

Bevig:
Trichotymien er oplagt,

thi for vilkArlige g,r (i Q) er (1 xraft af (13)) enten
r~q = o eller r-q € Q+ eller g-r € Q+. men ikke to af mu-
lighederne samtidig. Dette svarer i kraft af definitionen
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T ((14)) til at enten er r = q eller q >Q r eller r >Q”q,
og .disse mulighedef er gensidigt udelukkende.
At >. er irrefleksiv er oplagt, da for ethvert r€Q, *O

(o € Q).

Asymmetrien fremgdr af trichotymien. Hvis nemlig r >Q g, kan
der ikke samtidig galde, at g > aQ r.

Hvad endelig transitiviteten angdr, fglger den siledes:
Hvis s >Q rogrer >Q q, vil s-r € Q+ og r-q € Q+. I kraft
af bemarkningerne f¢r definitionen side 114 vil s4 s-q =

(s-r)+(x-q) € Q+, hvorved s >Q a.

Harmoniegenskaben (15) er en umiddelbar konsekvens af, at for
ethvert s € Q er r-q € Q, ensbetydende med, at (r+s)-(qg+s) =
r-q € Q+.

For at bevise (16)

skal vi betragte et givet s, s >Q o (dvs. 8 € Q+). Hvis nu
r=q €Q+ vil rs-gs = (r-q)s € Q*, jfr. bemcrkningefne side
114. Altsd vil - hvis r >_ q -~ rs >Q gs. BEr omvendt rs >Q qs,

Q

mid r >Q q. Ellers var nemlig r = q, eller r <Q q, hvorved
rs = gs eller rs <Q gs (pAd grund af det netop beviste), i

strid med trichotymien.

Satningen er bevist, ndr vi har indset, at >, er en udvidelse
af > (>Z). Lad q,r € 2. Vi har 84 (da r-q € Z):

r—'1'9 9., hvilket i kraft af definitio-

nen af Q+ {(11)) er ensbetydende med, at (r-q)°*l >

r >Q q e r-q € Q+ -
z °’
dvs. med at r-q >z o, der pA sin side er zkvivalent med, at

r >z q. Dermed er det gnskede bevist.

Q.E.D.

Den til >Q svarende refleksive ordningsrelation 30 defineres
sdledes:

Definition: r ZQ qer >Q qvr = q.

Der galder nu:

Satning, III.3. For vilkiarlige r,q € Q galder

(18) Vs € Q: r 299" r+s 24 q+s
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Hvis 8 = o galder implikationen "«" jkKe. —Q

Obs! Vi er 1 (19) ngdt til at krave s >, o og ikke bare s >. o. .:}_5

Der benyttes to gange, at ndr q < s, er gq/2 < s/2. Dette er en
anvendelse af harmoniegenskaben (16). Bemark ogsd, at harmoni-
egenskaben (15) er 1 spil.

Lag marke til at denne definition kan fremszttes i ethvert ord-
net legeme (L,+,:,<) - det skal vi bruge senere.
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(1?) Vs € Q (s >q o): r 25 9 ¢ rs 24 98
(20) r 30 qer > q for r,q 1 2

Bevis:
Der er tale om en serie simple efterpr¢vninger.'

Ad (18): vi har for ethvert s, at

r zQ qer = gvVvr >Q qe®r =qvVv r+s > q+s e r+s = (+s

Q
vr+s8> +S @ r+s > +8,
r+s>4 4 r 2y ats

Ad (19): For s>Q o har vi, at r EQ qer=4qgVT_«x >Q qer =gq

vV rs > s # rs = g8 V rs > QS & rs > gs.

Q Q -
Bide for (18) og (19) f¢lger de to yderste biimplikationer af
definitionen pid zQ' mens den anden fglger af (15) og den tred-
je af forkortningsreglerne for henholdsvis addition og mul-
tiplikation { 2.

Ad (20): r > . ge&r=qvVvrx>

25 9 ger=qvr> q®r?>,d.

Q.E.D.

Der er efter disse satninger ingen grund til l®ngere at opret~
holde tegnet >4 (ZQ) til adskillelse fra >(>). Vi skal derfor
fremover kun bruge de sidstnavnte tegn for ordningerne pd Q.

Sztning III.4. De rationale tals legeme er tat ordnet ved <,
dvs. for ethvert par q,s € Q, hvor q < s, findes et r € Q, sd
at g < r < s,

: = qis =9+3.4
Bevis: Sattes r 3 er ¢q 3+ 5 <3+

hvilket beviser det ¢nskede.

it
A

(N1
+

Nl
1

8,

I (Q,+,+,<) kan der - som i ethvert ordnet legeme - indfgres
en numerisk vardi.

Definition: Ved den numeriske vardi af det rationale tal r
forstds tallet ‘

(21) |r| = max {(r,-r}.

Egenskaberne ved den numeriske vardl samles i




For dem som har lart linear algebra vil det fremgd, at den
numeriske vardi er en norm, hvis man opfatter de rationale

tal som et vektorrum over sig selv som legeme. Hvilke af e-
genskaberne (22)-(30) godtgegr, at den numeriske vardi er en
norm?

Kontrollér alle pistande undervejs i beviset og henfgr dem
til resultater, der er etableret i det foreg&ende.

;}~_d, ,
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Setning ITI.5. For vilkdrlige g,r i Q galder:
(22) |r| = { r, hvis r > o :

(23) |x| > 0, og lighedsteghet gazlder netop hvis r = o

(27) |r+q] < |rl+|aqf (trekantsuligheden)
28) |irl-lql| < |x-ql

-r, hvis r <o

(24) |-r| = |r| :
(25) |lr|] =|r|
(26) =lr| <r < |ri,=|r] < ~r < |r]|

(29) Irqi = lrllq{
(30) xr 7| = |z,

Bevis:

Ni simple checks:

Ad (22): Hvis r > o, er r > > -r og dermed lr] = max {r,-r}
= r. Hvis r < 0o, er -r > o > r, og dermed Irl = max {r,-r}
= -r.

Ad (23): Bvis r > o er |r| = r > o. Hvis r < o, er |r| = -r > o.
Bvis r = o er -r = 0 og |r| = o. Hvis |r| = o er r = o eller
-r = 0. S§ er r = o.

Ad (24): |-r| = max {-r,<(-r)} = max {r,-r} = |r|.

Ad (25): |]r|| = max {|z|, ~|£|} = max {r,-r} = |r¢|.

Ad (26): ARf definitionen pd numerisk vardi felger, at r < |[r]|
og ~-r < |r[ og dermed, at —fr| < -r og r > -},

Ad (27): Af (26) felger, at r+q < |ri+|qlog -r-q < [r|+|q],
hvoraf |r+q| = max {r+q,-r-q} < |rx|+|q].

Ad (28): af |r| = |r-q+q] < |r—q|+|ql fgplger, at lrl-lqii le=-q}.
Tilsvarende fis, at |g] < Ja-r|+{z] = |r—q|+|r‘, og at
-Uri-taly = |lal-lr| < x-a|. sa exr [|r|-|al| = max{{z|-]al,
-trl-jah)} < |r-q].

Ad (29): Hvis g > o og r > o, er rq > o, og dermed lrq| = rq =
|r||q{. Hvis @ < 0 og r < 0 er -q > 0 og -r > o og dermed -
Iral = lt-oy(-@)| = |-rl|-q| = ¢-x)(-@) = |z||q]. Bvis q < o
og r > o er |rq| = [-ra|l = |r¢-a)| = [r||-a| = |r|lal. Til-
svarende for r < o og q > o.

Ad (30): Denne egenskab fglger af, at 1 = Irt-ll = lrlltwll,

for r # o. Q.E.D.
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Vi taznker os NxN opskrevet i et skema: At godtggre numerabi-
liteten af mengden NxN kom-~
mer ud pi at opstille dens
elementer i en rakkefglge.

I den skitserede samles par-
rene i mangder, M _, efter
deres sum Dereft8r "grovnum-
mereres" efter summen og "fin-
nummereres" inden for M_ ef-
ter stigende forste-kooBdinat.
De naste par sider gidr med at udmgnte denne idé€ inden for den
her opstillede ramme.
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Til brug for senere formdl viser vi

Sztning II1.6. For ethvert rationalt tal r findes et naturligt
tal n, s8 at r < n.

(Et ordnet legeme indeholdende et eksemplar af de naturlige
tal, som besidder denne egenskab, kaldes arkimedisk ordnet.)

Bevis:

Hvis'; <oern-=1>r. Vi antager derfor, at r > o, og at

r = % for et par u,v £ R (v % o). Nu findes et n € N, s& at
nv > u. Hvis nemlig v = 1, vil n = 2u opfylde, at nv = 2u > u.
Thi da 2 > 1 og u > o vil ((16)) 2u > u. Er i stedet v > 1,
vil uv > u, siledes at vi med'n = u har>nv > u.

Hermed er satningen bevist, idet vi af nu > u slutter ((16)),

- nv u
ns —>» — = . .
at r '

Behandlingen af de rationalt tal afsluttes med en omtale af
#kvipotensforhold. Hovedresultatet er, at mangden af rationale
tal er akvipotent med R. Inden vi beviser det vil vi anfpre og
bevise et hjalperesultat, der imidlertid ogsid har en vis inte-~
resse 1 sig selv :

Mzngden RxN er akvipotent med RN.

Fra et intuitivt synspunkt er det nemt at overbevise sig om den-
ne pdstand, jfr. kommentarerne p3 siden overfor. Skal denne
intuition omsattes til et pracist bevist er der imidlertid mange
detaljer at holde rede p&. De har en tendens til at slgre bille-
det, men kan f.eks. se sdledes ud:

Lad os for alle p € N betragte mangderne

M, = {(m,n) € RxN | m+n = p+l}

{dvs. M = {(1,D}, M
osv.). Det ses, at M

2 = {(1,2),(2,1)1, M3 = {(1,3),(2,2),(3,1)}
((l,P) ' (Z;P"l) Fesey (P‘luz) ’ (P:l) }, og
at antallet af elementer i Mp er p.

1t

Mezngderne M_ frembringer ¢gjensynlig en klassedeling af WxR, idet
det vilkarlige par (m,n) € KxR tilhgrer netop &n af dem. Det sam-
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lede antal elementer i mangderne Ml,...,Mp_1 (p>2), dvs, i
mangden MlU..AJMp_l, er 1+2+...+{(p-2)+{p-1) = %(p-1)p.

Vi vil nu fremskaffe en bijektiv afbildning af NxN pd N. Det
sker sdledes:

der angiver "grovnummeret”, dvs.
i-de M-mangder der gir forud for den, M_, som (m,n) ligger i,
dels m, der angiver "finnummeret", dvs.” elementets plads in-

den for M_. Summen af de to led angiver s& den samlede plads
i rekkefw?gen.

* Tallet x(m,n) er det nummer parret (m,n) f&r tildelt i den
valgte razkkefplge i NxN. Tallet bestdr af to led, dels %(p-1l)p,

det samlede antal elementer

Hemmeligheden med denne opspaltning af N er at tallene i den
p'te klasse netop er numrene pd de NxN-elementer, der hgrer
hjemme i M_. Denne opdeling har vi brug for, nidr vi om 1idt

skal godthre

, at x er bijektiv.

For (m,n) € Rx§ er p = (m+n-1) det entydigt bestemte naturli-
ge tal, for hvilket (m,n) € Mp: derefter sattes

x{m,n) = ¥{p-1)p + m = % (m+n-2) (m+n-1) + m.
Det ses, at (m,n) € ﬁ, idet enten m+n-2- eller m+n-1 er lige,
hvorved %(m+n-2) {m+n-1) er et naturligt tal eller o. Derved
er x en afbildning fra BxN ind i R,

x: RxN ~ H.

Vi skal vise, at x er bijektiv. Til den ende har vi brug for nog-
le hjzlpebetragtninger. '

"Intervallerne" Ip = {§(p-L)p + 1,...,%p(p+1)} =
{gen | ¥p-)p+ 1 < g < kp(p+tl)} ), p > 2, udggr sammen med
{1} en klassedeling af N:

R = {1} U (213} U (4}516} U

= (1} u(J{¥<p-l)p + 1,....5p(ptl) }.
p>2

Thi:
Lad p,p' > 2 og p + p', hvor vi kan antage, at p!' > p > 2. 5a

er fgrst Ip og Ip, disjunkte. For hvis q € Ip og q' € Ip, er -
dap<p'-l -

A

q < kp(p+l) < kp(p+1)}+1 < %(p'-1) (p'-1+1)+1 = Y¥(p'-1l)p'+1l < q'

dvs. q < q'. Der kan derfor ikke vere noget falles element i de
to intervaller. At de sammen med {1} udgg¢r hele B fremgdr pa
denne mide:

Lad q € R. Er g = 1 vil g € {1}. Vi antager derfor, at q > 1.
Mengden S = {(p € R | p > 2 og %¥(p-l)p+1 < q} er en opad begran-
ser delmangde af N (f.eks. begranset af 2(g+l)) og dermed af 2.
Den har derfor et stg¢grste element, som vi benavner p(q). Pr. de-
finifion galder

5(p(g)-1)p(g) + 1 < q



%
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Nu m& desuden
q < %p(q) (p(@)+1).

Ellers ville jo q > kp(q) (p(q)+1) og videre q > Yplq} (p(q)+1) + 1.
Men det ville betyde, at p(q)+l € S, 1 strid med at p(q) er det
stgrste element i S. Dette viser, at g € Ip(q) - og at g ikke
tilhgrer nogen af de ¢gvrige "intervaller”.

Vi er nu parate til at vise at x er bijektiv. Lad q € N. Hvis
g=1lerq=1=x(1,1). Der gelder jo, at (1,1) € Ml' s8 at

Parret (m_,n ) fremkommer ved at der "regnes baglans" i for~ p(1,1) = 1, hvorved x(1,1) = %(1-1)-1+1 = 1. Lad dernast q >.1.
?old til den®pa s. 123-124 navnte opspaltning af N. Det par I fplge det ovenstdende findes netop &t "interval”, nemlig I, .,/
m_,n_), der skal have nummer q, md findes i den klasse M
hvis °1nterva1_af numre" indeholder q. S& er (m_,n ) bestgﬁg)' som g tilhgrer. Nu betragtes parret

dels af kravet om at m_+n_ = p(g)+l, hvoraf "grSvniummeret" = - o1 - - -
¥(p(q)-l)p(qg) fremgar, de?s af at m_ = finnummer = endeligt (mo.no) (a-%(p(a)-lipla), pla)+l (a-%(p (@) -1pla)) -
nummers+grovnummer = q ~ ¥(p(@)-1)p(§), og endelig af, at Det tilhgrer NxN, for dels er g-%(p(g)-lip(q) > T i kraft af

n, = p(q)+1-m .
. definitionen pi p(q), dels er pi{q)+l - g + %¥(p(q)-1)p(q) =

1-q + kp(q) (p(q)+1l) > 1, daq€1I

pla)’
: Desuden er &benbart me+n, = pla)+l, sd at (mo,no) € Mp(q)'
! Da (mo,no) € Mp(q) er
| x(m_,n) = &(p(@-1p@) + my = 5(P(@-Dp(@ + q ~§(p(a)-11pla)

=q.
Men det viser, at q er indfanget som billedet ved x af et par,
(mo,no), i NxN. Altsd er x surjektiv.
Tilbage stidr at indse, at x er injektiv. Lad derfor (m,n) og
(m',n') tilhgre RxN. Vi antager, at x{(m,n) = x(m',n'), dvs.

(31) Y(m+n=2) (m+n~1) +m = ¥(m'+n'-2) (m'+n'-1) + m'

Der foreligger nu to muligheder. Enten ligger (m,n) og (m',n') 1
den samme Mp—klasse., eller i hver sin. Ligger de i den samme
klasse, er m+n-1 = m'¥n'~1 .. S& sluttes straks, af (31), at
m=m', og videre, at n' = n.

Altsi er (m,n) = (m',n'). Ligger derimod (m,n) og (m*',n') 1

hver sin klasse, erm+n-1 # m'+n'-1 , lad os sige m+n-1 mindst.
Vi f&r s&

x(m,n) = %¥(m+n-2) (m+n-1) + m < % (m+n-2) (m+n-1) + (m+n-1)

(idet m < m+n-1), og videre = %(m+n) (m+n-1)
< Y(m'+n'-1) (m'+n'-2) (fordi m+n < m'+n'-1)
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< %(m'+n'-2 )(m'+n'-1) + m' = x(m',n').

Dette viser, at x(m,n) < x(m',n') i strid med forudsetningen.
Men s& kan (m,n) og (m',n') ikke ligge i hver sin klasse. Alt
i alt er (m,n) = (m*,n’). Derved er injektiviteten, og altsi

ogsi bijektiviteten, bevist.

Ogsd andre, analoge, veje er naturligvis til radighed, Vi

kunne f.eks. fgrst vise at Q er akvipotent med en delmeng~
de af Zx2, derefter at ZxZ er azkvipotent med N, siledes at
Q er akvipotent med en (uendelig) delmangde af R og dermed

numerabel.

Kernen i dette skridt kan illustreres grafisk:

I\Q

{(r)=r-1

Vi“vender os nu mod vort egentlige @rinde i denne sag.

Satning II1I.7. Mengden Q af rationale tal er numerabel, dvs.
&kvipotent med R.

Bevis:

Vi viser fgrst, at (a) Q er akvipotent med mengden af positive
rationale tal Q+, dernest (b), at Q+ er zkvipotent med en del-
mangde af NxN, og endelig (c), at denne delmangde er uendelig,
og dermed akvipotent med R. ’

_ J(x-1)/r for o < r <1
e(r) = {r-l , for r > 1.

(a) Lad r € Q,- S4 sattes

Dette definerer ¢ som en afbildning fra Q+ til Q,
v: Q ~ Q.

Vi vil vise, at ¢ er bijektiv. Fgrst bemarkes, at hvis o<r<l,
er ¢(r) < o (idet tx-1)/r< (1-1)/r = o), og at ¢(r) > o for r > 1
(r-1 > o).

Injektiviteten af ¢ ses pd denne mdde: Lad «r,s € Q+, r ¥ s.
Hvis r og s ligger i hver sin af de to mengder {t € @ lo<t<1}
og {t €Q | t > llhar ¢(r) og ¢(s) modsat fortegn (den ene var-
di kan dog vare o). Ligger r og s begge i {t € 0 | o<t<1} md
@(r) fr-1¥/r og ¢(s) = {s-1)/s. Nu m& ¢(r) #% ¢(s). Var nemlig
@(r) ¢(s) ville rs-s = rs~-r, dvs. -s = -r, 1 strid med at r #
Den sidste mulighed er at r og s begge ligger i {t € Q|t > 1}.
Derved er ¢(r) = r-1 og ¢(s) = s-1. Det er da oplagt, at ¢(r) #
®(s); ellers var jo r-1 = s-1, i strid med at r # s, Under alle
de behandlede omstandigheder bliver altsi ¢{r) + @(s), hvilket

Surjektiviteten af ¢ fglger af: Lad t € Q. Hvis t >0 vil r = t+l

> 1, og dermed t = r-1 = @(r). Hvis t < o er 1 < 1-t og dermed
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Idéen i (b) er et reprasentere et positivt rationalt ta

med et entydigt bestemt par af naturlige tal fra den klasse
af par som r jo er. Og det par der valges er det med den la-
veste navner. (At det findes kraver selvsagt et bevis.) Den-

lr

ne reprasentation anskues si som en afbildning w:Q+ ~ HxB

- og resten er efterprgvninger.

En tegning er vist pd sin plads

Q RxR N
v | = _//

R

e

»”
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0<1l/(1-t) < 1, Sattes r = 1/(1-t) er r € Q+ og

_r=1 _1/(1-t) -1 _
‘D(r)——r——Ié-(ﬁ)——t.

I alle tilfalde er t € Q indfanget som billede ved ¢ af et ele-
ment i Q . Det beviser, at ¢ er surjektiv.

(b) Lad:igen r € Q+. S& har r formen r = for passende hele

A
U (peq)
tal p og q. Det kan g¢jensynlig opnds, at bidde p og q tilhgrer N.

Nu er

{ven | Ju€N: (uv) € A(p,q)}

en delmangde af N, hvorfor den har et mindste element, v(r). Til
det findes et u(r) € N, si at (u{r),v(r)) € A(p,q)' Dette u(r)
er entydigt bestemt. Opfyldte nemlig u' at (u',v(r)) € A(p,q)’
ville (u',v(r)) ~ (u({r),v(r)), dvs. u'v(r) = u(r)v(r). Da v(r)
ikke er o, md s& u' = u(r).

Ved r ~ (u(r),v(r)) defineres derfor en afbildning ¢ af Q+ ind
i NxR,

'8 Q+ ~ NxN.

Denne afbildning er &benbart injektiv. Vi har nemlig at
(u{r),v(r)) € A(p,q) = r. Hvis derfor r,s € Q+, r # s, vil til-
svarende (u(s),v(s)) € s. Men ndr r # s er de ~ som klasser be-
tragtet - disjunkte , hvorfor v(r) = (u(r),v(r)) % (u(s),v(s)) =
v(s).

Nar ¢ er injektiv er Q  zkvipotent med ¥(Q,) < BxN.

(c) Me®ngden x(w(Q+)) er (se bemzrkningerne forud for Satning III.7)
en delmazngde af N. Kan vi vise, at denne delmangde er zkvipotent
med R, f.eks. gennem afbildningen u'ﬂ er i alt Q akvipotent med N,
nemlig gennem afbildningen (jfr. punkt (a) og (b))

uﬁ% X 0 ¢ o w-l.

At x(y(Q,)) er akvipotent med N vises gennem et lidt mere gene-
relt resultat, nemlig at en delmazngde af R, der ikke er opad be-
grenset, er akvipotent med N. At mangden x@(o+))faktisk ikke er

opad begranset kan vi overbevise os om ved at betragte et vilkar-

ligt n € N. Anskuet som element i Q+ opfylder n, at (u(n),v(n)) =
(n,1). Med betegnelsen fra side 124 vil (n,1l) € Mn' hvorved




Pointen i beviset er at nummerere elementerne i M efter deres
stgrrelse. Det ggres ved fgrst at udpege det mindste element
I~M7  derefter det mindste 1 restmangden osv., idet det hver
gang udnyttes at disse minima eksisterer fordi R er velord-
net. Ndr M ikke er opad begraznset ender denne proces ikke.
Tilbage stdr sd blot at give denne pointe formelt kgd og blod.

Knebet er at indhente p med et u-billede, og det viser sig
(l1idet overraskende) at u(p) kan bruges. Nir p pid denne mide
er indhentet, er det naste kneb at indse, at p s& selv md va-
re et u-billede.
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x(¥(n)) = ¥(n=1)n +n >n, ndr n > 1. Dette viser, at der fin-
des vilkarligt store elementer i x(y(n)).

Vi mangler at vise, at en’ ikke opad begrahset delm@ngde M af
R (M ¥ @) er akvipotent med R. Eftersom N er velordnet har
mangden M et mindste element, u(l). S3& er M~ {u(1l)} ikke tom.

" "TEllersvar jo M = {p (1)}, 1 strid med at M ikke har noget stgrste

element. Nu findes et mindste element, n(2), i M~ {u(l)}. @jen~
synlig m& u(l) <u(2), da de er indbyrdes forskellige elementer
i M, hvori u(l) er mindst. Alment: Vi definerer rekursivt for
n€nR ’ '

u(n+l) = min M~ {u(l),...,u(n}}),

hvilket er muligt, da M ~ {u(l),...,u(n}}+ @ fordi ellers vil-
le M = §(l),... (n)} 1 strid med at M ikke har noget stgrste
element. Der g@lder u(n) <u(n+l) for alle n € N. Thi for det
forste er u(n) # u(n+l), da u(n+l) € M ~ {(u(l),...,u(n)}; for

det andet vil u(n+l) € M ~ {u(l),...u(n-1),u(n)} <

M~ {u(l),...,u(n-1)} . Imidlertid er jo u(n) det mindste element
i den sidstnzvnte mangde, hvorfor u(n) < u(n+l). Da de to ele~-
menter i fplge det foregdende ikke er identiske, er u(n) < u(n+l).
Det viser, at afbildningen u: n ~ u(n), u:R ~ M er strengt vok-
sende og dermed injektiv.

brug for fe¢rst at indse, at for alle n € R er u(n) > n. Dette
er gjensynlig sandt for n = 1. Antages at u(n) > n vil u(n+l) >
u(n) > n, hvorved ogsd u(n+l) > n+l. Induktionsprincippet sik-
rer, at egenskaben er opfyldt for alle n.

Lad dernast p € M. S vil u(p) > p. Det pdstds nu, at
pe€ {u),...u(p)}.

Er u(p) = p, er dette klart. Ellers er u{p) > p. S3 vil

p€{u(d),...,u(p~1)}. Hvis ikke mitte jo p € M ~ {u(l),..u(p-1)}. _

Men da u(p) = min (M ~ {u(l}),...,u(p-1)} mltte videre u(p) < p
i strid med, at u(p) > p. I alt vil p € {u(l),...u{p)}. dvs.
der findes et n € 8 (1 < n < p), s& at y(n) = p. Men si er u
surjektiv, altsd i alt bijektiv. Men si er M akvipotent med N.
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1V. DE REELLE TAL
Udvidelse af de nationale tal tif de neelle tal

Historisk indledning

De reeile tals historie er ikke langt fra at vare matematikkens
historie, for matematikkens klassiske discipliner er si snavert
forbundet med begrebet om og brugen af de reelle tal, at man
knap kan tale om det ene uden at tale om det andet. Der kan der-
for kun i et indledende afsnit af denne art vare tale om at om-
tale er par hovedpunkter i det historiske forlgb.

Allerede babylonerne var inde pd livet af (nogle af) de reelle
tal, men uden ‘at opdage det, dvs. uden at opdage at de adskil-
ler sig fra naturlige og rationale tal. Babylonernes behandling
af 2. gradsligningen (hvor de ndede meget langt) fgrte dem ud 1
kvadratrodsuddragning, ogsi i sammenhaznge hvor roduddragningen

leder til irrationale tal. Nir det ikke gav dem nogen problemer,

var det fordi deres interesse for matematik 1 mindre grad var
filosofisk end teknisk/praktisk. Den deraf fglgende resultat-
6rienter1ng bevirkede, at roduddragninger som ikke uden videre
gav et endegyldigt og eksakt facit, blev foretaget med tilnar-
melse, ofte med en ngjagtighed der var fuldt tilstrakkelig til

alle den tids beregningsformdl. F.eks. angav babylonerne VZ som
24 51 . lo

1+ %o + =5 + — ~ 1.41421297, hvor den "rigtige" tilnarmelses-

verdi med 8ette68ntal decimaler er 1.41421356.

En geometrisk fortolkning af dette resultat er, at 1 et kvadrat
med siden 1 kan diagonalen (der har langden ,
VZ) og siden ikke miles med den samme enhed,
dvs. der findes ikke noget linjestykke, der
gAr et helt antal gange op i bide siden og Ve
diagonalen (uden at efterlade en rest). De

to stykker er inkommensurable. Det fik gra-

kerne til at slutte at der ikke findes noget
tal, der midler diagonalen i dette kvadrat. Mere generelt drog

1

de den vidtgdende konsekvens, at tallene ikke egner sig som grund-

lag for en beskrivelse af alle dele af virkeligheden. De grund-

lagde derfor deres geometri pd betragtninger som undgik talmassi-

ge beskrivelser, men bestod i dybsindige og kunstfardige opera-

tioner med abstrakte st@rrelser og st¢rrelsesforhold. Dette skridt
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som fik gennemgribende betydning for matematikkens senere ud-
vikling kan vi desvarre ikke komme narmere ind pd her.

Imidlertid forlod jo kvantitativ omgang med virkeligheden ikke
dermed matematikkens historie, heller ikke hos grakerne. Nar
det ikke gjaldt om at lagge et logisk og filosofisk tilfreds-
stillende fundament for en matematikkens videnskabsteori, men
om at bruge matematikken til forskellige, herunder naturviden-
skabelige, formé;, drgmte heller ikke grzkerne om at undgd tal-
lene. Men p3d grund af de politiske og kulturelle omvaltninger

i Europa hen igennem det fg¢rste &rtusind af vor tidsregning
forsvandt avanceret matematik groft sagt ud af den europaiske
scene indtil middelalderen. Den forsvandt derimod ingenlunde ud
af verdenshistorien. Tvaertimod skete der i Kina, Indien og Ara-
bien en omfattende opbygning af dele af matematikken, fgrst og
fremmest af dens aritmetisk-~algebraiske sider (ordet algebra

er sddeles af arabisk oprindelse). Da disse kulturers landvin-
dinger (formidlet gennem araberne) blev opdaget og viderefe¢rt i
Europa i den tidlige middelalder overtoges et hgjtudviklet ap-
parat, som bl.a. indebar en hel del roduddragning, som kunne ud-
f¢res med vilkadrlig npgjagtighed. De "arabiske metoder" gav at
magtfuldt redskab, som man simpelthen ikke kunne afstd fra at
benytte sig af, selv om der mitte vaere filosofiske ugler i mosen.
At der var det blev nemlig klart om ikke f¢r (f.eks. ved las-
ning af Platons dialoger, navnlig Theaitetos) s& ved genopda-
gelsen i 1lloo-tallet af den antikke graske matematik, frem for
alt Euklid. Disse tekster havde, sk¢nt bortkommet/glemt i Eu-
ropa, overlevet og sat frugt i arabisk kultur og i arabisk o-
versattelse. De blev "tllbageoversat" til latin og grask i lg-
bet af 3rene 1200-1500.

Anfagtelserne gjaldt de irrationale tals eksistens. Ved irra-
tionale tal tanktes pd den tid udelukkende p& tal fremstillet
af rodudtryk af rationale tal. Et godt billede af dilemmaet
f&r man af dette citat fra Michael Stifel's (14872-1567) vark
Arithmetica integra (1544):

"Med rette bliver der om de irrationale tal disputeret om de
er sande tal eller kun fiktive. Thi ved beviser om de geome-
triske figurer har de irrationale tal stadig succes , dé&r hvor
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de rationale tal lader os i s;ikken,'ég de beviser netop
det som de rationale tal ikke kan bevise, i hvert fald ikke
med de bevismidler de byder os. Vi bliver altsd foranledi-
get, ja tvunget, til at medgive at de virkelig eksis&erer,
nemlig pa& grund af deres virkninger, som vi mgder som virke-

lige, sikre og stdende fast.

Men andre grunde foranlediger os til den modsatte péstand,
at vi nemlig m& bestride at de irrationale tal er tal. Nar
vi nemliqg forsgger at underkaste dem t®lling og at satte dem
i forhold til de rationale tal, finder vi at de hele tiden
undslipper os, sa at ingen af dem lader sig fatte ngjagtigt.
Vi bemzrker dette ved oplgsningen af dem, som jeg nedenfor
pd passende sted skal vise.

Men noget kan ikke kaldes et sandt tal, for hvilket der in-
gen ngjagtighed gives, og som ikke har bekendte forhold til
sande tal. Ligesom et uendeligt tal ikke er noget tal,.sd er
et irrationalt tal ikke noget sandt tal, fordi de si at sige
er skjult under en tdge af uendelighed (tilnarmelsesoperatio-
nen, m.a.), og forholdet mellem et irrationalt tal og et ra-
tionalt er dog ikke mindre ubestemt end det mellem et uende-
ligt og et endeligt."

I lgbet af renazssancen udmgntedes ﬁere og mere forestillingen
om de reelle tal som varende tat forbundet med det sikaldte
kontinuum. Stevin (1548-1620) siger: "Tal er det ved hvilket
stgrrelsen af enhver ting kan forklares." Og videre: "Tallet
er for stgrrelsen narmest som fugtigheden for vandet. Thi som
denne udstrazkker sig i det hele og i enhver del af vandet, si
udstrekker det til en stg¢rrelse tilordnede tal sig i hele stgr-
relsen og enhver del. Og som en kontinuerlig vandmangde mod-
svarer en kontinuerlig fugtighed, s& svarer en kontinuerlig
stgrrelse til et kontinuerligt tal." Newton (1643-1727) sat-
ter det siledes op: "Ved 'tal' forstdr vi ikke blot en mangde
af enheder, men snarere det abstrakte forhold mellem en vil-
kdrlig stg¢rrelse og en anden stgrrelse af samme natur, der an-
tages som enhed. Det er af trefoldig art: helt, brudent og ir-

rationalt; helt hvis enheden mdler det (dvs. gir op i det, m.a.),

brudent hvis en del af enheden som midler denne enhed flere
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gange, mdler det, irrationalt hvis det er inkommensurabelt
med enheden." (Détte er i virkeiigheden en moderne formu-
lering af Eudoxos' proportionslare, som den indgdr i Euklid's
elementer.) :

Men selv om man kunne danne sig intuitive forestillinger om

“Tde reelle tal som et kontinuum, var der stadig prébiemer med

at tillaggedem en hdndgribelig eksistens. I sin grundlaggelse
af den analytiske geometri foretog Descartes (1596-1650) en
identifikation mellem de reelle tal og en ret linje, hvorpd
der er givet en enhed, alts3d en tallinje. Derved bliver et
reelt tal identisk med et linjestykke. Spgrgsmdlet er sd hvor-
dan man kan indfgre algebrailske operationer pid sddanne linje~
stykker. Descartes besvarede dette spgrgsmil ved inddragelsen
af en rakke klassiske geometriske konstruktioner. F.eks. er
produktet af to linjestykker a og b den sikaldte fjerdepro~
portional til a og b, jfr. hosstdende b ab

1
figur.

I perioden indtil begyndelsen af 18oco-tallet grundlagdes, ud-
vikledes og udnyttedes den ny matematiske disciplin, infini-
tesimalregningen, i et s&8dant tempo og med en sidan succes,

at grundlagsproblemer i den ende af matematikken simpelthen
ikke fik fodfaste p8 dagsordenen. Den derved forbundne omgang
med de reelle tal bidrog til at sl3 deres eksistensberettigel-
se sdvel som deres praktiske uomgazngelighed fast med syvtom-
mersem.

Men hvad med deres eksistens? Som led i den begyndende afkla-
ring af matematikkens grundlag som fandt sted i begyndelsen

af 18oco-tallet, bl.a. i ke¢lvandet pd8 infinitesimalregningens
fremskridt, blev ogsd dette spgrgsmdl taget op. Et incitament
var dybere studier over granseovergange som blev gennemfgrt

af bl.a. Bolzano (1781~1848) og Cauchy (1789-1857). I Bolza-
no's bevis for satningen om at en kontinuert funktion pi et
afsluttet interval [a,b] mid antage vardien o i mindst &t punkt,
hvis f(a) og f(b) har modsat fortegn, opereres med en fortsat
halvering af intervaller, startende med [a,b] selv. Pointen

i beviset er s&, at da intervallangden gir mod o, md interval-




LA

lerne snavre sig sammen om &t tal. Men med hvilken ret kan

vi egentlig sige, at der findes et sddant tal falles for al-
le intervallerne? Bolzano formulerede dette som et princip,
og foretog bl.a. pd dets grundlag en opbygning af talsyste-
met. Cauchy var inde pd lignende tanker, da han formulerede
sit almindelige konvergensprincip, der i 1lg¢s formulering si-
ger, at hvis en talfplges elementer alle kan komme vilkarligt
tzt pd hinanden, blot man gidr langt nok ud i fglgen, vil fel-
gen have et tal som grznsevaerdi. Ogsd for Cauchy var der tale
om et ubevist princip, et aksiom. Et andet incitament var det
forhold, at de komplekse tal kunne forstds som par af reelle
tal. Denne forstdelse blev alment accepteret i 1830'erne, men
indebar at Sorteper gik videre til forstdelsen af de reelle
tal.

I resten af det 19. &rhundrede indgdr .s& afklaringen af de
reelle tals status i arbejdet med matematikkens grundlag.’Der
gives en rakke forskellige forslag til, hvordan de reelle tal
kan konstrueres ud fra de rationale, og derved opnd eksistens.
Weierstrass (1815-1897) foretog en opbygning baseret pd inter-
valindsnavringer, Dedekind &n baseret pa& de sdkaldte snit,
mens Méray (1835-1911) og Cantor uafhangigt af hinanden tager
udgangspunkt i at tillagge enhver sdkaldt fundamentalfglge en
gransevardi. Ogs& andre bud har varet givet, bl.a. af Hilbert
(1862-1943), der foreslog en aksiomatisk, ikke konstruktiv,
fundering af de reelle tal. Det viser sig, at disse bidrag,
skgnt meget forskellige af ydre, fgrer til det samme resultat,

dvs. det er - i en passende fortolkning'- "det samme" talomri-
de kommer ud af dem alle.

I den opbygning vi skal give, fglger vi Méray's og Cantor's
spor. Lad os inden vi tager rigtigt fat se narmere pd situatio-
nen.

I den hidtil foretagne skridtvise udvidelse af talsystemet har
hvert skridt varet karakteristisk ved, at visse narliggende op-
gaver ikke har kunnet lg¢ses i det indtil da etablerede talsy-
stem, men har kunnet lgses i det der fremgik af udvidelsen.
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De opgaver der fgrte til konstruktionen af de hele og de
rationale tal har alle varet af algebraisk art: Inden for
mengden af naturlige tal kan ikke enhver subtraktionsopgave
lgses, eller hvad der kommer ud p& det samme, ikke enhver
ligning af formen a + x = b, a,b € R har en lgsnihg i N.
Inden for de hele tal kan ikke enhver divisionsopgave lgses,
eller hvad der kommer ud pd det samme, ikke enhver ligning
af formen ax=b, a,b € Z, a ¥+ o, har en lgsning i 2. Derimod
kan alle algebraiske opgaver af denne type (division med o
selvEiplgelig undtaget) lgses inden for Q, forsynet med + og
+, der jo er et legeme.

Den udvidelse af det rationale talomrdde vi nu skal foretage,
er ikke udelukkende styret af behovet for at kunne lgse
visse ligninger, selv om heller ikke mangden af rationale tal
rummer muligheder for at lgse enhver ligning, f.eks. ikke
ligningen x2 = 2. Formilet med at udvide de rationale tals
legeme er at "plombere hullerne” i mangden af rationale tal.
Disse huller opst&r pd flere midder, hvoraf problemet med at
lg¢se en ligning som den omtalte fremviser &n. Det samme proﬁh
lem kan gives en geometrisk ikladning, som understreger "hul-
billedet". Vi betragter tallinjen
med en given enhed 1, og opsgger
det linjestykke, der er diagonalen

N

i kvadratet med siden 1. Anbringer
vi dette linjestykke pd tallinjen 1
ud fra begyndelsespunktet pd denne,

svarer linjestykket(s andet endepunkt) ikke til noget ratio-
nalt tal, jfr. tidligere bemarkninger i dette afsnit. I en
anden synsmdde opstir hullerne ved at visse fglger, som i in-
tuitiv forstand "burde" narme sig et tal, ikke g¢r det inden
for Q. Ser vi f.eks. pd fglgen

1 1 1 1
T-:-,l+1-—!+2—!-,...,l+l!+i-r+...+

'I—‘

1 +

? e ey

=]

hvor vi satter

l)—'

a, = 1 + %T L , n €N,

n!

er det klart at.(an)n er strengt voksende, da der i hvert

skridt lagges noget positivt til. P& den anden side er (an)n
begranset opadtil, f.eks. af tallet 3. Vi har nemlig dels
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at n! = 1+2.3 ...n > 1:2:2 ,.-2°= 2 , dels at
1 1 1 1 1
a =1+ 35 4...4 =5 <1+ ==+ = +...+ =
n l!, n! - 2° 2l 2n-l
1=(5)" 1

1+FT—- Sl+1_"g=3.

~Detwat~4aﬁaﬁ—pé—denneneﬂside—eréstrengt»voksende“oghpé~den~~4W~—— —

anden side opadtil begranset, kunne lede til en formodning om,
at (an)n burde narme sig en rational granseverdi (alle a -er-
ne er rationale). Man kan endvidere ret let vise, at der til
ethvert element r € 0, findes et n_, sd at for m,n > n, ga1-
der Iam - anl < r. Dette betyder 1lgst sagt, at “"langt ude i
folgen er a, o9 a vilk&rligt tatte pd& hinanden". Men faktisk
findes der ikke noget rationalt tal, som a, kommer vilkarligt
tet pd, langt: ude. {(Man kan vise, at a, > e hvor e er grund-
tallet for den naturlige eksponentialfunktion, og at e ¢ Q).

Hensigten med det fglgende er at udvide Q til en m@ngde, hvori
der ikke findes sddanne "huller". Vi har hermed formuleret os
en opgave fra analysen, dvs. et problem vedrprende granseover-
gange. Imidlertid ¢nsker vi, at den ma&ngde der skal konstrue-
res som udvidelse af mengden af rationale tal, pd naturlig mi-
de kan udstyres med mindst de samme algebraiske egenskaber som
Q, dvs. den skal organiseres som et ordnet legeme.

Lidt upracist ¢gnsker vi altsd at konstruere et cordnet legeme,
hvori mengden af rationale tal forsynet med +, ° og < kan op-
fattes som et ordnet dellegeme, og hvori enhver fglge som op-
fylder "for et vilkdrligt r € Q+ findes et skridt hnsides hvil-
ket forskellen (numerisk) mellem to vilkdrlige elementer er
mindre end r" har en grensevardi. Dette ¢gnske skal vi nu skri-
de til at realisere.
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ved L, forstds selvfglgelig L= (L€ L| £ >o}.
Ofte kaldes fundamentalfglger for Cauchy-fglger.

Vi ser at egenskaben (1) er den som fglgen (an)n,
- 1 1 1
an—l+ﬁ+ﬁ+...+5—-,n€n
i indledningsafsnittet postuleredes at besidde. At dette fak-
tisk er tilfaldet, fremgdr at det for m > n galder, at

- 1 1 1 _ 0 l=(n)™"
la,= nl (n+1>. ARSI o oo+ onel " (%) T
1

O Ha-m™™ < o,

som er mindre end ¢ for d% n (og m) som opfylder, at |
altsd alle n (og m) fra et vist trin. 2

Lag merke til at ¢ i (1) og (2) skal hentes fra L+, og ikke h?
som normalt i tekster om klassisk analyse, fra de positive reel-
le tal, R+. Dette skyldes selvsagt, at vi endnu ikke har R til
raddighed!

Leg i ¢vrigt merke til, at forskellen mellem (1) og (2) bl.a.
er, at (1) udtaler sig om , at langt ude i fplgen kommer elemen-
terne tet pd hinanden, mens (2) udtaler sig om, at de langt ude
kommer tazt pd &t bestemt element i L (et element som ingenlunde
selv behgver at vaere element 1 fglgen). Det er desuden vigtigt
at holde sig for gje, at spgrgsmilet om hvorvidt en fglge er en
fundamentalfglge (resp. er konvergent) alene angdr dens haler,
altsd dens elementer fra et vist trin. Hvis nemlig (a_ ) _ er en
fundamentalfglge (resp, er konvergent), vil enhver f¢?g8 (bn) .
der stemmer overens med (a_)  fra et vist trin vare en fundamen-
talfplge (resp. vare konve ggnt med samme gransepunkt som a).
(Kontrollér selv dette ud fra definitionerne (1) og (2)).
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Alment om ordnede legemer

Vi har brug for at lagge ud med at se narmere pd visse for-
hold i ordnede legemer i almindelighed. De resultater vi op-
ndr vil dels blive benyttet p4 de rationale tals legeme, dels
pd legemer som "kandiderer til posten som mangden af reelle
tal”. ’

I kapitel III s& vi, at i ethvert ordnet legeme (L,+,+,<) kan
der defineres en numerisk vardi ved ’

lal ={ a, hvis a > o a € L.

>
-a, hvis a <o '

Vi fremsaztter nu en almen definition, idet vi minder om, at

der ved en fglge fra en mangde M forstds en afbildning a: R ~ M,

og om at en sddan afbildning specificeres ved skrivemlden

(al,az,...) eller kort (a ) n' hvor a = a{n), n € N. Mengden

af fglger fra M betegnes med skrivemdden M .

Definition: Lad (L,+,-,<) v®re et ordnet legeme. En fglge (a )

fra L kaldes en fundamentalfglge, hvis

(1) ve € L+ ano € N vm,n € N: m,n > n, = lam-anl < €.

Det fanomen, at en fglge fra L narmer sig vilkarligt tat til
et element i L defineres pi fglgende mide:

Definition: En fglge (an)n fra et ordnet legeme (L,+,-,<) siges
at vare konvergent, hvis der findes et a € L, sd at

(2) Ve € L, ano €N vn € R: n > n, = Ian— al < ¢.

Hvis (2) er opfyldt kaldes a et gransepunkt for (an)n, og vi
skriver a, +a for n + = |

Det ses, at selve definitionen af konvergens indeholder, -at der
findes en kandidat til posten som graznsepunkt. For at kunﬁe
godtgdére, at en given fglge er konvergent mi man derfor pdvise
eksistensen af et gransepunkt.

Der galder et par sa@tninger, som er vigtige, men lette at vise:



Idéen i beviset er, at ndr a og b er forskellige md& der om hen-1"
T holdsvis a og b findes omegne, der er disjunkte (se figuren).

Og hvis fe#lgen skal vare konvergent mod bdde a og b, md der fin-
des to trin, sd at samtlige elemen-
ter fra det ene trin at regne lig-
ger i omegnen om a, og samtlige e-
lementer fra det andet trin at req-
ne ligger i omegnen af b. Derved ma
samtlige elementer langere ude end
begge trin ligge i begge omeqne. Men
de er disjunkte, s& det kan ikke la-
de sig gere.

Sztningen fortzller, at det er mindst lige s& svert at vare en i
konvergent fglge, som at vare en fundamentalfplge. Beviset beror
nd den idé - jvf. fiquren - at nér
samtlige elementer fra et vist trin
ligger tat pd et bestemt element,
nd de ligge "halvt s& tet" pad hin-
anden.

la_-a_| <

|am-a|+|a—anl

Sztning IV.1 Hvis (an)n er en konvergent fglge i det ordne-
de legeme (L,+,+,<) har (an)n &t og kun &t gransepunkt.

Bevis:

Antag, at (an)n har bide a og b som grensepunkt, hvor a # b.
SK”ér'TEA:_SF—Tfiﬁ‘Eettég’zg—ghgTE_l‘B[ viI?EAQA?;—z_TE':'bf.*’
Da a, »~aoga - b for n - =, findes et n, €N og et n, € N,
sd at '

1

vn € N: n>n = la - al < e
og
vn € R: n > n; = la - bl < sao.
Det betyder, at for n > max {n_,n,} vil bide

la_ - al < kco og la

n - bl < %co,

n
og dermed

la - b! < ta_ - + la_ - < .
< a al l n b! €5

Da altsd bade la - bl < €, 99 la - bl > €y hvilket er i strid
med ordningens trichotymi, fremstdr en modstrid, der skyldes

antageisen om a's og b's forskellighed. Hermed er s@tningen
bevist.

Setning IV.2. Hvis en fglge er konvergent i det ordnede ler
geme (L,+,-,<) er den ogsd en fundamentalfglge.

Bevis:

Lad (an)n vare konvergent med gransepunkt a € L, og lad ¢ € L+

vaere givet. S& findes 1 kraft af konvergensen et n, i N, s3 at

VRER: n>n = ta_ - al < %¢.
2 ng n

Er derefter m,n > ng vil

- al < - <
lay ] Yt og ta, al ke,
hvorfor
a - < - al + la_ - al < ¢,
la al <la -a n £

Altsd vil for alle m,n > no

lam - anl < €. Q.E.D.
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Satningen udtrykker, at en fundamentalfsélge ikke kan komme

vilkdrligt langt omkring i landskabet.
til et givet ¢ (f.eks. = 1) findes et trin ng» sé at alle ele-

menter ligger tattere end € p&d a,
Og da elementerne Ny

ayseccag g
kun udggr en egdelig skare, er hele
fplgen begranset.

Heraf ses, at c(a ) = (¢) (a )
fplge bestiende aFf Putter B'el.P

hvor (c)n

Idéen 1 beviset er, at

er den konstante

1,
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Satning IV.3. Enhver fundamentalfglge i et ordnet legeme
(L,+,+,<) er begranset, dvs. der findes et g € L, si at

(3) vn € N: Ianl < g.

Bevis:

Da,(an)n er en fundamentalfglge findes et ng € R, s at
vm,n € N: m,n > n = la -alt«<1

(svarende til ¢ = 1). Specielt galder, at

YneEwNW: n>nw=tla -a |<l.
= n ng
Men sd vil for alle n > n,
la |l = l(a_ =-a_ ) +a_| < la -al +la_ 1<l + la_I.
n n -
n ° n, n, n n, n,

For n < n vil s3 meget mere

lta t < max{laol, Iall,...lanol, 1+ Ianol},
hvoraf fglger, at med g = max{laol,lall,...lan 1, 1 + lan I} wil

(] o]
vn € §: la | <gq,

hvilket beviser sztningen.

P4 en naturlig mide defineres nu to kompositioner + og . 1 LN
‘ R

ved at vi for vilkdrlige (an)n og (bn)n iL satter
fay, + (b)) =(a +b),

altsd den fglge hvis vardi pd n er lig a, + bn' n €N,

o9
iinln—i—ihnln = (anbn)n

altsd den fglge hvis vardi pd n er lig anbn, n € N,

Endvidere satter vi for éthvert c €L
S—(gn)—n = iginln’

altsd den fglge hvis vardi pd n er lig ca ., n € R.

Med disse definitioner galder

Satning IV.4. (a) Hvis (an)n og (bn)n er fundamentalfglger i
det ordnede legeme (L,+,:,<) er ogsd (an)n+(bn)n, (an)n-(bn)n
og for ethvert ¢ € L c(an)n fundamentalfglger i L.
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(b) Hvis ?(an)n og (bﬁ)n er konvergente fglger med gransepunk-
ter henholdsvis a og b 1 L er ogsd (an)n+(bn)n og (an)n:(bn)’.n
og for ethvert c € L, c(an)n konvergente fglger i L med gran-
sepunkter henholdsvis -a+b, ab og ca.

Bevis:

I beviset for (4) benyttes pd afggrende mdde, at enhver fun-
damentalfplge er begranset, idet dette forsvner os med en g¢gv-
re granse for |b_ | og lanl , der ikke kommer til at forstyrre
den samlede vurd@ring af differensen.

HGis'(an)A’og_fbn)n efifuﬂaaﬁentaifblger har vi for et vilkir-

ligt ¢ € L,, at der findes et n,og etn iR, si at

vm,n € N: m,n > n, = la -al <k
og
vm,n € N: m,n > ny = Ib ~-b 1 < k.
Sa vil
vm,n > max{n_,n,} = ay + b)) - (a + bt <

- + - - < + =
Iam al lbm bnl e e €,

hvilket viser, at (an)n + (bn)n er en fundamentalfglge.

Vi har endvidere
(4) lambm - anbnl = I(am - an)bm + (bm - bn)anl <
lam - anllbml + lbm - bnllanl.
Da (an)n og (bn)n ved at vazre fundamentalfglger et begransede
(S2tning IV.3.) findes 9y 99 9, > o, sd at
vn € R: lbnl 249; o9 Ianl <9,

Dernast findes n} og nj i N, sd at

In

- 1 -
vm,n € N: m,n > n' =» ja a l <
og
. ’ -
Ym,n € N: m,n > n; = Ib b ! <

[
Q
[

Jo

N
u
N

S84 vil pd grund af (4)
: - £ =5
vm,n € R: m,n > max{né,ni] = lagb -ab| < g, + 9,
= £ ’
hvilket viser, at (an)n'(bn)n er en fundamentalfglge.
Hvis ¢ = o er c(an)n = (o)n, der oplagt er en fundamentalfglge.
= lc

Idet Icam ~ ca_l

- a i [o] [o}
a llam nl, vil nar +

lca - ca | < g,
m n
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I et fuldstendigt legeme er pr. definition en félge konvergent,
hvis den er en fundamentalfglge. Det betyder i praksis, at i

et sddant legeme vil en underspgelse af konvergens af en given
fglge ikke krave tilstedevarelsen af en gransevardikandidat.
Dette er bekvemt, for si vidt som man sjzldent vil have en s&dan
kandidat ved h&nden. I stedet kan man ngjes med at foretage en
vurdering af afstandene mellem elementerne i fglgen.

Undertiden ser man i litteraturen dette faktum om fuldstandig-
heden omtalt som, at det almindeliqg,konverqensnrincio galder.

Leag m®rke til, at denne konstruktion lader sig udfgre for et-
hvert legeme L, altsd ikke bare Q. L&a endvidere marke til, at
alle argumenterne i det fplgende er holdbare ogsi i en sidan
mere almen situation, bortset fra dem der vedrgrer kommutativi-
teten af - , der kraver, at L selv er kommutativt.
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[

blot Iam anl < TeT ¢

hvoraf det umiddelbart fremgdr, at c(an)n er en fundamental-
folge.

Hermed er (a) bevist. Beviset for (b) foregdr efter helt sam-

me retningslinjer og overlades til laseren. Q.E.D.

Konstruktion af de reelle tals legeme

Det er afggrende, at der ikke i ethvert ordnet legeme galder
det omvendte til Satning IV.2, altsi at enhver fundamentalfglge
er konvergent. Det er faktisk netop den:skavank ved de ratio-
nale tals legeme den nedenfor gennemfgrte udvidelse skal tjene
til at afhjalpe.

Definition: Et ordnet legeme, hvori enhver fundamentalfplge er
konvergent kaldes et fuldstandigt legeme.

Betragter vi et rationalt tal r, findes der adskillige fglger
fra Q der er konvergente med r som gransepunkt, nemlig f.eks.
alle fglger (an)n’ hvor med et eller andet k 1 R, a, =r for
alle n > k (specielt fglgen (an)n, hvor a =r for alle n € R).
Hvis vi lader et rationalt tal reprasentere af mangden af samt-
lige fglger, der konvergerer mod dette tal, har vi kimen til en
udvidelse af Q. At &n fglge representerer samme rationale tal
som en anden, kommer nemlig ud p& (se Satning IV.4. at deres
differens konvergerer mod o. Et "hul" i Q kan derefter naturligt

- reprasenteres af mangden af samtlige fundamentalfglger hvis dif-

ferens med en given fundamentalfglge (som “"burde" konvergere 1
Q men ikke g¢r det) konvergerer mod o.

I det formelle system gir vi frem pd fglgende mide:

Lad F vare mangden af fundamentalfglger fra Q, altsd

I
F=1{(a) €0 !(an)n er en fundamentalfglge).

Med kompositionerne + og - indfert i Qlq som ovenfor 1 LN, bli-
ver (F,+,+) en kommutativ ring med &telement.




Hvis det legeme L, som konstruktionen tager udgangspunkt i -

jvf. side 149 - ikke

er en ring med etelement, ikke at den ogsd er kommutativ.

N&r (F,+,.) ikke er
ler ikke et legeme.

er kommutativt, kan vi kun slutte, at (F,+,-)

en integritetsring, er den selvfglgelig hel-

At + 0og ° er éﬁébilg felger af, at summen og produktet af

to fundamentalfglge er en fundamentalfglge. Endvidere er

(ta ) + (bn)ni * e ) = (a+ b} + e ) =

((an+ b ) + cﬁ)n = (a  + (bn+ cn))n = (an)n + (b _+ cn)n -
R ,(,,an,,),n,: ((bn)n T (cn)n) - —_

og -

(an)n * (bn)n = (an+ bn)n = (bn+ an)n = (bn)n + (an)n'

Fglgen 0 = (o)n bestdende af lutter nuller, altsid den kon-

stante afbildning af R ind i {o} € @, der ibenbart tilhgrer

(an)n € F g=lder:

(an)n + 0= (an)n * (o)n = (an+ o)n = <an)n'

ber helt parallelt med den netop prasenterede for +.

Endvidere er - distributiv m.h.t. +, idet

((an) + (bn)n)-(cn)n = (a + bn)n'(cn)n = ((an+ bjc ) =

n n n
(ancn+ bncn)n = (ancn)n + (bncn)n = (an)n.(cn)n + (hn)n.

Fglgen 1 = (1)n bestdende af lutter l-er, altsd den konstan-

te afbildning af N ind i {1} € @, tilhgrer klart F og er

gegtialt_eiemegt_vgd_-, idet for ethvert (an)n € F
(an)n'1 = (an)n'(l)n = (an-l)n = (an)n.

(

)

c
n

Hermed har vi indset, at (F,+,+) er en kommutativ ring med &t~
element. Den er imidlertid ikke en integritetsring, idet nulreg-

len ikke gzlder. F.eks. er

() "(b) =0,

hvor
a = 1 for n = 0,1
n o forn > 2
og
o for n= 1
by, = {
n

o,
l forn>»> 2
n)n

hvorved (a_ ) og (b begge tilhgrer F ~ {0}.

nn

Vi skal nu indfg¢re en zkvivalensrelation i (F,+,*), idet vi

vil

n*



regne to fplger for skvivalente, hvis deres differens er kon-
vergent med o som gransepunkt (heraf fglger selvsagt ingenlun-
de, at nogen af de to fglger selv behgver at vare konvergent).

For overskuelighedens skyld udskiller vi f¢rst mangden O;
] . 0 = ((an)n €F | a - o for n - w} c F.

Elementerne i O kaldes for nulfglger. (NAr vi bruger benavnel-
sen nulfglgen tanker vi altid pd fglgen bestdende af lutter
nuller, altsi 0.)

Herefter defineres en relation i F ved:

Definition: Ved for vilkirlige (an)n og (bn)n i F at fastlzgge
(5) (an)n ~ (bn)n L4 (an - bn)n €0

defineres en relation ~ i F.

. Denne relation ~ er en &kvivalensrelation,

I disse betragtninger benyttes et par gange Saztning IV.4. hvilket ses af, at for vilkadrlige (a ) ., (b } o9 (e ) L F

n n'n
gzlder

(an)n ~ (an)n, da (an - an)n = (o) € o,
af at
(an)n ~ (bn)n - (bn)n ~ (an)n, da a - bn -+ o for n » o af-
stedkommer, at b - a_ = -(a_ - b_ ) » o for n » o, hvilket

) n n n n

i viser, at (bn - an)n € o0,

] . | og af at

(an)n ~ (bn)n A (bn)n ~ (cn)n - (an)n_~ (cn)n, fordi

an - bn -+ o og bn - € -+ o for n - o medfgrer, at
- (an - cn) = (an - bn) + (bn - cn) -+ o for n » », hvilket vi-
ser, at (a_=- c ) € O.
) n n'n

Ekvivalensrelationen ~ harmonerer med + og - 1 F.

. ' 7 : Af (an)n ~ (bn)n og (a;\)n ~ (br'I)n sluttes nemliqg, da a. - bn - 0
og aé - bé -+ og for n » =, at
a, + a;) = (b, + bé) = (an - bn) + (a] - bp) = o for n » o,

: ' - '
hvilket vil sige, at ((an)n + (an)n) ((bn)n + (bn)n) € 0.
t ~ [
Men det betyder netop, at (a ) + (a') ~ (b)) + (bf) , altsd
at ~ harmonerer med +.



I det generelle tilfalde bliver F/~ kun en ring og (Q%*, +,-) —
kun et legeme.

I bevisetrfor at ~ harmonerer med . skal vi benytte, at enhver

fundamentalfglge er begranset. Vi finder
- Eres S - ] B [ . -
ahaa bnbﬁ (an bn)an + bn(an bA) -+ o0 for n + o,
idet begransetheden af (ar'l)n og (bn)n bevirker eksistensen af

granser g og G fra 0, si at

| - 1 - [ )
!anan bnbnl < Ian bnlg + lay bnl G <

- L 3}
max(g,G}(lan bnl + lay bnl),

hvorefter vil til cEIQ+ kan finde n, og n € N, sd at

1

. ] - £
vn € N: n > no - 1an bnl <'2max 357G

og . .
. - €
vn € N: n 2 nl - la.;1 b;)| < mg—'@- .
Med disse vurderinger til ridighed slutter vi s&, at

vn € N: n > max{no,nl} - (Ian - bnl + laé - bél) max{g, G}

’

hvilket viser, at (an)n(ax‘,‘)n - (bn)n(bx‘\)n € 0. Vurderingerne
- L - t -
undervejs af la, - bl og lan bnl beroede p& at (an bn)n €0

i - ]
og tilsvarende med (an bn)n'

. . ' )
I alt har vi fundet, at (an)n(bn)n (an)n(bé)n, hvilket ud

trykker, at ~ harmonerer med -.

P& grund af harmonien kan kompositionerne + og ~ overfgres til
kvotientma&ngden F/~, der derved bliver en kommutativ ring med
ételement E (klassen der indeholder 1 = (l)n), og hvis nulele-
ment er klassen O bestdende af nulfglgerne. Vi bruger betegnel-
sen Q* for F/~, elementerne i Q* betegnes med bogstavet @, og
det element hvis reprasentant er (an)n € F betegnes med ¢

(a_) -~

n'n

Idet vi ogsd benytter betegnelserne + og - for kompositionerne-

i Q* , ¢gnsker vi at vise, at (Q*,+,:) er et kommutativt legeme.

I betragtning af at vi allerede ved, at (Q*,+,:) er en kommuta-
tiv ring med &telement, mangler vi blot at vise, at ethvert
element forskelligt fra O har et inverst ved -.

Lad derfor O(a y veare et vilkdrligt fra O forskelligt element
i Q*, dvs. et 818ment for hvilket (an)n ikke er en nulfglge.
Vores opgave er at bestemme et (bn)n € F, si at
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At vise (6) forudsatter, at (ap)p ikke kan - have o pd alle plad-
ser fra et vist trin; thi havde den det ville jo ogsd fglgen
(apb,)y have o pd alle pladser fra et vist trin, hvilket ville
forhgndre (6) 1 at galde. Vi mid derfor mindst kunne godtgere,

at enhver fundamentalfglge, der ikke er en nulfglge, md have
alle sine elementer forskellige fra o fra et vist trin. Dette

er en konsekvens af S®tning IV.5., der desuden giver et noget
skarpere resultat.

Det kan betale sig at investere lidt energi i at forstd satnin-
gen til bunds. Den bruges uafladeligt i det fplgende, idet ind-
fgrelsen af en ordning pd Q* tager udgangspunkt i denne satning.
I lgse vendinger siger den, at der for en fundamentalfglge fore-
ligger tre muligheder: enten er den en nulfglge, og hvis ikke

er enten alle dens elementer fra et vist trin stgrre end et vist
positivt tal, eller ogsi alle mindre end et vist negativt tal.

Bemzrk i gvrigt, at hvis (ap)n opfylder den ene af (7) eller (8),
vil -(a,), opfylde den anden.

For at forstd idéen i beviset md man forstd indholdet i udsagnet
(9). Det er at der for ethvert nummer findes et element langere
ud 1 fglgen som er numerisk stgrre end et vist ¢,. Sammenholdes
nu det med at elementerne fra et vist trin ikke gan afvige
(numerisk) fra hinanden end %¢g((aj)y er jo en fundamentalfglge),
md alle elementerne vare numerisk stgrre end %e, fra et vist
trin. Da elementerne skal vare tattere pid hinangen end %eg fav.t.
kan det ikke lade sig gg¢re at nogle ligger over %t, og andre .un-
der -%e,. Altsd er kun den ene mulighed til rddighed. Situationen
kan illustreres siledes:

o ke 42 = \ 

€ . N -e fOp—

° o\ v .

3

-

S (8) '-
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E=0 = Q . ® = 9 '
(l)n (an)n (bn)n (anbn)n
hvor det er det andet lighedstegn, der her er det interessante.

Med andre ord skal vi bestemme (bn)n € F, s& at
(6) ab - 1 -+ 0 for n - e,

Dette sker ved hj=zlp fglgende vigtige resultat, der ogsi spil-
ler hovedrollen i mange af de kommende argumenter.

Sztning IV.5. Om en fundamentalfglge der ikke er en nulfpl-
ge (dvs. ¢ 0), (a) galder &t af to, (7) eller (8), men ik~
ke begge dele:
(7) pDer findes et g € Q_ og et n, € N, si at

vn € N: n > n,=g<a

nl

eller .
(8) Der findes et g € Q_og et n € R, ad at
vyn € R: n > n,=a < -g.

Bevis: )

Det er oplagt, at (7) og (8) ikke kan galde samtidig, da sa
samtlige fglgens elementer hinsides et vist skridt skulle vare
bdde positive (7) og negative (8).

Da (an)n ikke er en nulfglge, md der findes et ¢ € Q+, s& at

9) vp € R 3 € N: la_ | > ¢
(9) vp n, n,2p Alda, 12

(dette er blot negationen af den egenskab der definerer medlem-
skab af 0).

o

P& den anden side er (an)n en fundamentalfglge, hvorfor der
findes et ng € N, si at
(lo) vm,n € R: m,n > n, = Iam - anl < kco.

Af (9) fglger si, med p = n_, at der findes et n; > n,, s& at

1

lanll > e, dvs. (a) anl > ¢, eller (b) a"l < -t
Men s& er, p3 grund af (lo), med n, i m's rolle

o

o

vn € 8: n > n, = lan1 - anl < 8:0,

eller anderledes udtrykt

v : > - - +a <a_ <k +a.
n€R:n>ng %co n ny k ° n

Hvis (a) galder har vi
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Omskrivningerne udnytter, at Q er kommutativt. Hvis vi arbej-
dede i et ilkke-kommutativt legeme, mAtte vi gere lidt flere
krumspring:

_ _ -1 _ -1, _ -1 _ ~1 _ -1 - -
Ibn bml = Ian a. { = Ian (am an)am { = Ian llam anllam
Desuden skulle vi i stedet valge n;. s& at

vm,n € N: m,n > n, = lam - anl < aeq,

1
sdledes, at vi langere nede ville finde
b - bl < g geag™! = ¢.

4
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v : > - <-a_ < +
n € N: n > n, £, < n, 5;0 a..

altsd

H > -» >
vn € N: n > n, a, 7550,

og- hvis (b) gazlder:

: > » - + a < a < -
yn SJE,_n 2 g %eo n AnI,‘“vfoiﬁﬁ__,y_____.ﬂ I

altsa

vn € N: n > n, = a, < -keo.

Sattes g = sco, fplger satningen. Q.E.D.

Med stgtte i denne satning kan vi g4 i kast med til (an)n € F~O
at bestemme en fglge (bn)n € F, s& at (6) er opfyldt:

anbn -1 -0 forn=ow,

Lad g € Q+ og ho € R vare bestemt 1 overenstemmelse med Satning
IV.5. ( svarende til (7) eller (8)). Vi satter nu

]

b = { 1l for n<n

n o
1/a_ for >
/ n n>ng,

(dette er muligt, da én + o for n > ng i kraft af (7) eller (8),
og da (Q,+,+) er et legeme). Kan vi vise, at (bn)n er en funda-
mentalfplge, er vores opgave lgst, eftersom

a forn< n
b = { n ()

1 for n > ng
hvilket medfgrer, at anbn - 10 forn-»w,
At (bn)n er en fundamentalfglge ses sdledes:

Lad ¢ €Q+. For m,n > n., hvor n, er det ovenfor bestemte tal,
er

_ -1 _ -1, _,.-1-1 _ - -1 -1 _
Ibn bml = lan am | = Ian an (am an)l Ian a, Ilam anl.
Da laml > g og Ianl > g i kraft af (7) eller (8), er
—la-l 1 -2

Iamn|<;§=9;

og da der findes et n, € N, s&d at

1
2
Vm,n € N: m,n > n; = |am - anl < g“e,
vil i alt
vm,n € N: m,n > max{n_,n,} = Ib_ - b | < g 2(g%¢) = ¢
! ¢ etz o'l n m g 19 '

hvoraf det fremglr, at (a,) er en fundamentalfglge.
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Denordning vi agter at indfgre p&d Q* , tager udgangspunkt i
Setning IV.5., der jo for enhver fundamentalfglge (a,),, der
ikke er en nulfglge, skelner mellem to tilfzlde, der ikke kan
indtraffe samtidig, nemlig (7) og (8). Hvis (ap), er konver-
gent med gransepunkt r € Q, galder &benbart, at Rvis r € Q,,
md tilfelde (7) indtrade, mens tilfzlde (8) indtrader, hvis

r € Q9 (da (a)) ¢o, mdr # o).

Eftersom vi i kraft af den isomorfi, som vi senere skal udpe-
ge mellem (Q,+,) og et dellegeme af (Q*,+,-) identificerer

Q med det dellegeme af Q* som bestdr af de klasser der har
konvergente fglger (med rational gransevardi) som deres repra-
sentanter, er det narliggende - hvis ordningen pid Q* skal udvi-
de ordningen pd Q - at lade den have den egenskab, at hvis

for et r € Q+ an - r for n » », tanker vi pd (an)n som posi-
tiv, og hvis for et r € Q_ a_ - r for n » =, tanker vi pi fgl-
gen som negativ, mens vi selv?wlgelig tenker pd den som nul,
hvis a =-o for n + e,
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Men s& har vi indset, at med (bn)n defineret som ovenfor mavnt
er (bn)n € F og o(b ) invers til o(a y
n’'n n'n

Sammenfattende har vi nu godthjort, at (Q*,+,-) er er kommuta-~
tivt legeme. Der resterer endnu tre spgrgsmil:

1) vi skal have (Q,+,-) indlejret som dellegeme af (Q*,+,-).
2) vi skal ggre (Q*,+,:) til et ordnet legeme med en ordning <
der udvider ordningen < fra Q, og

3) vi skal vise, at (Q*,+,-, <Q‘) er et fuldstendigt legeme.

Disse bestrazbelser indfries gennem Setning IV.6., der vises ne-
denfor. Fg¢rst skal vi dog have indfgrt en ordning <Q‘pé Q* ved

Definition: Der defineres en relation <Q* pd fglgende made

Lad 01 og ©, vare vilkérlige elementer i Q* med reprasentanter
henholdsvis (bn)n og (an)n fra F. S& sattes

(11) ol >Q‘ 02 © (bn - an)n opfylder (7), (dvs.
& der findes et g € Q+ og et n, € K, si at
Yn € R: n > n, = bn -a > g.)

For at kunne tillade os at omtale (11) som en definition mi vi
godtggre, at hvis (aﬁ)n og (bﬁ)n er andre reprasentanter for
henholdsvis @, og ®,, gazlder

L4 > 14 o O > 40 @
(bn)n Q* (an)n (bﬁ)n Q (aﬁ)n'
eller med(brug af (7): fglgen (bn - an)n opfylder (7) hvis og

kun hvis (bé - ax")n opfylder (7).

At det forholder sig sddan ses sdledes: Lad os antage, at
(bn - an)n opfylder (7). S& findes et g € Q+ og et n, € N,

sd at
¥n € R: n>n_ =b - a > g.
) =~ o n n
] ~ ] ~ 1 -
Da (an)n (an)n og (bn)n (bn)n, vil al a - o og
b' - b < o for n +» ». Derfor findes n, og n, 1 N, s at
n n s 1 .2
. - g v °
Vn € R: n > n, - 3 < a) a <3
og
: -9 [ g
VYn € R: n > n, = 3 < bn bn < 3
Men si vil for ethvert n > max(nolnl,nz}:
T - gt LI - -al _2 _9.:.9.
bn 8p (bn bn) * (bn an) + (an an) > 3 t 9 3 3

Dette viser, at der findes et g' (nemlig g' = %) og et né

Q*’
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- ',= .
(nemlig n! max(no,nl,nz} ); s3 at
Yn € N: n > n' = b' - a' > g°',
= "o n n
hvilket netop udtrykker, at (ba - éé%lopfylder (7). Da - |

(bn - anf; og (b; - a;‘)n indgdr symmetrisk i problemstillin=-
gen, kan vi tilsvarende slutte, at hvis (b; - a;l)n opfylder

(7) gelder det samme an - a.)

DU, Tt T, e e —

Vi er nu rustet til at vise Satning IV.6., idet vi fra nu af
— betegner elementerne i Q* med smd graske bogstaver.

a2lder:
Som ved tidligere tilsvarende lejligheder benyttes 1) til at g €

identificere (Q,+,:) med et dellegeme, (Q',+,:) af (Q*,+,.). 1) Der findes et dellegeme (Q',+,-) af (Q*,+,-) som er iso-

I
‘ Setning IV.6. Med legemet (Q*,+,-) opbygget som ernfor
! morft med (Q,+,-).

Ordningen < p3d Q' defineres ved: a < B & r < q, hvor qog r
er de entydigt bestemte elementer i @, for hvilke a = @(q)

og B = ¢(r), og hvor ¢ er den isomorfi som etableres i kraft
af 1). . en trichotymisk, irrefleksiv ordningsrelation, der udvi-

: 2) Den ved definitionen af <0 ‘bestemte relation pi Q er

der < pi dvs. opf
Ad 2): Hvis i det almene tilfalde L ikke er kommutativt, ma der < pa Q, dvs. opfylder

(14) suppleres med, at ogsd vya >Q* YB8. ] (12) Va,BEQ': a > 8 @ « >Q* B,
Ad 3): Dette punkt udtrykker, at vilkirligt tat pi ethvert ele- hvor < er den ordning pd Q', der overfgres ved isomorfien
ment i Q* findes der elementer fra Q. fra 1) fra Q.
' Ordningen <Q harmonerer med kompositionerne + og . i
: (Q*,+,-), dvs.
‘ (13) Va,8,vy € Q*: « >q* Bea+ Y > o> B + Y
og :
(14) Va,B € Q* VY €Q* ~ {0}: a >g% BAY 254 0= ay >gx BY.
3) Q' er tat i Q%, dvs.
(15) va,B € Q* 3y € 0': a < ¥ < B,

4) (Q*,+, -, <Q*) er et fuldstandigt legeme.

Bevis:

Det skal ikke nagtes, at beviset er en stgrre sag. De fleste
punkter er dog nogenlunde simple anvendelser af de foregdende
udviklinger. For punkt 4)'s vedkommende skal man dog holde tun-
gen lige i munden.

Vi starter med 1):

Afbildningen ¢: Q ~ Q* , defineret ved
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er en 1injektiv homomorfi fra Q til Q*.

den kanoniske -
Q* = F/~ Thi at ¢ er en homomorfi fg¢glger af, at der for vilkarlige

homomor £ q,r € Q galder:

CLrE) = @ qury P+ ) T Pt Oy T etare)
nte og n n n n n
F .
elar) = @y = %@ (o T Y Py T OO
Injektiviteten ses af:
Idet vi - se figuren - satter ¢(r) = (r) (= den til r svarende Hvis
konstante fglge), og lader «k vare den kBnoniske homomorfi fra [} = @(g) = P(r) = & ’
F til F/~ er ¢ = nox . Da n og x er homomorfier er ¢ det ogs&. (a) (r)

er (8)n ~ (r)n, hvilket begyder, at g - r - o for n - o™,

Da imidlertid q - r er konstant, kan dette kun indtrzffe,

hvis q = r (ellers kunne vi ikke til f.eks. €= 4lgq - rl be-

stemme noget ng sd at |lq - r|l <¢ for alle n > no).

injektiv homomorfi er en isomorfi ind i billedmzngden. Der-

' for er 9: Q9 ~ 9(Q) = Q* en isomorfi fra legemet (Q,+,-) til

dellegemet (¢@(Q),+,-) af Q¥ Satter vi Q' = ¢(Q), er altsé&

{(0',+,+) et med (Q,+,-) isomorft dellegeme af (Q*,+,:). Det be-
stdr af alle de klasser hvis reprasentanter er fg¢lger der kon-
vergerer 1 Q. Hermed er 1) bevist.

Lag merke til, at hvis en fundamentalfglge er akvivalent med en : En
konvergent fglge, er den selv konvergent. (Prgv selv efter).. i

Dernest vender vi os mod 2):

Thi for vilkdrlige . Q*-elementer a,f € 0* og reprasentanter
i for dem henholdsvis (an)n og (bn)n galder i kraft af Satning
IV.5. enten at (bn - an)n er en nulfe¢lge, { hvilket tilfal-

de a = © a) = O(bn = B, eller at (bn - an)n opfylder (7),
: altsd pr. definition T11), at B==0(b ) >Q*°(a )
' som den sidste mulighed, at (bn - anTnnopfyldgrn(B). I dette

= @, eller

sidste tilfzlde vil (an - bn)n opfylde (7), hvoraf vi slutter,

at a = = f. Det var trichotymien.

[+ >. 4@, , = B. Det var trichotymie
(an>n Q (bn)n

At <Q* er irrefleksiv folger af, at (an - an)n er en nulfe¢lge,

hvilket i kraft af Sztning IV.5. er uforenligt med, at fg¢lgen
opfylder (7) eller (8B).

at § > a,er ogsd let at indse,

At relationen <Q‘ er asymmetrisk , at altsd o > B forhindrer,

fordi repra@sentanterne (an)n og (bn)n for henholdsvisaog 8
pr, definition ((l11)) md opfylde, at (an - bn)n opfylderxr (7),
hvilket (S®@tning IV.5.) er uforeneligt med, at (bn - an)n op-~

fylder (7).
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Hvis « >Q* B og B >Q“rog (an)n, (bn)n og (cn)n er reprasen-
tanter for henholdsvis q,E og Y, vil L;n - bn)n opfylde (7), «

. og ligeledes (bn - cn)n' S& findes henholdsvis go og gl i Q+
°g n_ ©og n i R, s34 at

Det overlades til laseren som en gvelse at indse, at ogsd den
til <4, svarende refleksive ordning < ,, er en udvidelse af <,
dvs. “at der for a,B € Q' galder: a < f e a 5()* B. -

¥Yn € R: n m _=ma =-b _>g . . - S . [ ——
: = n n (]
og
Vn € R: &n > nl - bn - cn > 9y
= ' =
Men 83 vil med g = g°+g1 °g n/ max{no,nl}
- L] - = - - =
¥Yn € R: n > nl = (a - &) (a = b)) + (b, c.) > g +9, g.

- Det viser, at (an - cn)n opfylder (7), at altsd a >Q‘ Y.

m3let. For at vise (12) skal vi fgrst sl& fast, at a,B € Q' pr.
definition af § betyder, at der findes q og r € Q, si at

o= (q) = O(q,n og B = ¢(r) = o(r)n.—

Og at a>B er ensbetydende med, pr. definition af < i Q', at
q > r betragtet i Q.

Argumentet gir herefter sdledes: At a >Q* B betyder ((1ll1l)),
at (q - r)n opfylder (7). S& findes et g € Q+ og et n, € N,
sd at for n > n, vil (q - r) > g. Heraf fglger umiddelbart,.
da denne ulighed vedr¢rer tal i @, at g > g + r > r, hvorved
q > r, der netop er betingelsen for at a > f i Q'. Vi har
dermed vist, at hvis « >Q‘ B s4 er ogsd a > B i ¢'.

Exr omvendt a > B i @', dvs, g > r, kan vi ved at sztte
g = %(gq-r) og n, = 1 konstatere, at
¥n € R: n > n,=q-r1>g,

hvilket viser, at (q-r)n opfylder (7). Men sid er a > B.

Qt
Hermed er (12) vist.

bevise:

Fgprst (13): Lad @®,B og Y have reprasentanterne (an)n, (bn)n

og (cn)n respektive. S4a er a >Q* B ensbetydende med, at -
(an - bn)n opfylder (7). Tilsvarende er a + Y >Q‘ B + v
ensbetydende med, at fe¢lgen (an+cn)-(bn+cn))n opfylder (7).

Men denne fglge er jo identisk med (a - bn)n' hvorved (13)_

er_godtgjort.

Dernast (l4): Lad ao,B € 0¥, v >Q* o,Y € 9*, med reprasentan-
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Her benyttes harmoniegenskaberne i Q. -_—

> g
Med denne tallinjeillhstration kan bevisgangen anskueligggres.
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ter (an)n, (b“)n og (cn)n. Det antages, at & >Q‘ B, altsi
at (an - bn)n er en fgplge der opfylder (7). S& vil ogséi
A fplgen (ancn - bncn)n (= ((an'- bn)ncn)n opfylde (7), thi
der findes et g € Q+ og et no€ N, for hvilke
¥n € R: n >n = a - b > g.
= "o n n
Desuden findes (da (cn)n opfylder (7) (Y er antaget >Q‘ o))

et 9, € Q+ og et n. € N, sd at

1

vn € N: n>n =c o >g.

Dermed vil

Vn € R: n > max(no,nl) - la - b e > g9,.

hvilket viser, at (a ¢ - b c ) opfylder (7). Men sd er
n n n n'n

oy = 0(a c ) > . O(b ¢ ) =fy, og (14) er wvist.
nnn nnn
Alt i alt er 2) bevist.

Som det naste skal vi nu bevise 3), at Q' er tat i 0*. Lad til
den ende a og B vere givne elementer 1 Q , hvor a < B, og lad
(an)n henholdsvis (bn)n vere reprasentanter for dgm. At a < B
betyder, at (bn - an)n opfylder (7), altsd at der findes et g i
Q, o9 et n, € N, si at ’

vn € N: n > n; = bn -a >g.

Endvidere er jb (an)n og (bn)n fundamentalf¢glger, hvorfor der
findes n, og n,, for hvilke (svarende til ¢ = %)

Vm,n‘€ N: m,n
og

iv

n, =» la - a_ | < %
2 m n

vm,n € N: m,n > ny = Ib. - b 1 <9,
- m
Sattes n, = max(nl,nz,n3} vil

-a_ >
. bn n g
vm,n € N: >n_ - a ~al <
m, m,n > n, la n

Ibm - bnl <
Vi definerer nu en fglge (cn)n ved for hvert n € N at satte

c =k(a_+b_ ).
n no no

Fglgen (cn)n er &benbart konvergent, da den er konstant, og der-
med repraesentant for et element i Q'. Vi pdstldr, at med v = O
n'n
vil
a<y«<B,
hvilket kommer ud p3 at vise, at bdde (cn - an)

n °9 (bn - an)n
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dermed 1 Q), idet jo <Q* udvider <. :

Tegnet || kan ogsi uden skade bruges for elementerne i Q' (og t)__,

Idéen i beviset er som fglger:

Den fundamentalfglge (a,), vi betragter i Q*N tilnarmes (ved
hjalp af 3)) i Q* med elementer fra mazngden @', der jo bestir

af de klasser, hvis reprasentanter er konvergente fglger og der-
for forventeligt lidt mere fredsommelige end de blotte fundamen-
talfgplger. Ved denne tilnarmelse, ﬂer sker led for led, opstéar
fglgen (pp),, som er en fplge 1 Q'", og som vises at vare en
fundamental¥¢1ge. Nu er ethvert p, et billede ved ¢ af et ratio-
nalt tal r;. Det vises nu, atas= ?rn)n ~ som er en fglge 1 QN -
er en fundamentalfglge, altsd et element i F. Clou'et bestlr si
i at konstatere - og bevise! - at a er gransepunkt for (ap) -

I ¢vrigt er bevisfgrelsen velforsynet med punkter, hvor man skal
holde tungen lige i munden. Fgrst skal tilnarmelsen af a, med p
vere bedre, jo st¢rre n er, dvs. approksimationsgransen n skal
udg¢re en dalende fglge i Q*.

Dernast er epsilon-rollen forskellig i Q* og i Q, idet den i Q*
spilles af en klasse af objekter, hvor hvert objekt er en fglge
fra Q. Approksimationen af 09 med p, gor det dernast pakravet at
ops¢gge et ¢', der tilhgrer Q' (og som er mindre end e}, hvad ¢
jo ikke ngdvendigvis g¢r, for at vi kan udnytte at (pp)p er en
fundamentalfglge. Endelig skal vi til dette ¢' finde et n,_ , som
er mindre end ¢', for derefter at benytte det forhold, at ?p )

er e? fun?amentalfwlge, til den afsluttende vurdering af diffePen-
sen ja-a_|.
m

Se i gvrigt en illustration af forholdene pid den naste venstre-
side.
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opfylder (7).
For n > n, galder, at
b -c¢c_ = (b_ ~«b:)+ (b - X(a_+b_)) =
n n n n, ng n, n,
(bn - bng) + s(bno - ano)
- - =2 o ' R — = -
_2-§ed-g |
og. at
c -b =%(a +b_)-a +(a -a)=%b ~a )+la_ - a))
n n n, A, o o oy o ) n
g9-9-9,
2 4 2

Hermed er pdstanden vist. Det samme galder punkt 3).

Egenskaben 3) spiller en afggrende rolle i beviset for 4), der
udtrykker at (Q*,+,-, <Q*) er fuldstendigt. I det fplgende re-
fererer tegnet | | til den numeriske vardi i Q*, der udspringer
af ordningen i Q* )3jfr. begyndelsen af dette kapitel).

Lad der vare givet en vilkarlig fundamentalfglge i Q*(!), (un)n

(husk, at ethvert a  er en klasse af fundamentalfglger fra Q).

For ethvert n € N betragter vi

= v
"n 0(%)k (der tilhgrer @ ,nn:>o)
(altsd den klasse der indeholder fg¢lgen med % konstant pd alle
pladser). Da Q' er tat i Q*, vil der for ethvert n € R findes

- - 1
et Q'~element mellem @ -n, 09 a +n., altsd et " € Q', s& at

- < < + .
(15) “n "n < Pp < % "n

Vi vil vise, at (pn)“ er en fundamentalfglge. For alle m,n har vi
(e) le, - o | = l(pm Sa) - (o -a) 4 (o - a)]

< |p_ - ami + {pn - un\ + la

m m n
Lad dernast ¢ € QL. Da findes, idet Q' via ¢, defineret under

punkt 1)}, er isomorf med Q, et p € Q, sd at ¢ har formen
t =¢(p) = ¢ .
(p)y

Idet der findes et n, € N - eftersom Q er arkimedisk orxrdnet -
sd at L. lp, vil for alle n > n
no 3 -0

1
(A7)n, < “"o < 3¢,
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idet jo fglgen (% - %)k' der er reprasentant for L - Nn!
enten er en nulf¢?qe (nemlig hvis n = no) eller opfylaer (7
(nemlig hvis n > no), og idet fg¢lgen

1 1

(jp - ;o) k'
der er en reprasentant for %e =Ny e opfylder (7).

o

Endvidere er jo (an)n en fundamentalfglge i Q*. S4 findes

et nl'GHN, sd at

(18) m,n > n, = lum - anl < 3€-

Sammenfattes (16), (17) og (18), far vi

(19) m,n > max (no,nl} - lpm - pnl < .

iaqQ'.
Imidlertid er jo Q' (stadig via ¢) isomorf med b. Det bevirker
at der til ethvert n € R findes netop &t r, € Q, for hvilket

n, = w(rn) = O(In)k.

Fglgen (r ) er en fundamentalfgige i Q . Thi éa ¢ er en ordens-

tro isomorfi vil det af (19) fplge, at for etthrt p € Q+ vil

m,n > max{no,nl) *(p-}(?c) < w-l(pm - pn) < w-l(e). 3

og dermed for de samme m,n. N : -

-p < r, - x, <P,

n

hvilket viser, at (rn)n er en fundamentalfglge. Da aatsd (rn)n
tilhgrer F, vil a defineret ved
a=0
(rn)n
tilhgre Q*.

Vi ¢nsker at vise, at iunln er konvergent i Q* med a som granse-

punkt. Hermed vil vi have vist, at (Q*, +,-, <Q‘) er et fuld-
stendigt legeme, mdlet for hele dette punkt.

For ethvert m € N har vi, at

- - - - +
la al <la-eg 4+ dp =0t < fa—p 1 "
=1® -9 I + n_.
(rn)n (rm)n m
Opgaven exr her til et givet ¢ € O: at skaffe et nummer, s3d at
at for m'er hinsides dette nummer er la - uml < t¢. Dette kommer

efter det netop opniede ud pd at vurdere de to sidste led opad
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P4 dette sted ville det mAske vare p& sin plads at se tilbage
____ P4 den_samlede konstruktion. Tag_en dyb_indanding, -og husk,—ats:
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ved tilpas smd granser. Vurderingen af "m gennemfores forst.

Da Q' er taet i Q* findes et ¢' € Q;, sd at (o <) €' < ¢. Til
dette £' findes et;né, s& at Ny < k¥e'. Det bevirker; at for
m > ng .vil ° ]

de reelle tals legeme er et fuldstandigt ordnet legeme, som er
indeholder et dellegeme, der er isomorft med de rationale tals
‘ legeme, der pi2 sin side indeholder en delring, som er isomorf

med ringen af de hele tal, der indeholder en kommutativ halv-
gruppe, hvori forkortningsreglerne
galder, og som er isomorf med halv-
gruppen af_naturlige tal

I praksis og til daglig opfatter vi hierarkiet af strukturer
og indledjringer som &n mengde.
I bolleillustration:

I tallinjeillustration:

WwmoO N3

i

- — e et ﬂmwiﬂvﬂn! < ke'. — U
Hvad leddet 1@ -0 | angdr, g8r vi slledes frem:
(rn)n (rm)n
Fglgen (rn)n er en fundamentalfglge i Q. S& findes et ni iR,
sd at
m,n > n! = tr -r | < L
LR § m n né' -
: der ogs& kan udtrykkes:
i for ethvert m > ni vil for ethvert n > ni
i 1 1
i T 56 <r, <r, + ;6.
"Det viser at alle leddene i de to fglger (rn - (rm - %'))n og
1 '
((rm + E') - rn)n for n > ni (og forudsat at m > nl) e? strengt

positive? Men s3 kan de ikke opfylde (8), hvorfor de md vare
enten nulfglger eller opfylde (7) (Sathing IV.5. nok engang).
Det giver, at

TR S GNP S <ol =n.,
n, = (ﬁé) = gy - (), (né) ng
H eller m.a.o., 8a @ =0 -® ’
(rn)n - (rn)m (rn)n (rn)m
10 -0 b < n, < ke
(rn)n (rn)m = 'n}

Sammenholdes de to vurderinger, fir vi:

vVm € N: m > né - {a - um| < Ye' + ke' = ¢! < ¢,

hvorved det er bevist, at am* a for m - «», Det var punkt 4)

Hermed er Satning IV.6. bevist.

Det er pd dette grundlag klart, at vi uden videre kan indfgre
Q*pé Q*. Den bliver
total og harmonerer p& passende midde med + og ° i Q*.

den til <Q,svarende refleksive ordning <

Det fuldst®ndige legeme (Q*,+,-, <Q‘) kaldes de reelle tals lege-
me, og elementerne deri kaldes reelle tal. I kraft af punkt 1)
opfattes de rationale tals legeme som et dellegeme af de reelle
tals legeme, og eftersom 2) tillader os at opfatte <Q,som en ud-
videlse af ordningen < pd @, vil vi fremover blot benytte beteg-
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’ nelsen <., For fremtiden vil vi desuden i stedet for Q* benytte
betegnelsen R. Det skal understreges, at vi indtil nu kun har
- sikret eksistensen af de reelle tal, s&dan som de fremgdr af
den viste konstruktion. Da der imidlertid findes konkurrerende
mdde at konstruere de reelle tal p4er det magtpdliggende, at
disse ikke fgrer til et principielt andet tallegeme end vores R.
Vi skal altsd godtggre, at de reelle tal i &n eller anden for-
stand er entydigt bestemt, p& nar isomorfi. Nu forholder det sig
sddan, at de egenskaber der med Sztning IV.6. tillagges R ikke
giver en entydig karakterisering af dem. Der skal 1idt mere til.
Entydighedsspgrgsmdlet udskydes imidlertid til senere i dette ka-~
pitel, idet vi fg¢rst md skaffe det 1idt mere der skal til for at
opnd entydighed.

.

Mere om ordningen i de reelle tal

En af de vigtige egenskaber ved de reelle tals legeme er

Setning IV.7. De reelle tals legeme er arkimedisk ordnet, dvs.

(20) Vx € R 3n € R: x < n.

Bevis:

Hvis x < o, vil x < 1, hvorved (2) er opfyldt. Hvis x > o, findes
- da Q er tat 1 R ~ naturlige tal p og q, si at

x < B < X + 1.
q

Eftersom g < p (da jo p < pg fordi q >1logp>1), vil x < p,
hvorved (20) er opfyldt., Q.E.D.
o )

Vi skal nu give en omtale af ¢gvre og nedre granser for delmangder
. ) ' af de reelle tal. Fgrst en almen definition:

Definition: Lad M vare en mazngde der er ordnet ved en irrefleksiv
ordningsrelation -<, hvis refleksive modstykke er -<. Sa kaldes

en delmangde A af M for opad begranset, hvis der findes en majorant
for A, dvs. et element m € M, si at

YV ae€A: a-=-<m

Tilsvarende kaldes A nedad begraznset, hvis der findes en minorant
: for A, dvs. et element m € M, sd at
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YVa€ha m=-<a, . “ =

Et element G 1 M kaldes ¢vré,granse eller supremum for mangden A,
hvis G er en majorant for A, og der desuden galder at enhver an-
den majorant m for A.er mindst s& stor som G, dvs. G -< m. Hvis
- hvilket ikke behgver at vare tilfaldet - et &ventuelt supremum
for A er element i A selv, kaldes det et maksimalt element i A.

Hovedlinjen i beviset, der er lidt kompliceret fordi det koncentre-
rer en rzkke begreber og satninger, som normalt ses prasenteret me-

re opdelt - er at skaffe til den oprindelige mangde A en anden mang-

de A', som er mere hd&ndterbar end A selv,oq som har de samme majo-
ranter og dermed samme gvre granseforhold som A selv. Dernast - og
det er det, der er 1idt kompliceret - bevises, at A' m& vare af

en sarlig type, nemlig bestdende af samtlige reelle tal skarpt min-
dre end et bestemt tal.

Undervejs kommer praktisk taget alle de hidtil udvundne egenskaber
ved de reele tal i spil.

4

AVis G &f en ¢gvre granse for A bruges skrivemiden G = sup A.

P4 helt analog mdde indfgres begrebet nedre granse eller infimum
for en delmangde A af M. Hvis g er et s3dant for A skriver vi

g = inf A. En nedre granse som selv er element i A kaldes et mi-
nimalt element i A.

Det f¢lger af antisymmetrien af den refleksive ordningsrelation,
at en delmangde A hpjst kan have én ¢vre granse (og &n nedre gran-
se). Var nemlig Gl og G2 begge ¢vre granser var de begge majoran-
ter for A, hvorved Gl =< G2 og G2 =< Gl, og dermed Gl = G2. Til-
svarende rasonneres pd nedre granser,

Som antydet er det ingenlunde givet, at en delmangde i en ordnet
mengde har et supremum eller et infimum. I de reelle tal forhol-
der sagen sig sdledes:

Saztning IV.8. Enhver ikke-tom opad begranset delmzngde af de
reelle tal har en ¢gvre grznse, og enhver ikke-tom nedad be-
graznset delmangde har en nedre granse.

Bevis:

Lad A ©€ R vare ikke-tom og opad begranset. Sammen med A betrag-
tes nu mangden af de reelle tal, som hver for sig er mindre end
eller lig et tal fra A:

A' = [x € R | 3y € A: x < y).

Eftersom dbenbart A € A' - thi hvis a € A findes et y € A,nem-
lig a selv, s at a < y - og eftersom A ikke er tom, er heller

ikke A' tom. Vi vil nu indse, at A og A' har de samme majoran-

ter.

Det er klart, at enhver majorant for A' ogsd er majorant for den
deri indeholdte mangde A (hvis m' er en majorant for A' og a € A
vil a € A'. hvorved a < m'). Omvendt er enhver majorant for A og-
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s& majorant for A'. Lad nemlig den pigzldende majorant for A
vare m, og lad a' € A'. S& findes i fglge definitionen et
viAhA, s at a' <v, ogdav <m, vil ogsd a' <m. A og A' har
altsid de samme majoranter. :

Vi skelner nu mellem to tilfalde, eftersom A' har et stgrste
(maksimalt) element eller ej. Hvis A' havde et sddant, G', vil-
le det vare ¢gvre granse for A. Thi at G' er en majorant for A
fwlger-af at G' er majorant for A'; og er dernast m en vilkir-
lig majorant for A, er m ogsi majorant for A', hvorfor, da G'
tilhgrer A', G' < m. Men s er G' gvre granse for A, hvilket

Tilbage stidr det - langt mere omhukravende - tilfazlde, hvor

A' ikke har noget stgrste (maksimalt) element. I det fglgende
vil vi godtggre, at der under denne forudsatning findes et G i
R, s& at

(21) A' = {x € R | x < G}.

N&r dette er godtgjort, er det klart at g er pvre granse for A.
At G er en majorant for er oplagt, da i fglge (21) G er en ma-
jorant for A', Lader vi dernast m vare en vilkirlig majorant

for A, er m ogsi en majorant for A'. Si kan m 3benbart ikke til~-
hgre A' - vi antog jo, at A' ikke havde noget stgrste element.
Men s& m& m tilhgre komplementarmazngden til A', og dermed mi

m > G. Dette viser, at G er ¢gvre granse for A.

Resten af beviset bestdr altsd i at vise (21). Til den ende,
der jo indebazrer eksistensen af et element 1 R, nemlig G, er
de reelle tals fuldstandighed afggrende.

Da A', som vi har set, ikke er tom, findes et element a, iA.
Der m& ogsi findes et element u € R~A'. Det skyldes at A' mid
have en majorant, f£.eks. m (A' og A har jo de samme majoranter,
og A har en majorant fordi A er antaget at vare opad begranset).
Tallet m+l kan s38 ikke tilhgre A', da ethvert a' € A' opfylder
a' < m+l.

Nu vil enhver forgaznger for et element i A' selv vere element i
A'. Lad nemlig a' € A' og lad x < a'. Da der findes et a € A, sa




at a' < a, hvorved x < a, vil ogsd x € A'.

Vi er nu ude pd for ethvert n € R at bestemme et stgrste helt
tal p , sd at pnz'“ € A' (hvorved (p;+1)2-" ¢ A'). Derefter vil
vi vise, at (an_r—n)n er en voksende fundamentalfglge. (Disse
skridt kraver en rakke detaljer): P4 grund af R's fuldstansig-_

hed er f¢igen konvergent. Lad dens gransepunkt vare G. Vi vil
sd vise, at dette G netop kan bruges som det med (21) sggte.

For ethvert n € N findes p og q € Z, s at
(22) (a) p=<a2” og (b u<aq.

At der findes et q € Z, s& at (22) (b) er opfyldt, felger umid-
delbart af arkimediciteten af R (Satning IV.7.), endda med q i
N. For at f4 opfyldt (22)(a) er det nok at pipege, at arkime-

diciteten sikrer eksistensen af et m € R, si at —a°2n < m. Med
P = -m er da (22) (a) opfyldt.

Ulighederne (22) kan ogsi udtrykkes

n

2™ < a,j o uc<aq2.

P
Nu vil s&

(23) p27" € a' og q2™" ¢ a
(det fgrste fglger af at enhver forganger til et A'~element
selv er 1 A', det andet af at hvis q2 ™ € A', ville u af samme
grund tilhgre A', i1 strid med valget af u i R ~ A.)

Af (23) og af satningen om at i 2 har enhver opad begranset
delmangde et stgrste element (Satning II.3) fglger, at der mi
findes et stgrste helt tal, kaldet P for hvilket

-n .
pn2 € A',
n

Tilordningen n ~ P, giver os en fglge (pn2_ )n. vi vil vise, at

den er en voksende fundamentalfglge.

™, Vi har, at

(p,2" ™2™ = p 27" € ar.

Da anm-n € 2 (n <m og p, er det stgrste hele tal, hvis pro-
dukt med 2" tilhgrer A', m4
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fordrer egentlig et induktionsbevis. Fgr det! —»

185

Uligheden 2 %o < i
= n
o
: . —
a' a'+2™" a" an-n G

186

hvorved

-n _ m-n
pn2 - pn2

grund af den arkimediske ordning et ng € N, for hvilket

1
n_ > =
o c’

hvorved

1

-n -
2 < < €.
o < n, €

For m,n € R gazlder nu, at
-
w? " Pq
~n _ ,-n
- an = 2

-m -n, _ -n
m>n>n, = lpm2 - pn2 Il =p 2 <

n

(pn+l)2_ <27 <.

Det fo¢rste lighedstegn fglger af at (pnz'")n som vist er vok-
sende, det f¢rste ulighedstegn af, at pmz'm < (pn+1)2_n. At
denne ulighed galder er en konsekvens af, at (pn+1)2-n ikke kan
tilhgre A', da der ellers ville vare modstrid med at P, er det
stgrste hele tal, hvis produkt med 27" tilhgrer A'. NAr (pn+l)2-
ikke kan tilhgre A' md den fremhavede ulighed gzlde. Hvis den
modsatte ulighed (pn+1)2'“ < px‘nz'“‘ gjaldt, ville jo (pn+1)z'“
vare en forganger for A'-elementer pmz'm, og dermed selv et e-
lement i A'.

n

Da de tre naste tegn i kaden ovenfor er oplagte, har vi vist
at (pnz"“)n er en fundamentalfg¢lge. Fuldstandigheden af R sikrer
derefter, at denne fplge er konvergent, lad os sige med granse-

punkt G. Vi padstdr nu, at (21) galder, altsid at
A' = {x € R | x < G}.

At "3" galder er lettest at indse: Lad x < G. S3 findes, da
an_n -+ G for n -, et n; € N, sa at

-n
Yn € R: n > n; = x < an <G

(e = G-x, og felgen kan ikke overskride G, da den er voksende).
Eftersom ethvert pnz'“ € A', vil ogsd x € A'.

For at vise inklusionen "c" md vi sno os lidt mere: Lad a' € A'.
Da A' ikke har noget stgrste element, md der findes et a" € A',
sd at a' < a" (hvis ikke ville jo ethvert element i A' vere
hgjst a', som da ville vare stgrste-element i A'). Da altsd
a'+(a"-a') = a" € A', og da der (pd grund af arkimediciteten af
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R) findes et n € N, s& at 27" < a"-a', vil a'+2™ " < a'+(a"-a')

= a" € A'. Altsd er a'+2_n en fofganger for A'-elementet a",
hvorfor det selv tilhgrer A'. Men 88 m§ videre a' < pnz'“. Al-

térnativt ville jo a' > pn2-n, og dermed

S -n -n -n
(pn+1)2 irpn2 + 2 < a' +2 €A,

"1 5trid med definitionen af pﬁ. Da (pn2 nf;'ér'bokéeﬁ&é, vil
for alle n, pnz‘“ < G, og sammenholdes dette med den ovenfor
opnidede ulighed a' < pnz'", slutter vi, at a' < G. Men det be-

|
| viser inklusionen "c".

Hermed er satningen bevist.

Det reelle tallegemes entydighed

For hvert af de talomrdder, der er behandlet i de foregdende
kapitler, har vi pdvist deres entydighed, p& nar isomorfi.
Der er nu narliggende at beskaftige sig med dette spgrgsmil
for de reelle tals vedkommende, ikke mindst da der er andre
konstruktioner end den her valgte af de reelle tal, konstruk-~
tioner som er meget forskellige fra vores. Det viser sig, at
de reelle tals legeme er entydigt bestemt, pd ner isomorfi,
hvis vi ud over deres fuldstandighed hafter os ved at ordnin-
gen i dem er arkimedisk. For at kunne indse det md vi fgrst
et pjeblik studere ordnede legemer i almindelighed 1idt ngje-
re,

Vi forlanger ikke, at legemet L er kommutativt, altsd at ° —_

er kommutativ. Lad (L,+,-,<) vare et ordnet legeme, hvor v er nulelementet og

e er etelementet. At legemet er ordnet betyder, at ordningsrela-
tionen < er trichotymisk og harmonerer med addition og multi-
plikation som 1,(13) og (14) . Vi antager, at legemet ikke er
trivielt, dvs. at det har mere end &t element. S3 er e % w.

Der md nu galde, at w< e. Ellers var nemlig e < w og dermed
-e > w, hvilket ville afstedkomme, atw =w(-e} < (~e)(-e) = e2 = e.

: Men det er uforeneligt med antagelsen om, at y < e ikke galder.

For ethvert n € N defineres ne rekursivt ved
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D2t .. vi er ude pd i det fglgende er at genfinde "de rationale
tal” som en delmangde af L. Fgrst leder vi efter de naturlige
tal. Det sker ved at tage udgangspunkt i &telementet i L og
derefter addere det til sig selv et antal gange. Derved opstir
ne for n € N ((24)). Overgangen til de negative multipla, og
dermed til de hele tal, sker ved at tage de inverse (ved addi-
tion) til de positive multipla. Det sker i (25). vi har nu brug
for at vide, at addition af &telementet til sig selv et antal
gange aldrig bringer os tilbage til udgangspunktet. Dette er
indholdet 1 (26), der bl.a. medfgrer at pe = w ®» p = o. Grunden
til at (26) galder, er at w < e, og at ordningen harmonerer med
kompositionen., hvilket kommer i spil adskiliige gange i bevi-
set for (26). Udsagnet (26) udtrykkes ofte sdledes: et ordnet
legeme har karakteristik o.

Beviset for (27) er tralsomt, ikke fordil det er svart, men for-
di det fordrer opdeling i en del undertilfzlde. Hovedsagen lig-
ger i I. De andre tilfelde reduceres hertil ved omformning. De
forskellige omformninger undervejs benytter, at + er kommuta-
tivt 1 L (og at kompositionerne i R er kommutative), men for-
udsatter ikke kommutativitet af - i L.
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(24) oe = w, le = e, (n+l)e = ne+te.

For p € 2 defineres dernast

pe, hvis p € N
(25) pe = { o, hvis o =o0
" l<(-ple, hvis -p € N
Det ses, at der altid galder, at pe = -(-p)e for p € 2.

Der galder nu, at

(26) w < pe o+ p € N,

vi sstter M = {p € R | w < pe}. Der er da klart, at 1 € M,
eftersom w < e = le., Antages dernast, at p € M, vil der om
p+l galde, at (p+l)e = pet+te < w+w = w, s§ at p+l € M. Der-~
med har vi vist, at M = B, hvorved for ethvert p € N: w < pe.
Beviget for "=" sker siledes: Hvis v < pe, md g $ o, da vi har
defineret oe = w. Hvis nu p < o, mitte -p > o, dvs. -p € N,
og dermed (i kraft af det ovenstdende bevis) w < (-p)e = -pe,
sd at pe < w i strid med, at v <pe.

Af (26) faolger videre, at pe = w & p = o.

Som man kunne forvente og hibe det, galder at

(27) (ptqle = pe+qe, p,q: € 2

For at bevise dette m3d vi dele op 1 en rzkke tilfzlde, hvis

hovedtilfzlde er illustreret af fplgende skema, der ikke ud-
tgmmer mulighederne:

q €N -q € R
Tila p+q € N
p € R I induktion
IIIb -(p+q) € R
IIa p+g € N
-p €R Iv
ITb - (p+q) €l

L




8& wvil Mq opfylde induktionsbetingelserne. Thi 1 € M

Forst vises (27) i tilfaldé;i} hvor p,q € N. For ¢ € N

. defineres

M, = {p € 8 | (ptq)e = pe + ge}.

q’ da’
(l+q)e = ge + e = le + ge. Hvis endvidere p € M_, har vi at 4
((p+l)+g)e = ((p+q)+l)e = (ptqle + e = pe + ge + e

=TpE€ ¥ €+ e = (p¥l)e ¥ ge,
hvor det tredje lighedstegn fglger af induktionsforuds=ztnin-
gen p € Hq. Bermed er vist, at p+l € Mq. S er Mq = N.

P4 dette grundlag finder vi, at for p > q (p.q € R), er
(p-q)e = pe - ge, idet (p~qle + ge = ((p-q)+qle = pe, da

p-q € K.

Nu kan vi behandle tilfzlde Ila: -p € N, q € N, p+tq € N.
Vi har nemlig, da q > -p, at (p+q)e = (gq-(-p))e = ge - (-ple
= ge + pe.

P4 helt symmetrisk mdde bevises pastanden i tilfalde IIIa
(der er blot byttet om pd p og q).

I tilfaide IIb gdr vi sdledes frem: Vi har -p € N, q € R,
-{p+q) € N. Derved fiAr vi, at

(p+q)e = (~(-p-q)le = -((-p-qle) = -((-p) + (-qle) =
-{-ple - (-q)e = pe + qe,

hvor det springende punkt ligger i det tredje lighedstegn,
som fglger af IIXa med -p i p's rolle og -q 1 q's.

Endnu et symmetrisk argument giver os tilfalde IIIb.

Tilfzldene IIa og IIb henholdsvis IIYa og IIIb er ikke helt
udtgmmende for II og III. Det kan nemlig i begge situationer-

ne forekomme, at p+q = 0. Men si er jo -p = q, og -
(ptq)le = o = pe - pe = pe + (~p)e = pe + qe, hvilket viser

(27) i denne situation,

Hvad endelig tilfelde IV angdr, finder vi at (~-p € N, -q € N)
(ptqle = -(-p-qgle = -((-ple + (-gle) = -(-ple - (-q)= pe + ge

hvor det andet lighedstegn er en konsekvens af I, med -p o9 -q
} stedet for p og q.

For at have bevist (27) mangler vi blot at se pi det tilfal-
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de, hvor enten p = o eller q = o (eller begge). Men i dette
tilfzlde er (27) trivielt opfyldt, fordi oe = w. Hermed er

Ogsd for multiplikation gzlder det forventelige:
(28) (pq)e = (pe) (qe), p,q € 2Z.
Ogsd dette bevises ved induktion.

Hold ¢je med, at vi ikke noget sted forudsatter, at °* er kom- :}~—~7 Lad M, = {p € 8| (pe)e = (pe)(qge)}. Vi har nu, at 1 € Mg
mutativ 1 L. : da (lq)e = ge = e(qe) = (le) (ge). Hvis videre p € Mq’ vil
((p+l)q)e = (pg+q)e = (pgle + ge = (pe) (qe) + qe
= (pe + e)(qe) = ({(p+l)e) (qe),
hvor det andet lighedstegn fg¢lger af (27), det tredje af
forudsatningen p € Mq. Dette viser, at p+l € Mq, sd at Mq =7N.
Dermed har vi indset, at (pgle = (pe)(qe) for p € R, q € 2.
Hvis -p € N og g € 2, finder vi at
(pale = ((-(-p)lq)le = (-((-p)q))e = ~((-p)gle
= = ({-p)le) (qe) = (-(-p)e)(qge) = (pe) (qe),
idet det fjerde lighedstegn skyldes det ovenfor beviste,
med -p € R og q € 2.
Er endelig p = o, vil (pgle = (oq)e = oce = w = w({ge) =
(oe) (ge) = (pé)(qe), sdledes at (28) ogaﬁ er bevist for p = o,
q € Z. Hermed er i alt (28) bevist.
Af (28) fglger i ¢gvrigt, at (pe) (ge) = (qge) (pe) for P/q € Z,
da pq = gp 1 2.

Vi g&r nu over til i L at betragte mangden

“ Det er pd dette sted at vi nidr til at genfinde de rationale L, = ((pe)(qe)-ll p €2, g€ 2~(o}}.
. tal som delmangde (dellegeme) af L, idet L, bestir af de "for-
- melle brgker" af "formelle hele tal" (pe-er og ge-er).
-1 Det er her klart, at ethvert element i L har en fremstilling

Strengt taget bgr vi i gvrigt ggre rede for, at (ge) eksi- af formen °

sterer. Det skyldes, at ge # w, ndr q ¥ o, hvorved ge er inver-
L tibel med hensyn til - i L.

(p'tS)(q'e)-1 for et q' € N.
Thi da

(pe) (qe) "1 = (pe) (qe) (ge) "L(ge) L = ((pg)e) ((ge) (qe)) ™~}
= ((pa)e) ((ge)2)™L = ((pa)e) (q2e) !
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‘'opndr vi det ¢nskede med p' = pq og g' = q2 > o. T

Vi har derfor ogsi, at

Dette resultat skal vi b den . : = -1 «
skal vi bruge nedenfor ) L, = {(pe)(ge)™"| p € 2, q€ N}

Der galder i ¢vrigt for vilkdrlige p-€ 2, q € Z~ {o},at

(pe) (qe) ™Y = (ge) Y(pe), fordi vi af (pe) = (ge) L(ge)(pe)

= (qe)_l(pe)(qe) kan slutte dette.

Vi definerer nu afbildningen
- : ¢: Q ~ L

Skulle vi have overholdt de formelle spilleregler efter bog- ved -1
staven, burde vi have betragtet r € Q og omtalt p/q som en re- o(B) = (pe)(qe) .
prasentant for r osv. Men den ¢velse er det vist ikke langere 4
npdvendigt at t®rske langhalm pa.

For at dette skal vere en definition, md vi godtggre, at vardien
af ¢ er den samme , uanset hvilke zkvivalente brgker vi betrag-
ter. Dette sker pd fg¢glgende made:

g = g} e pg' -p'g=o0 « (pg'-p'qle = wuw(pq’')e=(p'qgle
#» (pe)(g'e) = (p'e)(ge) o (pe)(qe)_l(Q'e) =p'e
o (pe)(ge) ™t = (pre)(q'e) .

Da der hersker biimplikation mellem den fgrste og sidste pdstand,
har vi ud over, at definitionenaf ¢ er tilladelig, vist, at

er injektiv_. At ¢ desuden er surjektiv er oplagt, da (pe)(qe)-l
er billede af g € 0.

Nu er ¢ ogsd en homomorfi, thi

9B+ Bl = o(BI-L9RY) - ((pat)e + (gp'le) ((aa')e) ™) =

((pq')e)((qq')e)'l + ((qp')e)((qq')e)'1

1 1

(pe) (q'e) ({ge) (g'e)) = + (p'e) (ge) ((g'e) (ge) )~

1

(pe) (a'e) (q'e) L(qe) ™! + (p'e) (ge) (ge) (gre)”
1

(pe) (ge) L + (p'e)(g'e)”
P p'
¢(q) + ¢(q.).

og
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At (Lg,+,°) er kommutativ (en konsekvens af isomorfien) fgl-
ger alts4, selv om (L,+,-) ikke er antaget at vare det.

Den omvendte implikation fglger selvfglgelig ogsd af den an-
givne:

o(p/q) > w = p/q > o.

var nemlig under den anfgrte pramis p/q < o, ville - p/q > o,
og dermed

w < o~ p/q) = -e(p/q),
i strid med, at v(p/q) > w.

Der galder faktisk,.at ethvert arkimedisk ordnet legeme er kom~-
mutativt. Denne, mdske noget overraskende, pastand vil vi af-
std fra at bevise, da det fplgende ikke beror pi dens rigtig-
hed.
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g g:) = ((pp")e) (tag)e) ™ = (pe) (p'e) (g'e) Lige) T

1

(pe) (qe) pre) (qre)”
By., (R
TRTHE

I alt har vi godtgjort, at ¢ er en isomorfi mellem Q og Lo'
Specielt er (Lo,+,-) et kommutativt legeme, det sikaldte prim-
legeme.

Der galder ydermere, at ¢ er ordenstro, dvs. at
Bsyo B) = (pe) (ge) ">
q - ¢(q) (pe) (g w
Da g > 0 @« pq > o, er ordenstroskaben ®kvivalent med, at
' -1
pqg > o = (pe)(ge) "> w.
Nu er imidlertid

g >0 o (pqle > w & (pe)lge) > w « (pe)(ge) L(ge)?s w

« (pe) (ge) ™1 > wi(ge)?)~L = .

Vi benytter her, at (ge)> er invertibel, hvilket skyldes, at
(qe)2 = qze > w, da q2 > o.

Dette viser, et ¢ er ordenstro. Sdledes er ¢ en ordenstro iso-
morfi af Q pd |

Med dette resultat in mente er der intet forgjort i at identi-
ficere L, med Q, sdledes at vi kan opfatte Q som indlejret or-
denstro isomorft som et dellegeme af (L,+,-,<). En sddan ind-
lejring kan gennemfgres for ethvert ordnet legeme.

Vi taler nu om et ordnet legeme (L,+,+,<) som arkimedisk ordnet,
hvis

(29) va € L 3n € R: a < n,

hvor meningen med pAstanden hentes i den navnte indlejring, der
ogsd tillader os at opfatte R som en delmangde af L.
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Det galder nu, “at (L,#,',<) éf arkimedisk ordnet, hvis og kun hvis

Q(L ) er tet i L, dvs, hvis og kun hvis

(30) Vva,b € L:la<b = agfe Q: a< g < bl .

Denne ekvivalens indses p& f¢1gende méde.

Bevisgangen er denne: Fgrst bestemmes et n € N, sd at L. b-a.
Da altsd 1/n er mindre end afstanden mellem a og b, bg? der
tindes et tal af formen m/n mellem a og b. Det indses Xed at

vilsom m valgﬁr detlmindste hele tal, for hvilket a < 7 Da s&
fa, er —<ak < b.

m=-1 a

o8 o+
o4
~

— e e+ =

Hvis (30) er opfyldt, kan vi finde p € Z2, q € K (da ethvert ele-

ment i L, (Q) har en fremstilling med g € N) til a € L, sd at

)24
< &= < a+l
& <q

Det er oplagt, at vi endda i uligheden a < g kan opnd at benytte
et p > o, om forngdent ved for p < o at erstatte p med -p,

da 1 s& fald B < 2R,

¢ q q

Eftersom for p,q > o, g < p, vil vi f&

a < g <P,

hvilket viser, at L er arkimedisk ordnet.

Lad omvendt (L,+,°,<) vere arkimedisk ordnet, og lad a < b. S&
vil b-a > w, og dermed (b-a) ' > w. Da L er arkimedisk ordnet,
findes n € N, s& at

n > (b-a)”?,

hvilket er ensbetydende med, at

1. p-a. b
n

Nu ser vi pd mangden M af hele tal p, der opfylder, at na < p

(for de betragtede vardier af a og n). M er ikke-tom, pd grund af
arkimediciteten. M er endvidere nedad begranset i Z,f.eks. af

et naturligt tal g opfyldende -na < g og dermed ogsi -g < na < p.
Men sd har, i fglge Saztning II.3 M et mindste element m. Om det

m& der galde at

(n~1) < na
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Jfr. en tidligere bemarkning vil et sddant legeme automatisk
vere kontinuert, selv om det ikke forudsattes. Dette er ogsi
en umiddelbar konsekvens af isomorfien med R.
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(ellers ville m-1 € M i strid med, at m er det mindste element i M).

Heraf slutter vi, at

og videre, at

Me g+l catb-a=b, altsd @ < b,
n n . n

Men da jo ogsd& m € M, vil endvidere
na < m,
m
sd at a < ~
Sammenholdes denne ulighed med den ovenfor opndede, fir vi

a<l£-<b,

hvilket viser (30) .

Ved hjzlp af denne afstikker til en generel situation kan
vi nu fi tilgodeset vor egentlige interesse i denne sag:

Saztning 1V.9. De reelle tals legeme er 1 fe¢lgende forstand
entydigt bestemt: Ethvert fuldstazndigt, arkimedisk ordnet
legeme er ordenstro isomorft med de reelle tals legeme.

Bevis:

Lad (L,+,-,<) vare det omtalte fuldstandige, arkimedisk ordnede
legeme. SA dannes efter opskriften ovenfor Lo som et med Q or-
denstro isomorft dellegeme af L (via isomorfien ¢). Opgaven er
nu at udnytte dette til at skabe en isomorfi mellem R og L.
Dette foregdr sdledes:

Det fgrste skridt bestdr i at indse (p3 basis af arkimedicite-
ten af L), at der til ethvert a € L findes en fglge (rn)n af
elementer fra Lo' der konvergerer (i forhold til den numeriske
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vaerdi } L, udspringende af ofdningen) imod a: r, - a, for n + =,
At dette virkelig er muligt skyldes den tidligere viste akviva-
lens mellem arkimedicitet og tathed, som tillader os til
ethvert n € R at finde et r € L. s& at

a - % <r <a+ %, .
- —— : = - - - —= = - T og dermed o i ] 7 )
la - x| <}
Det er forhdbentlig klart, at L, angiver m@ngden {a € L la>o0}. = For givet ¢€ L findes nu n, € N, ad at ng > %, dvs. %°< c. Men

s8 vil, ndr n 2 ngs

< €,

=R
=1

la = r | <5<

o

) l hvilket viser, at den siledes konstruerede fglge (rn)n er konver-
Yai opmarksom pd at den konvergens der er tale om er i L, ikke —> ! - gent med a som grensevardi.
o"

Nu sattes for a € L

Fo= (), | r, €L, r - a}
Id&en i det naste er fglgende: Vi har i L genfundet ma&ngden af _
de rationale tal @ (i skikkelse af Ly), og har indset at et- Vi har netop vist, at Fa T @ for ethvert a € L. Der galder yder
hvert element i L kan opfattes som gransevardi (i L) for en fgl- i ligere, at enhver f¢lge i Fa er en fundamentalfplge i Lo (Q), sim-
ge af rationale tal (en fglge i Lg). Men ethvert reelt tal er
jo grensevardi for en fglge af rationale tal (:som de reelle pelthen foFdi alle fglgerne i Fa er konvergente. Af samme grund
tal konstrueres). Derfor kan vi til a € L knytte det reelle tal, ; er det oplagt, at differensen mellem to fglger fra Fa er en nulfel-
der bestemmes af de samme (i relation til indlejringen af Q 1 | .
L) konvergente fglger, som bestemmer a. Dette giver os afbild~ . ge (og dermed ogsd en fundamentalfglge) i Lo .
ningen y. Derefter bestdr resten blot 1 at godtggre, at ¢ har ‘

de ¢nskede egenskaber. Dette g¢r det muligt for os at fremsatte fglgende definition:

v(a) = ¢ y hvor (rn)n er et vilkarligt element i F_.

(ry n
h 4
Dette har mening, da (rn)n kan opfattes som en fundamentalfgplge
. iqQ (Lo). For at der virkelig skal vare tale om en definition, m&
?

(r ), vere uafhangig af valget af (rn)n € F,. At dette ogsd et
tilfeldet feolger af, at hvis (r'n)n var et andet element i Fos

ville, i f¢lge det ovenstdende, (rn)n - (r'n)n vare en nulfel-
ge, hvorved (rn)n og (r;])n ville vare akvivalente i betydningen

indfgrt i begyndelsen af kapitlet, s& at de vil bestemme samme
klasse.
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Pointen i beviset for ordenstroskaben er: NAr a < b (a,b € L),

findes en omegn om a (med hgjre endepunkt r € Q) og en omegn

om b (med venstre endepunkt s € Q), si at disse omegne er dis-

junkte. En fglge der reprasenterer a

md fra et vist trin at regne ligge i

a-omegnen. Analogt med fglger der re-

prasenterer b. Det fgrer til, at for 1 )

vilkdrlige to fglger reprasenterende ; ; ; $
henholdsvis a ((ry)p) og b ((sy)y),
md deres differens (s, -r ) vare stgr-

re end et positivt taT, ﬁemlig s-r, fra et vist trin. Derfor

m3 de reprasenterede elementer y(a) og ¥(b) opfylde, at
v(b) > y(a).

h'd
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Dermed kan vi opfatte ¢ som en afbildning
y: L ~ R,

Det stdr nu blot tilbage at vise, at ¥ er en ordenstro isomorfi.

¥(a+b) = =0 =0 + 0

(rn+sn)n (rn)n+(sn)n (rn) (sn)

=¢(a) + y(b),
hvor det fgrste lighedstegn f@lger af, at (rn+sn)n € F

a+b’
~ ndr (rn)n € Fa og (sn)n € Fb, og det andet af, at vi her er
inden for den reelle tals legeme, som det tidligere i dette

kapitel er opbygget.

P& tilsvarende mide fis, at

Yy (ab) =@ « Q@ = y(a) ¢P(b).

o, .
(rnsn)n (rn)n (sn)n

Hvis a,b € L, a < b, findes r,s € Q (Lo), sd at a < r <8 < b,
For (rn)n € F, og (sn)n € Fy (s&danne findes), md der eksistere
trin n, og n,, sd at

r <y forn >n

n 1 09 8,>s for n > n,.

For n > max {nl,nz} vil si

<
I, <Trogs <s.,

og dermed

s =-r > - >
n n>Ss r (> o) for n > n,,

hvilket viser, at (sn-rn)n opfylder (7) . S& vil

v(b) = ¢ y > ¢ ) = y(a)

]
(nn nn

(definitionen af >) hvilket viser ordenstroskaben.
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Dette er det eneste sted hvor vi i beviset benytter fuldsten- j}_7

digheden af L.

Med et helt analogt bevis kan satningen generaliseres til,
at for n € N og a € R findes netop &t x € R+, for hvilket

n
X = Q.
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¢ , thi hvis y(a) = ¢(b), md a = b. Ellers var jo a < b eller

b < a, hvorved enten y(a) < ¢(b) eller y(b) < y(a). -

_fundamentalfglge_fra Q. reprasenterende a. Séfv.il_‘(.rﬁ.)ﬁmogsénva-.~
re en fundamentalfglge 1 L, thi for ¢ € L+ findes €o € Lo, s&

at €0 £ e(f.eks. €y = %, hvor k > % er valgt (i N og dermed Lo)

1 overensstemmelse med den arkimediske ordning). Men da L var
antaget at vare fuldstaendigt, vil (rn)n vere konvergent i L, f.eks.
med grensepunktet a. Men da er

y(a) = Q(r y = e

nn

Hermed er Satning IV.9. bevist.

Uddragning af kvadratrgdder

I indledningen til fremstillingen af de reelle tal blev beho-
vet for deres indfgrelse begrundet i forskellige defekter ved
de rationale tal. Den indtil nu gennemfgrte opbygning har ta-
get sigte p& at afhjzlpe den defekt, at de rationale tal har
"huller", narmere karakteriseret ved at visse rationale talfpl-
ger som inuitivt "burde" na@rme sig en gransevardi faktisk ikke
g¢r det inden for de rationale tals omride. Derimod har vi ind-
til nu ikke bergrt den defekt, at visse ligninger (som f.eks.
x2 = 2) ikke kan lgses inden for de rationale tals mengde. Den-
ne defekt afhjalpes med fglgende saztning:

Setning IV.lo. Enhver ligning af formen x2 = a(a €ER, a> o)
har €n og kun &n positiv lgsning i de reelle tal. Denne lgs-
ning betegnes Va (kvadratroden af a).

Bevis: Entydigheden er simpel: Hvis nemlig Bl og 8, begge var
positive reelle tal, som opfyldte

Bi = a 0g Bg = a ,

var Bi - B% = o0 og dermed (81+Bz)(81-62) o. Da nulreglen gal-
der £ (R,+,*), m3 enten By = 8y eller By = —B,. Den sidste mu-~

lighed kan ikke foreligge, da B, > o medfgrer, at (By =) -8, < 0,
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Det intuitive indhold i dette skridt er at inddele et passende
interval uden om Ja-e¢,a i tilstrazkkeligt sm& delintervaller,
med rationale kvadrattal som delepunkter, s& at mindst &t af
disse delepunkter ligger i la-¢,e[ .

men det er bekvemmere at se pd ]o,k“] af hensyn til det fglgen

Faktisk vil Jo-¢,el ogsd vare indehgldt i intervallet ]o,kzl, ;
de.

2 2
Det sidste endepunkt er k2 = 1531— , det nastsidste (kg-1) .

q q —
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i strid med, at By > o. Altsd er B; = 8,.

Eksistensdelen af beviset baseres pd fglgende hovedlinje: Der

konstrueres en fglge (rn)n af rationale tal, som har en granse-

~vaerdi B €R opfyldende, at 82 = a. Nermere bestemt foregldr der

fplgende: en vis aftagende fplge (en)n af positive reelle tal
dannes, sl at e, T O for n+e» . Til hvert n € N bestemmes sd
et T, € Q, for hvilket

2
- < r < a.
e -e. n

Dette giver anledning til en f@lge (rn)n, der ydermere kan
konstrueres strengt voksende, og hvo%om det gzlder, at ri - a
for n - o, I konstruktionen opnds, at (rn)n bliver en funda-
mentalfplge, hvorved den har en gransevardi B € R, fordi R er
fuldstandig; Da r -8, ma rﬁ - 82, og dermed, da ogsi ri - a,
B® = a. Endelig udfgres konstruktionen sidan, at det bliver
klart, at g >o.

Vi skrider nu til udfgrelsen af det omtalte program. Det sker
i fem skridt.

Det fgrste skridt, som er det svereste, er at indse, at til et-
hvert reelt tal'e > o, findes naturlige tal p,q, si at

2

a-¢ < 27 < a.

q

Det er A&benbart nok at betragte positive e, hvor e<a (kan kon-
struktionen gennemfgres for ethvert sidant, kan den gennemfgres
for ethvert e»>o). Til den ende valdes nu fgrst et k € R, si

at k2> G{dette er muligt, fordi

o a=-¢ - a k2 de reelle tal er arkimedisk ord-
H———d —t
14 9 (k )2 net). Derved vil la-c¢,al verg
q2 q2 q2 q2 indeholdt i intervallet Jo,k“].
) Nu vil vi finde et g € R, s3 at

Jo,k”) kan opdeles i  disjunkte intervaller, af forskellig
langde, men alle af langde mindre end ¢:

2 2 .2 2 2 2 2
Jo,k?] = Jo, 35101k, gy LB, (DT gtk Y (kg) 4
2T 2 2 2
q q q q q q q
For et vilkarligt q € N galder (for p=0,1,2,...kg-1)
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(pr1)? | p? _ 2ptl | 2(kq-1)+41 _ 2kg-1 2k . 2k
2 2 2 - 2 2
q q q q . q q ?

Nu valges et q € N, der opfylder g > %5 (muligt pd8 grund af arki-
mediciteten) ) ’

Dette er blot en kompakt skrivemdde for den lange linje pi
den foregdende side.

Detaljerne i denne begrundelse er: Hvis bade p2/q2 og (p+l)2/q2 ~\rﬂ
falder uden for la- s el , md

2

2
27 < a-¢ eller E? > a, og iEi%l_ < a-¢ eller 121%1 >a .
q

q
Men der kgn ikke vare tale om, at der gzlder p /q > a, da i s
fald p > a' > a, i strid med den venstre ulighed i (32). Alt-
s& mi p éq ~< a-¢. P4 tilsvarende mide kan vi ikke have, at
(p+1)2/q2 < G-¢ , da 1 s& fald (p+l)¢/q < a-¢ < a', i strid med
den hgjre ulighed 1 (32).

2 2
@y B _ B < for p = 0,1,2,...ka-1
q q”

Lad os dernast valge et vilkarligt element, o', i la-e,al. Da
kq—l
(E+1)2
la=c,al < lo, x2 1= ¥ ]E- 5 ]
) p=0 q q .
Ri ( +1)2

findes &t (og kun &t) interval 1%, ] (p=o0,1,2,...kg-1),
som indeholder a': q

2 2
q q

2 2
Nu m& enten 27 eller iEi%l (gerne begge) tilhgre la-e,al. Thi

q q
ellers ville bide Es < a-c og B*1 > o, hvilket ville af-
stedkomme, at q d

2 2
lRi%L_ - 27 >a =(a -¢€) =¢,
q q

i strid med, at g er valgt, si& at (31) galder (for alle p,
p=o0,1,2,...kg-1).

2
Hermed har vi godtgjort, at mindst &t af tallene 27' p = o0,1...kqg

tilhgrer la-e,af: q
2
a - € < Ef < a.
q

2 .
Da o = 95 og k2 = iE%L— ikke tilhgrer Ja-ec,al, md8 det pdgzlden-
de tal ? findes blamat dem, hvor p = 1,...kg-1. Specielt md det
vare positivt.

Hermed er forste skridt gennemfogrt.

Andet skridt bestdr i forst at velge n, € R, s& at %—<u (arki-
mediciteten). Derefter valges i overensstemmelse med® det for-
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Den benyttede fremgangsmidde forudsatter i virkeligheden en in-
stans af rekursionssatningen fra Kapitel I. Vi vil ikke g& 1
detaljer hermed, da fremgangsmdden ikke skulle vare logisk van-~
skelig. For de utrygge henvises til rekursionssztningen med

= Rxlo,al, a = (1,ry) og g: Wxlo,al ~WxJo,al, hvor g er defi-
neret ved

g(m,x) = (S(m), "valg” (min(———;ITIE , a-x )),

og hvor "valg" (&) angiver den fungion, der til £¢>o0 (og<a)
valger et r € Q opfyldende a-¢ < r° < a{fgrste skridt). (Til
feinschmeckerne: dette forudsatter faktisk udvalgsaksiomet).
Rekursionssztningen sikrer si eksistensen af f: N ~ A (=Nxl]o,al)
(tenk pd £(n) = (n,rn)),'opfyldende f(S(n)) = g(f(n)).

Lxzg marke til, at
2
®n 2 nFm ©9 fn 2 Wy

Dette benygtes et par gange i det f¢lgende.

Hvis rn >r ville ( pd grund af produktets harmoni med ord-
ningen, ?ordi rn > 0 09 rp+l > O):

= . = 2
In = rn'rn 2T n+1 2 Tnel Tnel T Toel
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ste skridt
[}
=1 1 2
= — 8 at a = ——7 < X,y <a
5 q’ ® n+1 1

2
Dernast sattes ¢, = min(n +Z,u-rl} og vi valger nu

= 83 ad at a ~e, < rl< a.
27 g, 2 2
2 = 3 valges, si
Videre szttes ey = min (n re S rz) 09 ry ; a; zlges,
2 2 %2 atea - £, € T, < Q,
r r, ry ' 3 3
+ 1 — + Siledes fortsazttes. Generelt sattes
a~€ aLcl a- o
rekursivt
€ &4 p
1 } ogr = -2 valges i overensstem-
®n T min (no+n o aTFna 9 Th a,

melse med forste skridt, s& at

(33) o - ¢ < 2 < q

n , n € R,

pDa der til ethvert n € R er produceret et r. € Q. har vi en
rational talfglge (rn)n

Det tredje skridt bestdr i at konstatere, at denne talf¢1ge er

strengt voksende og dens kvadrat konvergent mod a. Dgtte er al-
lerede nasten klart ud fra konstruktionen: . -

At f¢lgen er strengt voksende ses af, at

2 2, _ .2
Vr 1>a 4 1 > a-(a ) ’
hvorved r 1’ r .

At r2+a for noew fplger siledes: For e>o valges M € KN (arkime-
n
diciteten), si at

1

—_— < €.

no+M
Si vil

- 2 c L e

ey = min{ no+M'° - rM-I] = n_+M

og dermed
- g<cQ = £,< rz <a.
3 M Tm
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For n > M7§il s& - da Xrn)n er stféngt voksende -
a=-e< r; < rn <a.

Dette viser, at ri +a for nww |

Det fjerde skridt bestdr i at indse, at (rn)n er en fundamentalfel-

Lighedstegnet fglger af, at |(rp-rp) (rp+rp)| = Iré“rglr og af
at Iptr, > o. Den fgrste ulighed fplger af trekantsuligheden:
2 2, 2 _.2 2_ 2_
Irm rnl = I(rm a)+(a rn)l < Irm u|+|rn al,

og af at (rn)n er strengt voksende.

~—ge. Dertil benyttes vurderingen (for m,n € N):

2 2
fr® - r 2 _ 2 _
|rm'rn| _ EE—I—EE < Irm al+ Irn a em t n
m n - r, +r 2r
1 1 1 1 1
n°+m + n°+n 1
£ < :
-- 2r1 - 2r1(n°ﬁmin{m,n?)

hvor den anden ulighed fglger af(33) og den tredje af definitio-

nen pd em"og €n-

Er nu e>0 givet, valges K € N, si at
1
2r1(no+K)
S& vil, for m,n > K

1 1
lrm—rnl < < <e.
2r1(no+min(m,n}) 2rl(no+K)

Dermed er fundamentalfglgepdstanden vist.

I det femte og sidste skridt udnyttes fuldstandigheden af R
til at slutte, at (rn)n har en granseverdi f€R. Derved vil
(Setning IV.4.):

Men da vi fra det tredje skridt har, at rg + a, har vi ende-

lig (Satning 1IV.1.) at 82 = a.

At B>o er klart, fordi alle r,. >oog (rn)n er strengt voksen-
de. Dermed er beviset for satningen fuldfgrt. Q.E.D.
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Fremstilling af reelle tal ved g-adiske brgker

Hensigten med dette afsnit er at vise, at ethvert

reelt tal kan fremstilles som sum af et helt tal (eller
o) og en sdkaldt g-adisk brgk, svarende til grundtallet g,
hvor g € N, g > 1. Et specialtilfelde heraf fremkommer nir

g = lo, hvor vi ikke taler om lo-adiske brgker, men om deci-
malbregker.

Vi lagger ud med at betragte et vilkdrligt reelt tal a. ved
den hele del af a, [a], forstds det stgrste hele tal mindre
end eller 1lig med :

[a] = max{h € 2 | h < a}.

Eksistensen af [a] fglger af, at mangden {h € Z | h < a} af he-
le tal er opad begraznset (Satning II.3.). Der md ¢jensynlig
gelde, at [a]l <a, a < [d] + 1, s& at vi 1 alt fir

o<a - [a] < 1.

Betragter vi nu den fgrste rest a - [a] = a - a, (idet vi for
bekvemmelighedens skyld i det fglgende satter a, = [al ), efter
at vi fra a har fjernet [a), er der selvfglgelig ingen fornuft

i at spgrge hvad den hele del af denne rest er, den er jo o. Vi
kan derimod spgrge hvor mange g'te-dele der er i den, eller -
hvad der kommer ud pd det samme - hvor mange hele der er i g gan-

ge resten. Kalder vi resten a - a, for Rl' angiver altsi

a = [gRl]

antallet af g'te-dele i resten a - a,.

Det der nu er tilbage af a er

a
a-a - <=1
fo) ’

hvor der selvfplgelig vil vare ufornuft i at spgrge om antallet

af g'te-dele heri, al den stund tallet ligger i intervallet

[o, %[. I stedet spprger vi om antallet af gz'te-dele, lig an-

tallet af g'te—de%e i R, =gla - a - gl), lig antallet af hele
g'a - g'a, - ga,, dvs.

[}

(enere) | gR,

2 2
a, = [gR2] = [gx - g a, - gal].

P4 denne mide fortsattes, s3ledes at fgplgende skema opstir. Det
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- skal bemzrkes, at den generelle mekanik i skemaet fgrst op-

stdr fra og med 1. rakke:

Leg marke til at alene a, ikke npdvendigvis opfylder denne
ulighed!

Da det er fgrste gang vi i den formelle del af denne tekst
bruger I-tegnet, burde det introduceres behgrigt, ved at vi
for k,m € 2, k < m, definerer (x-erne er f.eks. reelle tal)

Xpr hvis k=m»

m
Lx = {5 ,
1o 1 igkxi + %, hvis k <m *
altsd en rekursiv definition, der egentlig kraver rekursions-
s®@tningen fra Kapitel 1I.

l

. | A

Systemet er altsd3 reguleret af ligningerne

(34) R, =9R - a ,n>1
4
(35) a, = [gR }, n>1 a = [a].

Heraf ser vi, at
Rpel = 9%y - lan] »n21,

sdledes at
(36) o <R <1, n2> 1.

Sammenholdes dette med (35), finder vi, at
(37) o2 a, <g, n>1.

som eksplicitte udtryk for Rn og a, f4r vi derefter
-1
n-1_ " n-1-1
a-) g

(38) R, = g a;, n>1

i
i=o
og heraf videre (ud fra (35))
n-1
n n-1i
(39) a, = [g'a - izo g a;1, n > 1.
Af udtrykket (38) for Rnﬂ.fés, da o < R

n — “n+l
division med g :

T -n

o<a-) 9 ai < g,
i=o
og heraf, at

v

<1l, n>o0, ved

n Rp a, rest
o a, = [a] a-a
",I—“"”Rl = d=§6" — a; = Ig(a-ao)] '____,_S-ao— 51
¥ = - a-a - 31- 2
2 R, = ga-ga_ -a, — a, = [g{ga ga, al)]-7 3 a, g1 gz2
¥ 2 2 2 - a,_a,_a
3 Ry = g a-g-a -ga-apa, = [g(g a-ga - - a-a - 61 g72 g§3
. B gal-az)] ’
* n+l 1
n+l ntl - IRy "3, 30 < [an+l] — - Zo ;I ay
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Der ga#lder nemlig (hvilket ses ved induktion), at gn > n for
n > o. Da den arkimediske ordning i R bevirker, at der findes
et n € R, sd at ng > 1/e , vil for n > n,:

g >n>n, > 1/,

og dermed ¢ > g .

o«

an skal tanke pd udsagnet a = ):aig"i som en suggestiv skri- ——)
vemdde, der blot betyder: i=o

s, = o
(pr.. definition).

Man kan vise - men det vil vi ikke g4 nzrmere ind pi her -
at de rationale tal netop er dem der har en periodisk g-adisk
brgkfremstilling, hvor periodisk betyder, at fra et vist trin
kommer cifrene (som vi lidt utraditionelt kalder g-cimalerne)
i en uvendeligt gentaget blok:
r=a,a, " ak+1...am|ak+l...amlak+l...am|.....
1 k  k+l m m+l 2m-k+1 ’

Y- |

Der ligger egentlig lidt simpel analyse i dette. I kraft af
kvotientrazkkeformlen har vi nemlig - (p-n) ’

ty = 1Pig-Dg™ = (g-1IP g7t = (g-1) i_g___r__ B
-9

i=n+l i=n+1

hvoraf, da g-(p-n)l* o for p » =,
~(n+l)
t = (g-1) — for p = =,
P 1-g 1
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n -1 -
o<la-Jagl<g n,
i=0
Dette viser, at fglgen (Sn)n’ bestemt ved

'z‘ -i
s = a,g , N >0
n i%o i =

konvergerer mod a. Thi for et givet ¢ > o valges blot n.. s&
at g " < ¢ for n > n,, hvilket er muligt p4 grund af arkimedi-
citeten af R.

Men s& vil i alt a vare fremstillet som en sum af en uendelig

re#kke med rationale led a9 i, hvor o < a, <4, for 1 > 1, og

hvor a, € N v {o}:

- -]
a= aig_i.
i=o
Vi benytter skrivemiden
a = a ,3;a53q... (ao ligger ikke ng@dvendigvis i [o,gl!?)

og siger, at a er fremstillet som en uendelig g-adisk brgk.

Hvis i den g-adiske brgkfremstilling a; =o for alle i fra et
vist trin, siges den g-adiske brgk at vare endelig. Hvis et tal
o har en sidan fremstilling, dvs. har formen

= a _a -8
a=a, + g1 + 922 +...4 gnn
for et eller andet n, er det dbenbart rationalt. Det omvendte
behgver ikke at vare tilfzldet (se f.eks. pd decimalbrgksfrem-

stillingen af %).

Hvis et rationalt tal r er fremstillet som en endelig g-adisk
brgk, kan det ogsd fremstilles som en'egte'uendelig, hvor alle
cifre er positive fra et vist trin. Det sidste led ang-n, a, $¥ o,
i den endelige g-adiske fremstilling kan nemlig skrives
«© :
ang'n = (a_ -g noy §J (g-lyg™*,
i=n+1l

eftersom vi har
@ n+l

-1 1/ _ 1 -n
X (g=1l)g =. (g l)T:T%E__ = (g-1) E%T ’—;HIT— =g .

i=n+l

Heraf fg¢lger, at hvis r = a sa,3,...a . er ogsd
r = ao,alaz...an_l(anrl)(g-l)(g-l)... en g-adisk brgk-fremstil-
ling af r.

_Hvis et tal har en g-adisk brgkfremstilling af den fgrst ind-
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forte type {(altsd ikke den for rationale tal med endelig
fremstiiling opnéede, med bare g-l'er fra et vist trin), m&

uendelig mange g-cimaler ay opfylde, at a, < g-1. E;lers vil-

i
le nemlig a have formen

k «© : . k
i ( = Z a,g i +g k)

a= Jagt+ ] (s-D1g”
i=o 1 i=0. . A ——

i=k+

Som eksempel i decimalbrgk har vi, at 2,1299....
2.1300...

er lig :

“for et eller andet k > o.

Men si ville

k R
« = X a;9 ; =g k'
i=o0
og dermed
k
k k-1
ag” - § a9 =1
i=o

i strid med (38) (og med (36)).

Derved har vi for visse tal femlig de rationale tal, der har

en endelig g-adisk brgkfremstilling), to mulige fremgangsmdder
til at producere en uendeliq g-adisk brgkfremstilling, dels

den almene (den fg¢rste), der sikrer at uendelig mange g-cimaler
er < g-1, dels den der produceres ud fra den endelige, og hvori
alle g-cimaler fra et vist trin bliver g-l1. Dette viser, at
g-adisk brgkfremstilling i almindelighed ikke er en entydig af-
fare.

Der er imidlertid entydighed, hvis man forlanger, at uendelig

mange g-cimaler skal vare <g-1, eller udtrykt akvivalent:

" Hvis to g-adiske fremstillinger med uendelig mange g-cimaler

< g-1 er forskellige, dvs. p4 mindst &n plads udviser forskelli-
ge g-cimaler, fremstiller de forskellige reelle tal. Dette godt-
gpres sidledes:

T -1 T -1
Lad a = § a9 og B =17 b.g 7,
=0 i=o
hvor ikke alle a,~er og bi-er er identiske. Lad k vare det for-
ste nummer for hvilket a, % bk' f.eks. ak < bk' sS4 vil
-k , ¢ -1
B-a= (b -a)g  + ] (bj~ajlg .
ko imk+l
Da a; < g-1 og bi < g-1 for alle i, mi bi - a

md nu findes mindst &t i' > k, s3 at bi,-a

i 2 ~(g-1). Der
i 2 -(g-1). Ellers
ville jo bi -ay = ~-{g-1) for alle i > k, og dermed (da for
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1>k: o<b, =a; - (g-1) < o) b, = o for alle i > k, og
a, = (g-1) for alle i > k, i strid med at uendelig mange a
er < g-l. :

i

Af det fundne fglger nu:

a-8= (b-a)g ™ + ] brag™ 4 by, a g7
i=k+1

i$i

(b -a)g ™ = (g-1) g7t - (g-1g7H
i=k+1
1410

(b.-a)gK - (g-1) [ gt = (b -a)g7* - (g-1 B
k™29 gob) L9 = (Bmade 9-1) {75

k

-k - . -k
(bk-ak)g - g = (bk-ak-l)g > o,

da bk-ak > o og dermed b -a, > 1. Alt i alt m3 s3 8 > a, hvil-
ket beviser, at a$B. ’

Vore betragtninger har forsynet os med beviset for faigende
satning:

Setning IV,11. Lad g vare et vilkirligt element i N, g > LFor
ethvert reelt tal a findes et helt tal a € 2, samt tal °
@ys8ys ..., hvor a, € N U {0}, 0 < 2y < g-1, for 4 > 1, si:
an

(40) a = a_,aja,... =i£21g—i.
Der findes &n og kun &n fremstilling af denne form, som op-
fylder at uendelig mange a, er < g-1l. Hvis en g-adisk brgk
er endelig, dvs. hvis alle a; =o fra et vist trin, er det
fremstillede tal rationalt. I denne situation findes der
desuden en uendelig g-adisk brgk, sdledes at alle g-cimaler-
ne er lig g-1 fra et vist trin. Omvendt er et sddant tal, med
en fremstilling indeholdende lutter g-l'er fra et vist trin,
rationalt.

Der kan vare grund til at henlede opmarksomheden pd det spe-
cialtilfalde, hvor g = 2, hvor ethvert reelt tal kan frem-
stilles med lutter o'er og l'er efter kommaet. Dette resultat
far vi brug for i kapitlets sidste afsnit om kardinaliteten
af R.
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© Vi vender tilbage til den generelle situation. I den frem-

stilling vi opndede i (40) er ;allet f¢r kommaet, a . jo
ikke ngdvendigvis beliggende mellem (og inclusive) o og g-1.
Udnyttes imidlertid positionsfremstillingen.af de naturlige
tal (Satning II.6:) kan vl ved at skrive a, pa& formen

c“cn_l...co, hvis a, er et naturligt tal, som o, hvis ao = o,

og‘somw-cECEZIE;?e37~hvis—ab—er—etwnegativt—heit*té17lopné“at——“*“
fremstille det vilkdrlige reelle tal a pd kombineret posi-
tions- og g-adisk form med g som grundtal:

a = eve e
L Cnna1r1Cor 31300y

hvor alle c&er og ai-er er stgrre end eller lig o og mindre
end eller lig g-~1, og hvor ¢, > o-

Vi skylkder at undersgge om enhver fplge af tal ajsa,4-.. fra
Nu {o}, o < a,; £ g-1, giver anledning til en uendelig gecimal-
brgk Oyl a,... for et eller andet reelt tal. At dette er til-
£=ldet - hvad det er - kommer ud P4 at den uendelige rakke

) aig_i er kgnvergent, altsd om afsnitsfglgen (sy) . hvor

vi har 5, = Zaig-i, har en gransevardi i R. Men det har den.
Den er nemlié en fundamentalfglge, hvilket indses sdledes:

For n > m er, da alle led aig-i er ikke-negative, og a; hgjst
g-1:
n m n n
-i -i -1 -i
Isp=syl = Jaya™" - Ja,a™ = Ja,g7! < J(g-1)g
nomtoogd it S LR |

n ~(n-m)
= - =i _ _ -{m+l) 1-
(g 1{)‘3;19 (g-l)g e 3
= g-m(l_g-(n-m)) - g—m_g-n < g-m.

Er derefter ¢ >o givet finder vi blot n, € N, s& at g M < ¢
S& vil, for n>m > ng: '

Is 5m| <g™ < g Mo < £,

n

hvorved fundamentélf¢lgeegenskaben er bevist.

Altsad vil enhver fglge a 13y,85... ved a 28,85, .. fremstille
ien

et reelt tal som undelig g-adisk brgk, hvis alle a
opfylder, at o < a; < g-1 {(og a; € N).

il
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Der er en lang rakke funktioner som kunne benyttes til vort

formdl. Her lagger vi ud med f¢rst at angive en bijektiv af-

bildning £: R ~ ]~1,1{. Den har ca. grafen

Tt

v

Derefter transformeres ]-1,1[ til Ja,bl gennem den "lineare" -

og bijektive afbildning t:}-1,1[ ~ la,b[, defineret ved
b-a b+a

vy =Sy
(Check selv at t er en sddan afbildning.) Afbildningen f b
bestemt ved f_ , = tof, vil da afbilde }-1,1[ bijektivt Ba
la,bl. ' .
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De reelle tals kardinalitet

I de foreg3ende kapitler blev det godtgjort, at de deri be-
handlede talomrider N, 2 og Q er indbyrdes akvipotente, og
dermed alle numerable. Vi skal nu undersgge @kvipotensforhold-
ene for de reelle tals mengde i relation til de foregdende
talomrider. Det viser sig nu, at R ikke er numerabel. Dette

er &r af punkterne i

Setning IV.12. (a) R er akvipotent med ethvert interval
la,bl = {x € R | a < x < b}, hvor a < b.

(b) R -er ikke numerabel.

(e) R2 = RxR er akvipotent med R.

Bevis: Vi behandler (a) fgrst. Vi lagger ud med at definere
en funktion f: R ~ R, ved

f(x)=TﬂxTi—'XER'
Da galder gjensynlig, at f£(x) > o for x € R+ og f(x) < o for
x € R_. Videre har vi, at

_o=1x[-1 ~-{x X X X+l _
-l= |x 1 < |x‘+ XTI+ S Tx[+T < xi+l = 1.

Det viser, at £(R) < ]1-1,1[ . Imidlertid er ethvert y € 1-1,1¢(
billede ved f af et reelt tal. Thi er y = o er y = f(0o). Er
y >0 er x = T¥§ > 0 og ’

- X_ _ ¥/1- =
£x) =57 = y/ -y« " Y-

Tilsvarende er y < o billede ved f af x = T%; (< o)

I alt er f: R 4 1-1,1[ surjektiv. Men den er ogsd injektiv.

Thi er u $# v, m& £(u) # £(v). Dette er 1 hvert fald sandt, hvis
u og v har modsat fortegn, eller &n af dem er o. Lad dernast

u og v begge vare negative. Var f(u) = f(v) ville

u _ _ v
-u+ = f(u) = f(V) = -+ r
hvorved u(-v+l) = v(-u+l), eller m.a.o. -uv+u = =-vu+v, sd at

u = v. P38 helt analog mdde argumenterer vi, hvis u og v begge
er positive.

Vi har nu vist, at £ er bijektiv, altsd at )-1,1[ er akvipo-
tent med R. For det vilkirlige interval Ja,bl,a < b definerer




Det angivne udtryk for fa p Svarer netop til fremstillingen
af tof, jfr. side 229, !

232

vi fa : R~ Ja,bl ved

b’
(b=-a) X b+a .

fa,p™® =3 gpr* 7z + XER

En enkel efterprgvning viser, at f_ , afbilder R bijektivt p&
- ’
Ja,bl. Dette overlades til laseren. .

Mere przcist er der tale om f° ) snarere end f.
,

Grunden til at vi har brug for at se p3d intervallet [0,1] frem
for intervallet ]Jo,l{ er at den konstruktion der bringes neden-
for ellers kunne give o eller 1 som resultat,

Surjektiviteten af g skyldes at p's vardimangde er ]o,l[; mens
q(l) = o og q{2) = 1. Injektiviteten skyldes, at g{n) = gq(m)
og m,n > 3 medfg¢rer, at p(n-2) = p(m-2), og da p er bijektiv

md m = n. Hvis m,n € {1,2)} kan q(n) og q{m) kun vare ens, hvis
n=m. :

Navnet diagonalargumentet kommer af, at a_ fremkommer ved at
danne diagona1f¢lgeR, dvs. fglgen hvis
n'te element er den n'te element fra det
n'te fglgeelement, altsammen efter kommaet,
og derefter udskifte hvert element med
dets "modsatte".

Hermed er (a) bevist.

Beviset for (b) beror p& Cantor's bergmte diagonalarqgument. Ud-
gangspunktet er, at vi kan ngjes med er vise, at intervallet
Jo,1[ ikke er zkvipotent med N. Var det nemlig det, f.eks. gen-
nem funktionen g: lo,l[ ~® (bijektiv), ville ogsid R vere zkvi-
potent med lo,l[ gennem afbildningen gof, hvor f er hentet fra
(a). For at vise, at lo,1l[ ikke er akvipotent med N udnytter

vi at ethvert tal i dette interval har en 2~-adisk brgk-fremstil-
ling, dvs. en fremstilling p3 formen 0,aja,83.00y hvor hvert

a, er o eller 1, (Sztning IV.11.)

Antager vi nu, at Jo,l[ var akvipotent med N, f.eks. gennem af-
bildningen p: K ~ Jo,1[ ville ogsd [o0,1] vare akvipotent med K.
Afbildningen q: N ~ [0,1] defineret ved

-0 hvis n =1
g(n) = {'Al - hvis n = 2
p(n=-2) hvis n > 3

er jo tydeligvis bijektiv. Ved hjalp af q er vi i stand til
at opskrive elementerne i [0,1] i rakkefglge; den!kunne f.eks.
se sdledes ud:

q(l) = o,000...
g(2) = o,111...
q(3) = o,0lo... N
q(4) = o,lol...

Vi kan imidlertid angive et tal i [o,1] som ikke kan vare med

i razkken. Satter vi nemlig
o, hvis g(n) har 1 p& den n'te plads efter kommaet -
ah = { 1, hvis g{n) har o pd den n'te plads efter kommaet
vil tallet med den 2-adiske brgkfremstilling o,a
i [o,1].

18233 ligge

Dette tal kan ikke vare med i rakken, eller anderledes sagt,
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2 !
. vere billede ved g af et s € N. Var det nemlig det, mitte
w , % jo tallet have de samme cifre efter kommaet som g(s). Men
) . . 3 pd den s'te plads har 0,a;85... cifret ag, mens q(s) har
v det "modsatte" ciffer, pr. definition af a_. Dermed er (b)
bevist.

Vi mangler (c): Kan vi bevise, at mangden Jlo,l[x])o,1[ er ak-
vipotent med Jo,l[ f&r vi let, at RxR er akvipotent med R.
Er nemlig g: Jo,l[x])o,1[~)o,1[ bijektiv, gzlder det samme
afbildningen h: RxR ~ R, bestemt ved

hix,y) = £ 1 (g(£(x),E(y))),

hvor £ er en bijektiv afbildning mellem R og lo,l[, som ek~
sisterer i fg¢lge (a).

For at vise, at Jo,l[x]o,1[ er a#kvipotent med Jo,l[ betragter
vl et vilkarligt (x,y) € lo,llx]o,1[. De to tal x og y har
hver sin entydigt‘bestemte 2-adiske brgk-fremstilling, der ik~
ke ender med lutter o-er. Disse fremstillinger kan vi nu note-

Er f.fks. X = o,qoqoooqqo... er x, = 1, X, = ol, Xy = oool, —— re p4d en sarlig midde: x = 01X Xgenay hvor X, betegner hele sat-
4

FACR I .

tet af cifre efter kommaet til og med det fgrste l-tal, Xy
‘ det naste s®t af cifre til og med det naste l-tal osv. Det
betyder at i hvert szt X, er alle cifre lig o p& nar det sid-
ste, som er 1. P& tilsvarende mide noteres y = o,ylyz...
Danner vi nu tallet z ved at satte z = /X Y1 XYoo s hvor
X -erne og y,-erne stadig er de omtalte szt af cifre, har vi
fastlagt en afbildning k:lo,1l[(x]o,1[ ~ Jo,1[. Denne afbildning
er surjektiv. Thi foretages for det vilkdrlige tal z i Jo,l[
denne opdeling i s®t ud fra en 2-adisk brgkfremstilling som
ikke ender p4 lutter o'er, og dannes dernast x ved at opskri-

ve sattene med ulige numre i rakkefglge efter kommaet, og y
ved at opskrive de ligenumrede sa@t, er k(x,y) = z. Afbild-
ningen er ogsd injektiv, thi hvis (x,y) og (x',y') er forskel-
lige, mid enten x og x' eller y og y' have mindst &t sat for-
skelligt. Det bevirker, at k(x,y) og k{(x',y') har forskellige
fremstillinger i sat, og dermed ogsd i 2-adiske brgker. Men

da fremstillingen i 2-adiske brgk er entydig, ndr denne ikke
ender p4 lutter o'er, er kix,y) og k(x',y') forskellige. Der-

k."

med er (c) og satningen bevist.
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V. DE KOMPLEKSE TAL
Udvidelsen af de neelle tal tif de homplekse tal

Historisk indledning

Oprindelsen til de komplekse tal ligger i nogle italienske
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staterer vi at r = -121, hvorfor lgsningsmetoden ikke kan brin-
ges 1 anvendelse her. P& den anden side har ligningen ¢jensyn-
lig den helt fredsommelige: lgsning x = 4. -Men sd burde lgsnings-
metoden jo kunne frembringe 4 som resultat:

3 3
4 =,V5'+,Yf, + 2 - VY. e ——_

___renassancematematikeres._arbejde-med-at-l¢gse-  2-—og- 3. gradslig=
ninger. Det havde lange varet kendt, at mange 2. gradsligninger,
f.eks. x2+1 = 0, ingen lgsning havde. Cardano (1501-76) gav i
sin Ars Magna (1545) feglgende eksempel: opgaven at dele lo 1
to dele, hvis produkt er 4o, er ulgselig. Den kommer jo ud pa
at lgse ligningen x(lo-x) = 4o, der ikke har reelle redder. Han

angiver imidlertid "sofistiske" lgsninger for den, nemlig 5+ V-15.

Selv om vi med bagklogskabens privilegium kan sige at indfgrel-
sen af de komplekse tal ggr det muligt at lgse den slags umuli-=
ge 2. gradsopgaver, som de blev kaldt, er det nappe historisk
berettiget at se sporen til de komplekse tals indfgrelse heri;
der findes jo si mange umulige opgaver i verden, som det ville
vare halslgs gerning at forsgge at lgse, Problemet med disse

2. gradsopgaver er ikke fgrst og fremmest at man stdr uden lgs~c
ningsmetoder til at finde en l¢sning, men at der slet ingen for-
nuftige lgsninger findes i et fornuftigt talomradde (de reelle
tal). Bombelli (1526-72) siger det sddan (1572): "Der er imid-
lertid ingen mangel ved lgsningsmetoden, men ved problemet selv,
der handler om det umulige, eller ikke er rigtigt stillet".
Imidlertid betragtede man (dvs. folk som Tartaglia (1499-~1557),
Cardano og Bombelli) faktisk problemer, der bade har en fornuf-
tig lgsning, og hvortil der findes en almindelig l¢sningsmetode,
men hvor denne forlgber gennem stadier, der kan give ufortolke-
lige resultater. Sidanne problemer finder man i sammenhang med
3. gradsligninger, For tredijegradsligningen x3 = px + g havde
(har) man lgsningsformlen, den sdkaldte Cardanc's formel (som
vistnok rettelig skyldes Tartaglia):

3 3
x=Vaq2+vE+ Va2 - Vg,

hvor r = (q/2)2 - (p/3)3. Man kan ved efterprgvning uden stgrre
vanskeligheder indse, at dette udtryk for x faktisk lgser lig-
ningen. Imidlertid giver dette jo kun mening, hvis r > o, Ser

vi nu pd ligningen x3 = 15x + 4, som Bombelli gjorde der, kon-

Det ville den ogsa kunne, hvis vi undervejs i regningerne ope-
rerede med V=121 formelt, som om ingen ting var handt! Og det
skridt tog de omtalte italienere faktisk. Bombelli giver i sin
fremstilling regneregler for V=1 (det vi i dag kalder dehi ima-
ginzre enhed og betegner i), i fglge hvilke V=121 = 11V-=1. Her-
igennem ndr han frem til, at

3 ——— 3 ——
V2 + V-TZT = 2 + V=T og V2 - V=I2T = 2 - V=1

(check selv), der netop har summen 4.

Fristelsen til at foretage formelle, men i forhold til da gzl-
dende regler ulovlige, manipulationer som middel til at skaffe
lovlige resultater kan i mangt og meget sidestilles med de tid-
ligere omtalte fristelser til at operere med negative og med
irrationale tal. Sk¢nt "ikke-eksisterende"” og vanskeligt for-
tolkelige leverer de et slagkraftigt hjzlpemiddel, som gennem
tilvanning bliver velbekendt og selvst@ndiggjort, men som fgrst
langt senere ggres til genstand for betryggende fortolkning.

De metoder der dermed blev indfgrt kaldte Cardano og Bombelll
som nevnt “sofistiske". Metoderne tillod ogsd lgsning af sddan-~
ne 2.gradsligninger, som man fg¢r ikke kunne stille noget op med
(men som altsd heller ikke har en fortolkelig lg¢sning), f.eks,
ligningen x2 + 20 = 8x. Selv om aktgrerne forsggte sig med for-
tolkninger af hvad der gir for sig - de taler f.eks. om V-121
som 11 forsynet med et sarligt, nyt fortegn - lykkedes det ikke
for dem,og heller ikke for efterfglgerne i de naste par hundre-
de &r at nd til rimelige resultater.

Af den grund blev de "sofistiske tal", eller "de umulige tal”,
ikke i begyndelsen alment accepteret af matematikerne. N&r gde
blev det pad lidt langere sigt,var det i fgrste omgang fordi de
tilbyder en uimodstdeligt tiltrakkénde,endegyldig behandling af
n'te gradsligninger (idet ethvert n'te gradspolynomium har netop
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n r¢dder, hvis man tillader komplekse lgsninger). (I anden om-
gang skyldtes accepten accepten at man med de komplekse tal far
et meget magtfuldt hjzlpemiddel ved behandlingen af en mangfol-
dighed af matematiske spgrgsmdl - og senere fysiske spgrgsmil.)
Dette forhold begyndte at blive klart i begyndelsen af l6oco-tal-
let (Roth 1608, Girard 1629), og der i den forbindelse at Des-
cartes (1637) kalder de rgdder som ikke er reelle for indbildte,
imaginare, et ord der siden er blevet stdende, i en lidt anden
betydning. Leibniz (1646-1716) kaidte dem amfibier mellem varen
og ikke varen. Det er Euler (1707-83) der som den fgrste skrev
det typiske komplekse tal pd formen a + bvV-1, hvor a of b er sad-
vanlige reelle tal. Han viste at m@&ngden af sddanne tal er sta-
bile over for de fire regningsarter, og niede i gvrigt en betyde-
lig virtuositet i jongleringen med dem. Selve betegnelsen kom-
plekse tal udmgntedes af Gauss, der ogsd indfgrte den moderne
betegnelse a + ib, hvor 1 = V-1 er den sdkaldte imaginzre enhed.

Men det blev ved med at vare en pal 1 kgdet pA matematikerne, at
de komplekse tal ikke kunne indrammes af en betryggende fortolk-
ning. Mange forsgg blev gjort, men fgrst for Caspar Wessel (dansk-
norsk, 1745-1818, bror til Hermann) lykkedes det, i afhandlingen
"Om Directionens analytiske Betegning" (1797). Men hans arbejde
forblev updagtet indtil 1897, hvor det oversattes til fransk.
Hans betragtninger udsprang af landmdlingssproblemstillinger,

og havde ikke fra starten noget med komplekse tal at ggre, men
forte ud 1 dem. Essensen 1 hans arbejde var at indfgre regning
med hvad vi i dag kalder plane vektorer. De udstyres med (moder-
ne) vektoraddition og med en multiplikationsoperation, hvorved

to vektorer multipliceres ved at deres langder multpliceres, mens
deres vinkler med en pd forhdnd givet enhedsvektor, som Wessel
kaldte 1, adderes. Den enhedsvektor som fremgdr af 1 ved drej-
ningen +90° kaldte han £. Med den indfgrte multiplikation bliver
52 = -1, den modsatte til den fgrste enhedsvektor. Derved kan ¢
opfattes som en realisation af den imaginare enhed. Sk¢nt lange
Jukendt er Wessels geometriske betragtningsmdde blevet fast in-
ventar i omgangen med komplekse tal.

Det skyldes nok at den ikke var helt enestiende i den matemati-
ske verden. Nogenlunde samtidig arbejdede franskmanden Carnot
og scweizeren Argand med lignende forestillinger. Men frem for
alt gjaldt dette Gauss som i sit bevis (fra 1797) - det ferste

korrekte - for algebraens fundamentalsatning (at enhver n'te
gradsligning i de komplekse tal har en rod) opererede med en
reprasentation af de komplekse tal i planen (hvorved den kal-
des den komplekse plan), som for alvor blev gangs efter et

arbejde af Gauss fra 1831.

Disse geometriske fortolkninger af de komplekse tal var imid-
lertid ikke de eneste mulige. I sin Cowrs d'Analyse fra 1821
anskuer Cauchy (1789-1857) de komplekse tal som rent formelle
stgrrelser underkastet bestemte regneregler. Disse stgrrelser
havde imidlertid ikke nogen reel fortolkning, han siger "en i-
maginar ligning er udelukkende den symbolske fremstilling af

to ligninger mellem reelle stgrrelser”. Cauchy's opfattelse
indeholder i svgb det moderne algebraiske begreb om de komplek-
se tal som par af reelle tal, pd hvilke der er defineret en
additions- og en multiplikationsoperation. End fuld udarbejdel-
se af dette begreb blev givet af Hamilton (1805-65) i 1833, .i
en-konstruktion hvor de komplekse tal danner et kommutativt le-
éeme (1 vores sprogbrug). Det er i det store hele denne konstruk-
tion vi skal gennemfgre i det fglgende. Hamilton gik et skridt
videre og konstruerede et ikke-kommutativt legeme med tre ima-
ginzre (samt en reel) enhed, de sikaldte kvaternioner, som vi
dog ikke skal komme narmere ind pid i denne fremstilling.

Med Hamilton var indfgrelsen af de komplekse tal helt henfprt til
de reelle tal. Det forhold at afklaringen af de gvrige, simple-
re, talomriders status kommer meget senere i arhundredet antyder
at der dér er mere grundlaggende filosofiske vanskeligheder pi
spil end ved de ved fgrste gjekast langt mere utilnarmeligesz
komplekse tal.
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Konstruktionen af de komplekse tal

I den ramme vi her har valgt fremstilles de komplekse tal
som"m@ngden af reelle talpar forsynet med to bestemte kompo-
sitioner, + og -, Disse indfgres siledes:

Man kan begrinde definitionen af multiplikationen p& flere ’
er

mider, men de har alle prag af efterrationalisering i et ell
andet omfang, idet de pd én eller anden mdde foregriber det
de komplekse tal skal kunne (og faktisk kan). Vi vil ngjes
med at skitsere Hamilton's begrundelse:

Organiserer vi forst Rz med en skalarmultiplikation bestemt ved
r(al,az) = (ral,raz) ndr r € R, har vi at

(allaz) = al(l'°)+a2 (oll) -

Forlanger vi dernast at (1,0) skal vare neutraltrelement ved
multiplikationen, og at multiplikationen i gvrigt skal vare
distributiv over for +, md vi have
_ 2
(al,azy(bl,bz) = albl(l,o)+(azbl+alb2)(o,l)+azb (o,1)".
Nu md, da jo (o,1)" skal resultere i et par, (o0,1)° = (a,b)
for passende a,b € R. Men hvilke? Hamilton forlangte, at lang-
den af et produkt skal vare lig produktet af faktorernes lang-
der, hvor langde(x,y) = Va2+b‘. Med dette krav fplger, idet
(1,1)+(1,=1)=((1,0)+(0,1)) * ((1,0)~(0,1)) = (1,0)%=(0,1)2

= (1,0)-(0,1)% = (1,0)=(a,b) = (l-a,b),

dels at langde((1,1).(1,-1)) = langde(l,1l)-langde(l,~l) = V72 = 2,

dels videre, at

2 = lengde((1,1)°(1,-1)) = langde (l-a,b) = V(1l~a)“+b”",

s§ at (l-a)2+b2 = 4. Samtidig md

VaZ+b? = langde(a,b) = langde(o,1)2 = (lazngde(o,1))2 = 1,
altsd a2+b2 = 1. Lgsningerne til 9155e to ligninger 1 a og b
er a = -1 og b = o, hvorved (o0,1)“= (-1,0) = -(1,0).

| _

Definition: For ]al,az), Ybl,béj € RY satter vi
(allaz) + (bl,bz) = (al+bl,a2+b2),
(@ay,ay) * (by,by) = (albl—azbz,azbl+alb2).

Definitionsma@ssigt set er et komplekst tal altsd blot et reelt

talpar, men for at understrege at den her indfgrte multiplika-

tion er i spil skriver vi C i stedet for R2. Vi vil nu godtgg-
re, at (C,+,*) er et kommutativt legeme.

0 = (0,0) som neutralt element.

tiv er oplagt. Klart er det ogsd, at (o,0) er neutralt ved
+, o0g at (-al,-az) er inverst ved + til (al,az). Disse egen-

skaber fglger alle direkte af egenskaberne ved addition i R.

Endvidere er (C~{o0},*) en kommutativ gruppe med 1 = (1,0) som

neutralt element.

Dette er ogsi let at se, men lidt mindre banalt end det fore-
gdende. Dog er stabliliteten af € over for -+ samt kommutativi-

teten af - &benbare.

Asgsociativiteten: Vi har

((31,82)‘(bl.bz))‘(cl,cz) = (albl—azbz,a2b1+alb2)'(cl,cz)

= (a)bjc)-aybyc)mayb cyma bycyragb 6 ta boe ta bycymayb,ey)
og

(al,az)'((bl.bz)'(cl,cz)) = (al,az)-(blcl-bzcz.b2c1+blc2)

= (alblcl-albzcz—azbzcl—azblcz,azblcl-a2b2c2+alb2cl+alblc2).

Identiteten af de to slutudtryk viser identiteten af de to
begyndelsesudtryk.

(l,0) er neutralt, thi (al,ao)-(l,o) = (al-l-a c0,a -1+al-o)

2 2

(al,az) (multiplikationen i den omvendte orden er overflg-
dig pd grund af kommutativiteten).
Ethvert element # {(o,0) har et 1n!e£s£. Lad nemlig (al,az)

(% (0,0)) vare givet. Skal (xl,xz) vaere inverst til (al’a2)




Man kunne sagtens ved at sno sig en anelse mere lgse lignings-
systemet konkret heér og nu uden at pdberdbe sig generel lig-

ningsteori.

B\

md (l1,0) = (al,az)-(xl,xz) = (alxl-azxz,a2x1+alx2),
dvs.

alxl-azx2 = 1

a,x,ta x, = o.

Dette ligningssystem i x., og x, har netop én lg¢gsning, da

1
dets koefficientmatrix har determinanten ai+a§, som er
forskellig fra nul, da (al,az) + (o,0). Hvis (xl,xz) 1lg-

ser dette system, da ogsd systemet

2
a,a,x,-a,x, = a,
-aja,x,=a;x, = o, . s
der ved addition giver -(al+az)x2 = a,, altséd

2 2
X, = -az/(al+a2).
P4 tilsvarende mdde finder vi

2, 2
X, = alé(a1+a2).
At parret (xl,xz) defineret sdledes faktisk lgser det op-

rindelige system ses umiddelbart ved indszttelse.

Vi noterer os som et selvstandigt resultat, at det inverse e~
lement ved - til (a,,a,) har formen

(1) (aya) 7" = (a,/(a2+ad),-a,/(al+ad)), (ai2y) + (0,0).

For at have fuldfgrt demonstrationen af, at (C,+.°) er et kom-

med hensyn til +. Dette ses ved en enkel udregning:

((al,a2)+(b1,b2))-(cl,cz) = (al+b1,a2+b2)'(cl,c2)=
+b1c -a.c.-b,c,,a,c +b,c_+a c_+b c,)

(a,e 1722%27P 856,706,794 %2701%2

1

og
(allaz)'(cl,cz) + (bl,bz)-(cl,c2)= .

(alcl-azcz,a2c1+alc2) + (blcl-bzcz,b2c1+b1c2)

= (a)e,%b;1¢173,%, 213,C *D,y0 YA cy¥b, )

hvoraf distributiviteten fremgdr (kommutativiteten af

-bzc

fritager os for at betragte multiplikationen med (cl,cz)

fra venstre).

Det er nu muligt at finde et eksemplar af de reelle tals lege-
me (R,+,") indlejret isomorft som dellegeme af (C,+,°). Vi be-
tragter afbildningen ¢:R ~ C, defineret ved

@({x) = (x,0), x € R.



Det er nemt at se, at der ogsi gzlder ting som 1
(c(a,,a ))(d(bl,b )) = Cd(al'aZ)(bl'bZ)' (a/c,b/ec) = =(a,b),
foru&sa , at c ikKe er o, osv, ¢

Denne afbildning ¢ er en injektiv hbmomoffi,

eftersom x + y = ©(x) = (x,0) + (y,0) = wky),

99 @(x+y) = (x+y,o0) = (x,0) + (y,0) = @(x) + @(y), ‘
samt @(xy) = (xy,0) = (xy-0-0,0-y+x+0) = (x,0)-(y,0)

= e(x)o(y). i

Derfor-er-g-en—isomorfi-mellem—R-0g—¢(R)—(= {{x7o)}—|—x €—R}P, — —

hvorfor vi tillader os at betragte R som en delmangde af de -
komplekse tal; eller anderledes sagt C som en udvidelse af R.
@jensynlig er R« C. I medfgr af denne identifikation identi-

ficerer vi ogsi i notationen det komplekse tal (x,o0) med det

reelle tal x. I kraft af det fir vi for ¢ € R:

c(al,az) = (c,o)-(al,az)= (cal—oaz,oa1+ca2) = (cal,caz).

Specielt er- (-1) (a;,a,) = (-al.-az) = -(ay.a,).

Vi ser nu lidt narmere p& elementet (0,1} i C. Det noteres

i1 = (0o,1), den imaginazre enhed.

om i galder, at 12 = (0,1)-(0,1) = (0-0-1-1,1.040-1) = (-1,0)
= =1l. Denne bemarkelsesvardige egenskab - lad os give den en
linje -

(2) 12 = -1

bevirker at i C har ligningen x2+l = 0 en lgsning. Den har
endda to, nemlig i og -i ((-i)2 = 12 = =1). Senere i kapitlet
skal vi vende tilbage til de komplekse tals evne til at levere
lgsninger til enhver n'te gradsligning.

Ved hjelp af den imaginare enhed og indlejringen af R i C kan

vi fremstille de komplekse tal p& en lidt anden mide end fg¢r.

Det komplekse tal z = (al,az) skrives z = (al,az) = (al,o) +

(o,az) = al+a21, eller ved ombytning af a, og i: -
z = a1+1a2, al,az € R.

Der galder tydeligvis: a +ia2 = b1+ib2 @ (al,az) = (bl’bZ)

1
altsd hvis og kun hvis a, = b, og a, = bz.

1 1 2
Med denne skrivemdde fremstilles alts& z som sum af et reelt
tal, a;, og et reelt multiplum af den imaginare enhed. Vi kal-
der ay for z's realdel, den skrives ofte Re(z). Tallet a, kal-
des 2's imaginardel, a, = Im(z). Et kompleks tal af form ib




L3

b

Dette kunne ogs& udtrykkes

Re(z) 1

(Re (z)) 2+ (Im(z)) 2

, Im(z ") =

Med denne tegning har vi brudt den ramme vi arbejder i. Men
det er ikke s3 farligt, da ingen af betragtningerne (de for-
melle dele af dem) i det fglgende beror pd denne tegning.

Reprasentationen viser i ¢vrigt, at vi kan tenke pd det kom-
plekse tal z

a+ib som (sted)vektoren (a,b).

Det ville ikke have hjulpet os at betragte en
ordning, harmonerende med + og*, da vi ud fra den kunne skaffe
en irrefleksiv af den behandlede type.

(Re(z)) 2+ (Im(2)) 2

kaldes rent imaginart.

I denne notation, som vi vil benytte fra nu af, har vi (check
selv):

(a+ib)+ (c+1d) = (a+c)+i(b+d), (a+ib) (c+id) = (ac-bd)+i(bc+ad).
vi tillader os ogsi at skrive

1.1 -1
;—mforz (Z#O).
Af (1) far vi
1 _ a-ib

a+1b a§+b )

Det forhold at elementerne i C er par af reelle tal,bevirker at
vi ikke t@nker p& C som en tallinje, men som en plan, den kom-
plekse plan. Fgrste-aksen er at opfatte som R. Den indeholder

iR &telementet 1= (1,6), mens an-
at — - - z=atl den-aksen, kaldes den imaginare
1

akse. Den benzvnes ofte i denne
sammenhang iR, fordi den inde-

'
1
]

} } 3 - holder den imaginazre enhed i.
a R

Der er endnu en grund til at tanke pAd de komplekse tal som ud-
gp¢rende en plan (en tredje gives 1 et senere afsnit), frem for
som en tallinje. Det er nemlig umuligt at ordne C fornuftigt
(dvs. for den irrefleksive udgave: trichotymisk og i harmoni med

kompositionerne + og *). Var nemlig->. en. sddan ordningsrelation
mitte der for ethvert z % o galde z > o eller z < o. I begge
tilfelde ville 22 > 0. Ser vi specielt pd 1 og i fds at 12 >0
og 12 > 0. Ved addition (og harmoni) mitte s& o = 1+i2 = 12+i2
samtidig med at 12+12 > o, hvilket ikke lader sig realisere med
en irrefleksiv ordningsrelation. Selv om vi ikke kan ordne C,

og selv om vi tidligere har benyttet ordning til at definere
numerisk vardi, kan vi alligevel i C etablere et rimeligt begreb
om numerisk vardi. Det sker i det naste afsnit.

Vi har dog endnu et a@rinde at ggre i dette. Tillader vi os at
inddrage 1idt linear algebra kan vi anskue C som et vektorrum
over de reelle tals legeme. (C,+) er jo en kommutativ gruppe,
og afbildningen



(A,z) ~ Az, €ER, 2 € C

G4 selv disse egenskaber -efter.
opfylder kravene til skalamultiplikation med (R,+,°) som ska-

larlegeme, eftersom (C,+,-) -er et legeme, der indeholder R.
Eftersom ethvert komplekst tal z har fremstililingen z = a+ib
= a‘t+b-i som linearkombination af de to elementer 1 og i,

-——-—— -—udspader disse -C:—De-er samtidig—linezrt uafhangige, fordi — - )
a+ib = o hvis og kun hvis a = 0 og b = o. Derfor udggr {1,1i} -

en basis for C over R. Det bevirker, at vektorrummet (C,+,-,R)
Vi kan ogsi opfatte C som vektorrum over C selv som skalarle- h 1 3
geme. Da C er et legeme bliver selviglgelig ethvert {z) , ar dimensionen 2. Med disse betragtninger til rddighed kan vi

z $ o, en basis for (C,+,*,C), som altsi er l-dimensionalt. formulere et entydighedsresultat om C. Det indglr sammen med
: ’ ’ en opsummering af hvad vi i det foregdende har opniet i

Saztning V.1. Med C = R2 forsynet med de ovenfor indfgrte
kompositioner + og . er (C,+,-) et kommutativt legeme, der
indeholder (R,+,-) (p& ner isomorfi) som dellegeme.

Med den ovenfor indfgrte skalarmultiplikation kan € endvi-
dere opfattes som et vektorrum over de reelle tal af dimen-
sion 2. ‘
Hvis (L,+,°*) er et kommutativt legeme med (R,+,°) som del-

legeme (p4 nar isomorfi), der kan opfattes som et to-dimen-
sionalt vektorrum over R, er legemet (L,+,°) isomorft med
(C,+,+). I denne forstand er altsid (C,+,+) entydigt bestemt.

Bevis.

De to fgrste punkter er bevist i gennem de foregdende betragt-
ninger. Vi mangler blot det sidste punkt.

Id€éen er at finde i L en pendant til den imaginare enhed i

i ¢, for derefter at skabe isomorfien mellem C og L ved at

lade z i C, z = a+ib, afbilde i linearkombinationen af 1og i's .
pendant med a, henholdsvis b som koefficienter. I detaljer gar

vi s3ledes til varks:

Gangen i beviset er at supplere 1 med et ¢ € L ~ R, si at

{l,c} er en basis for L. Derefter finder vi et element i L, Da L er to-dimensionalt og 1 € R ikke er 0, kan suppleres med
som ikke er reelt, men hvis kvadrat er negativt reelt. Det t el £ i

. ; N Lt .
viser sig, at vi kan finde et B € R, s& at c-8 har netop den- et element c fra il en basis {1,c} for L. Dette element c
ne egenskab. Tilbage stdr sd blot at "normere" c-f s det re- md ligge 1 L ~ R, thi var ¢ 1 R ville 1 og ¢ vare lineart af-

sulterende element har -1 som kvadrat.

hangige (o =1 + (- %)c). Vi betragter nu elementet c2 € L. Da
{1,c} er en basis for L findes koefficienter a og B €R, si at




\
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T Det_ville:.vare mere na-

CZ R turligt blot at skrive
,/ v c¢ = a+ Bc, men af hen-
S P4 syn til det fgldende er

/ / det 1idt mere bekvemt

P 28c / at kalde koefficienten

; / til ¢ for 28.

¢ virker ved at et tal z € C med realdel a og imaginardel b

sendes over i linearkombinationen af 1 og j med koefficenter-
ne a og b.

250

c2 = a+2 fc.

Da B € R er c-B ikke element i R (ellers ville jo ¢ = (c~B)+B
tilhgre R). Til gengzld er c-B's kvadrat element i R, da

(c-B)2 = c2+82-2c5 = a+28c+02—2ca = u+82 € R.

Der md si gzlde, at (c—B)Z < o. Var nemlig alternativt (c—B)2 > o,
ville der findes (S®tning IV.lo.) et p€ R, s& atp= V{c-p) 2.

Det vil sige, at c~B lgste ligningen %2 = pz, og dermed ligning-
gen (x-p) (x+p) = o, der (fordi (L,+,*) er et legeme) kun har
lgsningerne x =pog x = -p, der begge er reelle.

Nar (c-B)2 < o er -l/(c—B) > o. Derfor findes eto €R, sé at

o = —1/(c-B)2. Satter vi mu j = o(c-B) er j = g (c B) = -1.
@jensynlig kan j ikke tilhgre R, da 1 s& fald c-p = % €R, i
strid med at c~f ¢ R. S5 m& ogsd 1 og } vare lineart uafhangige.
Thi hvis a+jb = o for (a,b) + (0,0) midtte b $ o, for var b = o
ville ogsd a = 0. P4 den anden side kan det heller ikke lade sig
gg¢re at b ¥ o, for s& ville j = - % € R, i strid med at j ¢ R.
Dermed er {1,j} en basis for L.

S3ledes har vi i j fundet en pendant til i.

Afbildningen ¢: C ~ L, defineret ved
v(z) = ¢p(a+ib) = a+jb,

ndr z = a+ib, a,b € R, er en isomorfi mellem (C,+,°) og (L,+,*).

Surjektiviteten fplger af: £€ L =» £ = a+jb, sid at €= y(a+ib).

Injektiviteten: W(z1 = W(zz) (zl=a +1ib z, = a +1b2) med-

————— 1 1’ "2 2
rer, at al+jb1 = a2+jb2, hvoraf (al-a2)+j(bl-b2) = o, som

p% grund af den lineare uvafhangighed af 1 og j afstedkommer,

at a, = a, og bl = bz, altsd at z, = z,.

Endelig howomorfien: w(zl+z2) = w((al+a2)+1(bl+b2))

= (a1+a2)+j(b1*b2) = (al+jbl)+(a2+jb2) = w(zl) + w(zz).

og

w(z z ) = w((al+ib1)(a2+ib2)) = W(ala2 b1b2+1(b1a2+a b ))

= (al 2-b1b2)+j(bla2+a2bl) = (al+jb1)(a2+jb2) = W(zl) w(z ).
0.E.D.

Hermed er satningen bevist.
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Illustration af konjugering.

z: h
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Yderligere trak ved de komplékse tal

Sammen med det komplekse tal z = a+ib studeres ofte det nart
beslagtede

z = a-ib,

der kaldes det konjugerede til z. Svarende hertil kaldes af-

for ethvert z € C.

Lzg marke til at der heraf fglger at bide z+z og 2z er reell%:>___
/

b 1R

z=a+ibfT}l:l:: la%+p

'3

Egenskaberne (i)-(iv) i Satning V.2, viser, at | | ., er en norm
i ¢ (badde som vektorrum over R og over €, idet (iV) viser at

normen af et (reelt respektive komplekst) skalarmultiplum af

et elemenet i C er den numeriske vardi af skalaren gange med

normen af elementet).

bildningen k: C ~ C, defineret ved k(z) = E“EBr’kanjugerihg(s—r
afbildningen). @jensynlig galder z = z netop hvis a+ib = a-ib,
altsd netop hvis 2ib = o, dvs. pracis ndr z er reel. Afbild-

ningen k er en isomorfi af C pd sig selv.

Den er injektiv. Thi for z = a+ib, w = c+id vil a-ib = c-id
afstedkomme, at a = ¢ og b = d, altsd at z = w.
Den er surjektiv, fordi a+ib er billede af a-ib. Endelig

skyldes homomorfien, at

z+w = (a+c)+i(b+d) = (a+c)~i(b+d) = (a-ib)+(c~id) = z+w,
og

zw = (a+ib) (c+id)
samtidig med, at

zZw = (a-1ib) (c-1id)

ac-bd+i(bc+ad) = {(ac-bd)-i{bc+ad),

ac-bd~-i(bc+ad).

Vi lagger marke til, at z = z, altsd at kok = 1 (vi siger, at
k er idempotent).

Det er nu tiden at indfgre en numerisk vardi.

Definition: For z € C forstis ved den numeriske vardi af z
det reelle tal

lz]o = valsb (z = a+ib).
Definitionen giver mening, fordi a2+b2 > o, sdledes at kvadrat-
roden eksisterer, jfr. Satning IV.lo.

Da 22 = (a+ib) (a=ib) = a’~(ib)? = a’+b?, er |zl = V23,

Berettigelsen af at bruge betegnelsen numerisk vardi ses af

Satning V.2. Den numeriske vardi er en afbildning | IC: ¢ ~R

med fglgende egegnskaber:
(1) |z|o > o for alle z € C

(ii) !zlc =owz=o0



(ii1) |z+w|c < |z|C + |w|c for alle z,w € C (trekantsulig-

heden)
(iv) |zw|C = |z|C|w|C for alle z,w € C
Endvidere er ||C en udvidelse af | | pA R som indfgrt tid-
ligere, dvs. hvis x € R er lxlC = |x|.

. ’ Bemerkning: P4 grund af det sidste punkt er der - nidr det er
besvist ingen grund til at skelne notationsmassigt mellen IIC
og | |.

Bevis:

For at slippe typografisk billigst viser vi det sidste punkt
fgorst: For x € R er leg = x2, Samtidig er IxI2 = x2. pet vi-
ser, at |x|c og |x| begge er ikke-negative lgsninger til lig-
ningen y° = x~. Den har (med x2 pd da's plads) 1 fplge Saztning

IV.lo netop én ikke-negativ lgsning. Men si md |x|c = |x|.

i Derefter tager vi fat pd de gvrige punkter, hvor punkt (i) er
i *trivielt ud fra definitionen. Klart er det ogsd, at (z = a+ib)
X ;

Z| = o= a2+b2 =oe®a=00gb=o0e2z=o0. Det var punkt (ii).
g punxt {l1i)

Ogsi Euhkt (iv) f¢lgef let: for z = a+ib, w = c+id er

(lz'Ile)2 = (a2+b2i(c2+d2) = a%c?4p2c?+aaina’?

°g

lzw|2 = (ac-bd)+i(bc+ad) 2 = (ac-bd) %+ (bc+ad)?

2.2 2 2

2 ’ = a’c +b2d2-Zacbd+b2c2+a2d2+2bcad =ac +b2d2+b2

c2+a2

a2,
hvoraf identiteten mellem (|z||w|)2'og Izwl2 fremgdr. At deref-
efter |z||w| = {zw| skyldes endnu engang Satning IV.lo.

- . - Det er 1idt mere omstendeligt - men ikke af den grund svart -
b4
at vise trekantsuligheden (iii). Den er 2kvivalent med, at

tzewl 2 < 1z] 2+ |w| 2420 2] |w].

Men med z = a+ib og w = c+id er

lz4w]2 = | ((atc)+i(brd) |2 = (a+c) 2+ (b+d)? ,

aZiclizac+blealeznd = |z] 2+ w|2+ 2(actbd) < |z|2elwiZe2izilwi,

' hvor lighedstegnene alle er oplagte, og hvor det springende
H punkt ligger i den afsluttende ulighed, der jo kommer ud pad at



Strengt
nu) at w

5

aget fordrer selve opskrivning af kvadratroden (end-
er reel, hvilket sikres af at w er det. -

(act+bd) < |z||w]|. Dette indser vi p4 denne mide:

l2]|w| = V(ac-ba) %+ (be+ad)? = Vi(acebd) 24 (bo-ad) 2

(de dobbelte. produkter hgrende til de to parenteser

1 de to.kvadratrgdder)-

>V(ac+bd)

= |actbd| > ac+bd.

Hermed er satningen bevist.

En direkte fglge af denne satning er det, at

2
=1

1z
{wi

=q-r for z, w€ C, w# o,

Dette indses i toskridt. Hvis fgrst w € R, og z =

zzx
w

Z
H

b
2+12 @,2¢emn), hvorved
= \/éz/w2+b2/w2 = V1a2+b%/w2 = T%T VQ +b2 =
hvor det nastsidste lighedstegn fglger af at w er
Er dernast w € ¢, w = c+1id, er
z _ z{c-1id) _ 2(c-id) _ z(ec~id)
= - = r
c+id (c+id) (c~1d) c2+d2 lwl247
hvorved i fglge det fgrste skridt
- Iz(c-id)l 1z H(c=id)I lziiwl  _ 1z}
r
1wl 1wi? 1wl ? fwl

a+ib, er

lz!

lwl?

reel.

er ens

hvor vi ved det nastsidste lighedstegn benyttede, at et kom-~
plekst tal og dets konjugere &benbart har samme numeriske var-

di.

Ved hjzlp af den numeriske vardi kan man tale om og behandle

granseforhold for fglger af komplekse tal. Herunder kan man de-
finere konvergente fglger og fundamentalfglger som kopier af de

tilsvarende definitioner for reelle talfglger (se side

ligesom de herom galdende satninger og deres beviser kan kopieres

for komplekse fglger.

Der gzlder nu, at fglgen fz), = (a +ib ) fra C er konvergent

)y

med gransevardi a+ib, hvis og kun hvis realdelsfglgen (anln er

konvergent i R med gransevardien a, og imaginardelsfglgen (bnln

er konvergent i R med gransevardien b. Vi har nemlig, at

2 2
Izn-z] = V?an—a) +(bn-b) R

hvorved
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Lidt flere detaljer: Den fgrste ulighed skyldes, at ‘ (3) :an a:} < \/Ian-a|2+|bn-b|42 Izn—zl \/’lan-a|2+]bn-b|2
2 . 2 2 ' b -b
Ian-al < [an-al +|bn-b| , n

. hvorved

|an_a| < V{;n-a|2+|bn_b|2, Hvis derfor z, *z for n + =,vil ogsi a, +aog bn + b for n » e,
Tilsvarende med |b_-b|. Den sidste ulighed fglger af, at For til et givet ¢ >0 findes jo si et n, sd at Izn-ZI < ¢ for

2 2 2 2

|an-a| +|bn-bl |an-a| +|bn-b| +§|an-a||bn-b| n > n_. I kraft af (3) vil s& ogsi |an-a| < ¢ og |bn-b| < ¢ for

(|an—al-+|bn-b|). n,-

iA

laj-al+|b_-b] .

hiA >

>
n >

Er omvendt (an)n og (bn)n konvergente med graznsepunkter henholds-
vis a og b, og er £ >0 givet, findes et ngs sd at for n > n:
Ian-al < %¢ og |bn-b[ < Y¢. Men s3 vil for de samme n

|zn—z| < |an-a|+|bn-b| < Xe+ke = ¢, (pA grund af (3)),

hvorfor z =z for n +» =,

P4 helt tilsvarende mdde godtggres ud fra de med (3) parallelle
uligheder

lag-a,1)
nr = Izl'n“'z!'ll5 Ian am|+|bn-bml'

at (z“)r er en fundamentalfglge hvis og kun hvis dens realdels-
og imaginardelsfglger (a_llP og (b1lr begge er fundamentalfglger
i R.

Dette resultat g¢r det muligt at besvare det narliggende spgrgs-
m3l om C udggr et fuldstendigt (men altsd ikke ordnet!) legeme,
altsd om enhver fundamentalfglge er konvergent i C. Svaret er
bekraftende. Thi hvis (zn)n = (an+ibn)n er en fundamentalfglge
gzlder fglge det ovenstiende det samme om (a )n og (bn)n i R.
Men da disse fglger er reelle er de konvergente i R, med gran-

i severdier henholdsvis a og b. Men si er - endnu engang i kraft

' af det ovenstdende - ogsi (zn)n konvergent med gransevardien
a+ib. Dette resultat fortjener vist ophgjelse til satning:

y

Sa2tning V.3. Med den ovenfor indfgrte numeriske vardi bliver
i enhver fundamentalfglge i C konvergent i C. Legemet C er alt~

sd fuldstendigt.
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I de fglgende afsnit vil vi indvinde nogle f4 af de egenska-

ber ved de komplekse tal, som berettiger
le stilling i matematikken. Til den ende
gd 1idt uden for den opg;éﬁlnésramme som
stilling. Narmere bestemt er vi ngdt til

dem til deres centra-
er det ngdvendigt at
er sat for denne frem-
at inddrage begreber

I den klassiske udvikling af teorien for disse funktioner,
kom rakkeudviklingerne

4 3 5
coOs X = 1--’-;—!-+’;—!—... , sin x = x—’;—!—+xg—! e
03 Xl x2 X3
e=1+ﬁ+ﬂ+ﬁ+”‘

pd et relativt sent stadium i udforskningen af deres egen-
skaber. Men de kan altsd bruges som udgangspunkt for en de-
finition af denm.

Grundene til at vi kan tillade os denne suggestive navngiv-
ning fremgdr om lidt.

s

~og resultater som ikke er funderet i den opbygning vi allerede

har foretaget. Det drejer sig om sinus- og cosinusfunktionerne
(og 1 den forbindelse tallet n) og om eksponentialfunktionen,

og om de vigtigste egenskaber ved disse funktioner, samt om be-
greber og resultater vedrgrende kontinuerte funktioner. Faktisk
ville det vare muligt at udbyége det her opstillede grundlag,

sd disse ting kunne indfanges af det. Det ville imidlertid kra-
ve nogle armbgjninger som det ville fgre for vidt at tage i den-
ne sammenhang. I stedet ngjes vi med at pracisere de forudsat-
ninger vi g¢r, og som g&r ud over rammen.

Polare koordinater. Produktets geometri

Vi lagger ud med at forudsatte de reelle funktioner cos og sin
samt eksponentialfunktionen exp for givet, og deres egenskaber
for kendt. (Skulle vi have defineret dem her, kunne det vare

sket med udgangspunkt i deres rakkeudviklinger:
) 2n+l

2n «©
cos x = J (-1 X , sinx = J(~-1)" 3 + X €R
n=o lZnS! n=o n+ !
® n
ex = exp(x) = %7, X €R
n=0 " °

hvor det s& skulle godtggres, at de pigzldende rakker faktisk
er konvergente for alle x € R, hvilket uden stgrre vanskelighe-
der - men med lidt arbejde - lader sig ggre. Dernast skulle vi
ud fra disse definitioner have vist de egenskaber ved funktio-
nerne vi f&r brug for; f.eks. skulle vi i den forbindelse have
vist eksistensen af tallet 1n.)

Med disse forudsatninger definerer vi nu for y € R:

iy
(4) e = exp(iy) = cos y + i sin y.

Af denne definition fremgdr, at for x € R er
exp(ix) + exp(-ix) = 2 cos x, exp(ix) - exp(-ix) = 2i sin x,

hvoraf fremgdr de sdkaldte Euler's formler:
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Ved hjalp heraf kan vi ogsd8 definere cos og sin af komplekse
variable, ved simpelthen i hgjresiden af (5) at lade x vare
kompleks, hvilket giver mening qua (6) (for z = a+ib er s&
exp(iz) = exp(-b+ia) = e"P(cos a + i sin a)). Man kan i gv-
rigt vise, at pd denne madde kommer de oven for navnte rakke-
udviklinger til at stemme ogs3 for komplekse verdier af x.

For dem der kender de hyperbolske funktioner giver det forha-
bentlig en vis erkendelse at f& navnt, at

cos{ix) = k(e *+e™®) = cosh x, og

sin(ix) = 3p(e™®-e®) = - (4(e¥-e™) = -1 sinh x.

262
ix -ix
cos x = & ; e
(5) Xx € R
ix -ix
sin x = e -_€
2i

Det kan navnes, at hgjre siderne er veldefinerede igsd for
komplekse x. Det ggr det mulligt uden videre at definere cos og
sin af komplekse vardier ved hjzlp af formlerne (5).

Ud fra (4) kan vi definere ogsd eksponentialfunktionen for
komplekse vardier:

(6) exp({z) = exp(x)exp(iy) = ex(cos y + i sin y), z = x+iy.

Den ses at stemme overens med den sadvanlig reelle eksponten-
tialfunktion nidr z er reel, idet exp(io) = cos o = 1. Beretti-
gelsen af benavnelsen eksponentialfunktion ligger - ud over i
det netop navnte forhold - i at der galder

(7) exp(z+w) = exp(z)exp(w), z,w € C.

Dette vises under udnyttelse af additionsformlerne for cos og

sin samt den for den reelle eksponentialfunktion gzldende rela-
X+y _ _X Y
= e

tion e e’.
vi har med z = x+iy og w = u+iv, at
exp(z+w) = exp((x+u)+i(y+v)) = ex+u(c05(y+v)+isin(y+v))
= e**Y((cosu cos v -~ sin y sin v) + i(sin y cos v + cos y sin v))
og
x u
exp(z)exp(w) = e exp(iy)e exp(iv) =
ex+“(cos y + 1 sin y)(cos v + 1 sin v) =

ex+u(cos y cos v - 8in y sin v + i(sin y cos v + cos8 y sin v),

hvoraf (7) fremgdr.
|

Lad oS i ¢vrigt bemarke, at der galder |exp(z)| = |e"| » o,

idet Jexp(z)| = lex||cos y + 4 sin y| = ex(coszy+sin2y) = e*

Idet heltalspotenser af komplekse tal uden vanskeligheder de-

n+l n

fineres rekursivt som for reelle tal (z°=1, z = 2z 2z, og for

z £ o: z M= l/zn, n€ RU {o}) £f8r vi af (7) ved induktion, at

(8) exp(pz) = (exp(z))p, p € Z

For naturlige tal p indses pdstanden ved induktion. Den er




tydeligvis sand for n = 1. Er den sand for n = k, 83 ogsd
for n = k+1, idet exp((k+l)z) = exp(kz+z) = exp(kz)exp(z) <

= (exp(z))nexp(z) = (éxp(z))k+1. For p = o er den sand, for-

di exp(o) = cos o = 1., For -p € N er exp(pzlexp((-p)z) = *
- _-Af (8) fir vi nemt generelt, at !(SEB(ELLELE‘E_jgxp(pz))q ‘\;K” , ~,--ﬁ_____uéffgigfffTPlél,flexp(?),= 1, hvorved eXP(?z{:= (exgig:g)g)il
= exp(q(pz)) = exp((pg)z) = (exp(z))P9d, for p,q € 2. \J ‘ -= ((exp(z)) P, = (exp(z))p. : .
. Ved hjalp af dette fis umiddelbart de Moivre's formel:
Abraham de Moivre (1667-1754), fransk-engelsk. _ (9). (cos x + 1 sin x)n = cos nx + 1 sin nx, x € R,
fdet (cos x + 1 sin x)n = (exp(ix))n = exp (nix) = exp(inx)

= cos nx + 1 sin nx.

Vi er nu rustede til at angive en ny mdde at fremstille de kom-
plekse tal pi.

Dette afsnit tjener til at godtggre at et vilkarligt punkt

. 2, 2

(x,y) € r2 p4 enhedscirklen, har formen (x,y) = (cos @,sin ®) Lad f¢rs§ X og g vare reelle tal opfyldende, at x"+y = 1. S&
for et yER (og alle andre vinkler der fremgdr heraf ved ad- er o £ x° = 1l-y'< 1, og dermed -1 < x < 1. For var x > 1 ville
dition af et heltalsmultiplum af 2w, men ingen andre). Dette 2 7 - T T . 2 2

er jo elementart (gymnasialt) stof, men da vi ikke vil forud- x* > 1, og var x < -1, ville 1 < -x, altsd 1 < (-x)" = x".
s@tte mere om cos og sin end det hgjst ngdvendige, gives ar- Da siledes x € [-1,1], og da cos: R ~ [-1,1] er surjektiv og

gumentet her. periodisk med perioden 2w, findes et @ € R, s& at x = cos o,

og der galder, for u € R, at x = cos u hvis og kun hvis

u = @+p2n, for et p € Z. Videre finder vi, at sinzw:=l - coszw
= l-x2 = yz, hvorved sing@= y eller sin ¢ = -y. I det fg¢rste
tilfezlde har vi bestemt et 9w € R, s8 at bdde x = coswog y = sin ¢.
I det andet tilfzlde satter vi ¢' = -¢. S& vil sin @' = sin(-¢)

= - sinyp=y, og cos ¢' = cos{-p) = cos ¢ = x, hvorved x = cos ¢'
og y = sin ¢'. Under alle omst®ndigheder har vi bestemt et @ € R,
s& at

X = cos ¢, ¥y = sin ¢.
Da sin{¢+p2n) = sin ¢ = x, er for givne x og y ¢ entydigt bestemt
P4 nar et additivt multiplum af 2n.

Med dette in mente betragter vi nu et vilkdrligt komplekst tal
z, z = x+iy, som opfylder, at |z| = 1, dvs. at x2+y2 =1. 1 fpl-
ge det foreglende findes sd ¢ € R (entydigt bestemt pd nar et ad-
i ditivt multiplum af 2n), sd at x = cos ¢ og vy = sin ¢. Det be-
! tyder at et z € C med !z| = 1 har formen
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Identiteten (lo) kan selvfglgelig ogsy siges at stemme for

2z = o, idet hgjresiden er o uanset hvad Y er. At tillade z = o
pd dette sted har imidlertid ikke megen mening, da der ikke

pd fornuftig made til z = o hgrer en vinkel ¢. Der er derfor

. kotyme ikke at tillade z = o i (lo).

Da jo f.eks. exp(iy) = exp(i(y+p2n)) for ethvert p € 2, y € R. —9

skrift herom udkom i 1799), som omtalt i indledningen til ka-

Denne fortolkning er netop den Caspar Wessel gav i 1797 (hans
pitlet.

Z = cos op+4i sin ¢, YER,

Er nu z € C et vilkdrligt kompleks tal, ¥ o, vil om
2 .

z!' = —

121

gaelde, at |z'| = |T§T| = %;% = l. Det viser, at z' falder ind

under den foregdende behandling. Det har altsi formen
2' = cos ¢ + i sin ¢,

for et ¢€R. S& er z = [z|z' = |z|(cosw+ i sing). Vi har
altsd for z € C, z % o, fremstillingen (lo) for et pd nar et
additivt multiplum af 2n entydigt bestemt Y ER:

(lo) z_=|z|(cosw+ i sin ) = Izleiw.

Man siger at z er fremstillet i polare koordinater. Da ¢ ofte
kaldes tallet z's argument og |z| dets modulus, siger man ogséi
at (lo) fremstiller z pi modulus-argument form. Udnyttes at
den reelle eksponentialfunktion exp: R ~ R+ er bijektiv, fir
vi for z ¥ o (dvs. |z| > o), at der findes netop &t a € R, s&
at |z| = e”. Ethvert komplekst tal forskelligt fra o kan:altsd
skrives p4 formen z = ea(costp+'i sin @) = exp(a+iy), hvilket
viser, at exp: C ~ € ~ {0} er surjektiv. (Derimod er den selv-
felgelig ikke injektiv).

Fremstillingen af komplekse tal i polere koordinater lagger

op til en geometrisk fortolkning af det komplekse produkt. Som
tidligere reprasenteres z = x+iy af punktet i planen med koor-
dinaterne (x,y), og vi kan tanke pd z som en vektor ud fra (0,0)
med endepunkt (x,y). Tallet cos ¢ + i sin ¢ reprasenteres si

af en vektor med endepunktet
. iR ) (cos ¢, sin ¢) p& enhedscirklen.
Denne vektor er karakteriseret
i ved at danne vinklen ¢ med 1.
w +-4£i;; \4 z aksen (med sadvanlig omlgbsret-
/T —> ning i planen) og ved at have
;Q/

__,—”//// ud fra (o,o0) af langden |z| og

dannende vinklen ¢ med l.aksen. Multiplikationen af to komplekse

"langden 1. Det almene komplekse
tal z (¥ o) har s& fremstillin-
gen z = |z|(cos ¢ + i sin @),
der reprasenteres af en vektor
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se tal 2 = |z|(cos@+ 1 sin @) (= |z]e™®) og
; w= |w|(cos ¢+ 1 sin y) ( = |w[eiw), giver i kraft af de

tidligere betragtninger resultatet

- ' 2w = |z]el? |wlel¥= |z||w|el(@F¥)

At der forholder sig sddan er ikke overraskende, n&r man be- ) _
tenker at multiplikationen i C af Hamilton netop er kalibre- > altsé det komplekse tal, der som argument har summen af argumen

= |z||w]| (cos(@+y)+isin (@+y)),

ret til at have denne egenskab, jfr._kommentarerne til defi- NS = terne for dé to tal, og hvis modulus er produktet af de to ind-
“nitionen af - i begyndelsen af det andet afsnit i kapitlet. fende moduli
géende moduli.

Komplekse polynomier og deres rgdder

Ved hj2lp af fremstillingen af komplekse tal i polare koordina-
ter kan vi give en simpel behandlingen af ligningen

2" = 1, n € R.

Det er klart, at z = o ikke er rod i denne ligning. vi kan der-
for satte z = [z|(cos ¢ + 1 sin @) for passende ¢ € R. Ligningen
kommer da ud pd, at

1=2"=|z|™cos ¢ + 1 sin o)™ = |2|®(cos n¢ + i sin ny) ,

hvor vi til det sidste l;ghedstegn udnyttede de Moivre's formel.

n
var |z| > 1 ville |z|™ > 1.(Et mere pedantisk gemyt kan over- Da |z| er et reelt tal opfyldende, at |z| >0 og lz|" =1, er
bevise sig herom med et trivielt induktionsbevis). Var alter- 2] = 1. Dvs. at ligningen er akvivalent med de to ligninger

n
nativt o < |z| <1, ville tilsvarende |z|" < 1. l og cos np + i sin ng = 1, Men her er den sidste ligning
ensbetydende med, at cos ng = 1, dvs. at ng = p2n, for et p € Z,

altsd m.a.o., ¢ = p%? + P € Z. Lgsningen til ligningen er altsi
tallene zp (p € 2) af formen

2|

zp = cos p%? + i sin p%? .
Vi vil nu nazrmere undersg¢ge, hvor mange forskellige af sddanne
tal for p € 2 der findes. To af disse, z og zq, er ens hvis

og kun hvis z z-1 =1 (z_ 4 o). Dette er akvivalent med at

1= eip%¥ e—iq%? = ei(p_q)%g = cos (p-q)%? + i sin (p-q)%?,
der pd sin side er ensbetydende med, at (p—q)%; er et helt mul-
tiplum, m2n, af 2n:

(p-q)%g = m2n, for et m € Z,dvs. p~q = mn for et m € 2.
Altsd galder, at

zp = zq hvis og kun hvis p-q er et helt multiplum af n.
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Heraf ses, at for p,q € {o,1,...n-1} er for p ¥ q: zp $ z .
Der gazlder nemlig, at o < p-q < n-1, hvilket forhindrer, at
p-q kan vare et helt multiplum af n. Tallene ZgrZyeeeeZp )
er altsd indbyrdes forskellige. Er p4 den anden side p et helt
tal, men p ¢ {o,1,..,n-1} vil vi vise, at z_ m& vare &t af tal-

lene ZrZ)r...2 . Vi satter til den ende m = [E] . S& vil

n-1
(se kapitel 1IV):

m = [E] S'E < [g] + 1 = m+l,

hvorved mn < p < mn+n. Disse uligheder er ensbetydende med ulig-
hederne o < p-mn < n. Sattes si g = p-mn, vil q € {o,1,...n-1}.
Da p-g = mn (et helt multiplum af n) er z_ = z . Altsi vil for
p € Z~{o0,1,...n-1} zp vare lig netop ét af tallene ZorZyeeea2 -

I alt har vi dermed vist

Sztning V.4. Ligningen z" =1 (n € R) har 1 z €..C netop
n forskellige rgdder, nemlig

2% n n
zp= 31977 ( = cos p%r + i sin p%r), p=o0,1,...n-1

De kaldes de n n'te enhedsrgdder. : i

De n n'te enhedsrgdder har en nydelig geometrisk fortolkning,

idet jo vinklen %? netop udggr en n'te del af enhedscirkelbuen.
1 ‘Det betyder, at n'te enhedsrgd-

derne ligger pd enhedscirklen

som hjgrnerne i en regular n-kant,
hvor fgrste hjgrne er 1.

Vi kan herefter uden videre lgse enhver ligning af formen

z" = a, hvor a € ¢, n € RN.

Ligningen er triviel hvis a = 0. For a 0, og med a = !aleiw,
er ligningen zkvivalent med ligningen

n
Tal e s L



Lzg merke -til at vi her forudsatter, at vi kan uddrage (i R)

den n'te rod af det positive reelle tal |a|. Det har vi fak-
tisk aldrig vist, at vi kan. Det lader sig imidlertid ggre at
modiffteféibéviset for S@tning IV.lo. - der sfger at lignin-
gen x“ = a(for a > o) har netop &n positiv l¢sning - til et

bevis for, at enhver ligning xP = a (a > o, n € ®) har netop
&n positiv-lgsning i R.

\ .
iRW Lgsningen af ligningen z™ = a kan
- illustreres som pd figuren (n = 5).

Hvis en kontinuert funktion f i en omegn A af et punkt a er o,
s er den ogsd o i a, Thi ellers var |f(a)| > o, og satte vi

£ = 41f(a)] , fandtes pd grund af kontinuiteten et 6 >0, sd at
1(£(x)-f(a)l <efor x € A og Ix-al < &§. Men her er If(x)-f(a)i
= if(a)l > ¢ for x € A, x ¥+ o, Da dette er i modstrid med det
foregidende, er f(a) = o, Vi har her benyttet dels definitionen
pd kontinuitet (overfgrt til funktioner af en kompleks variabel),
dels underforstdet at et polynomium er kontinuert. Herved har vi
faktisk begdet et rammebrud, som vi kunne have repareret pi ved
at betale med endnu et par siders teori. Men det vil vi ikke.

For n = o: p(z) = a_er o for alle z netop hvis a_ = o. For
n=1: p(z) = a,z+a = o for alle z, medfgrer, (fed z = o),
at a, = o. skal der8fter a,z =o for alle z, md a, = o.

272 oo
bg;défmed med
: (-1%)
( 2 )n e” n = 1.
Pyt ,

-1¥
Dette kommer ud pd, at tallet __ET7H_ e'in'er lgsning til
1ig n o &l : -
gningen w = 1, som vi netop r behandlet. At z opfylder
zn,= a er alts3d ensbetydende med, at z opfylder

2 ’ig‘ :'-P:Zt'I for passende érz -
e n = e n P
lall/n
altsd at
1 ¥ 2n -
.z = laln e'n elP n , p¢€ {o,1,...n-11}.:
Det betyder, at ligningen z" = a, a = |aleiw, har de n for-

skellige rgdder

-z = |a|n eln 2, P € {o,1,...n-1}.

Vi skal nu se 1idt narmere pd andre komplekse polynomier.
Ved et komplekst polynomium af n'te grad forstdr vi, naturligt
nok, ¢€n afblldning p: € ~ C, defineret ved formen

n

_ n -1
p(z) = a z +an_1z +...+alz+ao, hvor a,,a;,...a €C, n€NRN

n
og hvor a_ # o. Der galder nu, at hvis et polynomium af denne
form er nul for alle z ¥ o, s& ogsd for z = o. Dette fglger af
et simpelt kontinuitetsargument. Ved hjzlp heraf slutter vi,
at hvis p(z) = o for alle z, sd vil a, =a = ...a; =a,.
Dette sker ved induktion. Pdstanden er tydeligvis sand for n =o
og for n = 1. Er den sand for n = k, sd ogsd for n = k+l. Er

nemlig p(z) = ak+,zk*l+...alz+ao==o for alle z € C, ér,ao = 0. Da

k - k _ _
z(ak+lz +..+al) = o for alle z € ¢, m& ap41? +..+a1— o for al
le z # 0. Men si er dette k'te grads polynomium ogsd o for z = o. »

I fglge induktionsantagelsen er derfor alle a 178 = 0. Men
s& er alle koefficienterne i p lig o, og pdstanden bevist.

Det viser sig nu, at ethvert kompleks polynomium har en rod.
Dette er den bergmte algebraens fundamentalsatning. Vi vil af-
std fra at bevise den her. Det er ganske vist - f.eks. med det
sdkaldte Argand's bevis - gennemfgrligt inden for den valgte
ramme, suppleret med nogle let erhvervede tilfgjelser, men i
alt bestadr forehavendet af si mange detaljer, at det i alt bli~
ver for langstrakt for denne fremstilling. I det fglgende skal




&

vi drage nogle konsekvenser af algebraens fundamentalsatning.
Med den som udgangspunkt kan vi bevise

Setning V.5.(1) Lad p vare et komplekst polynomium af n'te
grad, hvori c er rod. Si findes netop &t komplekst polyno-
mium q af n-1'te grad, s§ at

(11) p(z) = (z-c)qlz), z € C

(ii) Ethvert komplekst polynomium p(z) = anzn+...+alz+ao
(an # o)kan p3 netop &n mide (p& nar rakkef¢lqen) fremstil-
les pA formen

= - k _ k _ k
(12) p(z) = an(z cl) 1(z cz) 2...(z cr) r, z € C,
hvor Cyree.C e€r de indbyrdes forskellige rgdder i P, ©g
hvor kl,...kr € N med kl+...+kr = n., Tallene kl""kr kal-

des rgddernes mulipliciteter.
(iii) Ethvert komplékst polynomium har netop n rgdder reg-

net med multipliciteter.

Bevis: .
Fgprst skal vi vise (i): Ved simpel udregning ses, at for alle
k =1,...n gelder:

zk-ck = (z—c)(zk_l+zk-2c+...+zck-2+ck—l)
(hgjresiden er jo lig zk+zk-1c+...+zck—1-czk-l—...-ck-lz-ck).
: _ k=1, k-2 k-2, k-1
Vi satter qk(z) =z +2 c+...+zcC +C , der er et poly-

nomium af k-1'te grad. Derved bliver - da p(c) = o -

n k K n
p(z) = p(z) - plo) = Ja, (z"=c") = la, (z-c)q (z) =
n k=1 k=1
(z=-c)ia, q, (2z).
k=lk k

n
Da q(z) = Xaqu(z) er af n-1'te grad (denne grad realiseres
netop af ggiynomiet qn) er q et polynomium af den ¢nskede art.
At der ikke findes andre, f.eks. r, ses af at

r(z) = (z-c) lp(z) = q(z)

for alle z € C, z # o. NAr r og q stemmer overens for alle z # o
sd ogsd for z = o. Dermed er (1) vist.

Det er en umiddelbar fglge af (i), at et komplekst n'te grads
polynomium hgjst har n regdder.
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Dette indses ved induktion eftef n. For n = 1 er pdstanden

sand, thi p(z) = alz+a° = al(z+§o) har netop roden z = - go.
Er den sand for alle polynomier ‘af n'te grad s& ogsd for 1
alle af n+l'te grad. Thi er p e;‘sédant polynomium, og er

c rod i p, md p(z) = (z-c)g(z) efter (i). Da derved enhver

Det intuitive i sagen kan forklares lidt simplere, nidr vi ik- -——\}_7

ke skal vare helt stringente i detaljerne (betegnelserne ne-

denfor er nogle andre end i beviset overfor). Nir p(z) = (z-r)gq
og g har graden n-1, har g (hvis n-1 > 1) en rod r, i fglge al-
gebraens fundamentalsatning. S& kan efter (i) gq sk%ives p& for-
men q(z) = (z-r,)q,(z), hvor q har graden n-2. Hvis n-2 > 1 kan

. vi fortsatte. FOr Nver grad p har kan vi fraspalte en faktor

z-x, af p, indtil vi nar (z-r _,)-konst. . Det er ikke givet
at £,r,,...r__. er forskellig8T Antallet af gange r, forekommer
er mul%iplicgt%ten af r.. Det er for at give en stringent'be-
handling af denne side gf sagen, at vi har valgt det 1idt mere
knirkende induktionsbevis, som dog er bygget over den netop be-
skrevne tankegang.

(

z)

rod~i 5 m4 VEre enten ¢ eller en rod i q, og da q har hgjst

n rg¢dder efter induktionsantagelsen, har p hgjst n+l redder.

0gsd (ii) bevises ved induktion. Pistanden er sand for n = 1,

_ a _ - 1 __a o
da p(z) = al(z+ao) = al(z c.,)” for Cy = 30 k., = 1, Lad os

1 : 1
dernast antage a% den er sand for alle poly%omier af grad n,
og lad p have graden n+l. P& grund af algebraens fundamental-

setning har p en rod ¢, og pd grund ad (i) gzlder, at
p(z) = (z-c)q(z),

for et polynomium g af n'te grad, med hgjestegradskoefficient
bn' Efter induktionsforudsatningen findes s3 s indbyrdes for-

skellige ci,...cé € C, og 11,...1S € N med 11+...1s = n, s at
qlz) = bn(z—ci)ll(z—cé)lz...((z-cé)ls.

] ]
Nu m& enten c € {ci,...cé) eller c ¢ {cl,...cs}.

I det fgrste tilfalde vil ¢ = cé for et j € {1,...8}. Det be-
virker, at
= - = - 1 _ 1.+1 _ 1
pl{z) = (z-c)q(z) = bn(z ci) 1...(z cé) 3 ... (2 c;) s

hvor 1l+...+(1j+1)+...+1s = n+tl. Med r = s, (cl,...cr) ='(ci...cé)
og (kl"”kj""kr) = (11,...1j+1,...ls) har s4 p en fremstil-
ling

p(z) = bn(z-cl)kl(z-cz)RZ...(z-cr)kr.

I det andet tilfalde har vi
pl(z) = (z-c)qlz) = bn(z-c)(z—ci)ll...(z-cé)ls,

hvor l+1l+...+ls = n+l. Med r = l+s, €;=¢, ¢, = c]",...cr = cé,
og k; =1, k2 = 11""kr = ls har p ogsd her en fremstilling

som ovenfor.

Da koefficienten til hpjestegradsleddet pi hgjre side er b .

og pid venstre side - i p - er a,era = bn. Hermed er (12)



(eksistensdelen) vist. Entydigheden kommer om lidt. Fe¢rst
konstaterer vi, at alle cl,...cr er rg¢dder .1 p. Omvendt er
p(z) = o netop hvis z—cj = o for et j =1,...r. Det viser at
rgdderne i p netop udggres af CyreveCp- Heraf fglger ogsd
entydigheden af fremstillingen (12). For hvis

‘plz) = an(z-dl)ml....(z—dt)mt

var en anden fremstilling af den foreskrevne art, mitte dl"’dt
vare de r re¢dder cl...cr, sd at

p(z) = an(z-cl)ml.,.(z-cr)mr.

Der mid si gazlde, at m, = kl. var nemlig f.eks. my > kl ville

an(z-cl)ml—kl(z-cz)mz...(z-cr)mr = an(z-cz)kZ ...(z—cr)kr.
Men yenstresiden har roden <, hvad hgjresiden 1kke har. Dette
i er jo ikke muligt. Umuligheden fulgte af antagelsen om at m, + kl.
Derefter vises pd tilsvarende mide, at m, = Ky osf. Vi kon-
kluderer, at de to fremstillinger er ens. Det var (1i).

Nok engang burde vi have givet et induktionsbevis.

Udsagent (iii) er blot en anden formulering af at summen af
rgddernes multipliciteter er n.

Dermed er satningen : bevist .

Der kan vare grund til at se lidt narmere p& polynomier, hvor
alle koefficienter er reelle. Lad p vare et sddant polynomium.
Fgrst ggr vi den observation, at p(z) = p(z). Det fglger af,
at

w

-n - n - - "n -
z) = Z04 .. .+a.z+a_ = a z +...+a,z+a_ = a_z +...+a ;z+a_=
p(2) 2n ayzta, = 3, 41273 T %n ajztag= pl2)

hvor vi har benyttet, at konjugering er en homomorfi og at Ek = a

k
ndr a, er reel.

. ' k
Af p(z) = p(z) felger, at hvis ¢ er rod i p s& er ogsd c rod.

Thi p(€) = Plo) = © = o.Br ¢ egentligt komplek$, har c og T sam-
me multiplicitecter. Var disse nemlig, hhv. k og m,

for-
skellige, havde p fremstillingen (i kraft af (12))
p(z) = (z-c)K(z-0)™ q(z).,

hvor q hverken har ¢ eller C som rod. var nu k < m (hvis den
omvendte ulighed holdt argumenterede vi tilsvarende), ville
vi have



Der er ikke nogen differentiationsproces involveret!

Gennemfgr selv denne sammenholdnin

rigt,

De indgdende 2.gradspol

= -4(Im(dj))2 < o.

g. Det er let, men detalje-

ynomier har selvfplgeliq ingen reelle
rgdder (s8 havde p haft flere s&danne end ¢
mer hermed, at diskriminanterne er negatives

2 . = 2.2 . = - 2 2
a.+3.)%-4a.3, = a%+3%+24.3.-4a.3. = (4.-3. i .
(dy+dy) j j*dyr2dydy-adydy = (d-dy) (2iIm(d,))

<00

‘ : .k - . - e

p(z) = (z-¢) (2-3)¥(2-8)"Kq(2).
Nu er (z-c){z-c) = zz—(c+5)z+c5,_og da c+c og cc = [cI2 begge
er reelle har dette Z.grads polynomiuq altsd reelle koefficien-
ter. Vi Kdn skrive det z®-rz+s. Nu md

E(z) = p'{z)

2
Z -xz+s

vare et polynomium med reelle koefficienter. At det er et po-
m_k(zz-rz-o-s)knlq(_z). At koef-
ficienterne er reelle ses ved parvis sammenholdning af dem i
p(z) og p'(z)(zz-rz+s). Ved anvendelse éf dette rasonnement k
gange finder vi, ‘at polynomiet (z-c)m-kq(z) har reelle koeffi-
cienter. Det har tydeligvis roden c. Derfor mi det ogsd have
C som rod. Da c er egentligt kompleks m& C vare rod i g- Men

q har ikke ¢ som rod. Altsd kan m og k ikke vare forskellige.

lynomium ses af, at p'(z) = (z-c)

Af disse betragtninger fglger, at de egentligt komplekse r¢dder
i et polynomium med reelle koefficienter falder i par_af konju-
gerede med samme multiplicitet. Det bevirker, at faktoriseringen
af et sddant polynomium p efter Setning V.5. antager skikkelsen

= —c K e ) X% (2-d. 131 (27 ] AV t(z-g 13
p(z) = an(z cl)'l...(z cs) s(z dl) 1(z dl) 1...(z dt) t(z dt) t
hvor Cp1--4€, €F de reelle rg¢dder, dl""dt de egentligt kom-
plekse rgdder med deres konjugerede al,...at, og hvor

k1+---+ks+2jl+..1-2jt = n. Heraf fAs vi uden videre en faktorise-
ring af p i lutter reelle polynomier:

b]
plz) = an(z-cl)kl...(z-cs)ks(zz—(dl+31)2+d131) 1
2 b
oo lz —(dt+at)z+dtat) t,

hvor alle dl+dl,...dt+dt og dldl""dtdt er reelle.

De komplekse tals kardinalitet

Dette spgrgsmidl er hurtigt overstdet, al den stund de komplek-
se tal jo simpelthen er elementerne i R2 (blot organiseret i en
s@rlig algebraisk struktur). Da R2 er azkvipotent med R, er der-
med C ®kvipotent med R.
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ALGEBRAISKE FORBEREDELSER

Vi skal i denne tekst beskaftige os med at etablere et ud-
valg af begreber og resultater om algebraiske strukturer. Em-
nevalget skal ikke forestille at udggre en udtgmmende prae-
sentation af teorien for algebraiske strukturer. Det skal
kun tjene som basis for udvidelsen af de naturlige tal til

de hele tal, af disse igen til de rationale osv. Selv om
fremstillingen ikke er udtgmmende,er den dog tilstrabt at
vere konsistent og hulfri. Den skulle kunne lases pa basis
af minimale forudsatninger, kun omfattende logik og simpel
mengdelzre, inklusive elementar afbildningsteori.

Vi lagger ud med

0. Pre-algebraiske forberedelser. Relationer.

Et af de grundlazggende begreber i matematikken er begrebet
relation. Som eksempler pd relationer kan vi navne "=" (lig
med), "<" (mindre end), "c" (delmangde af) og "|"(gd op 1i).

Lad A og B vare mangder. Lgst sagt forestiller vi os nu, at den
relation vi tanker pd fastlmgges ved at det afggres om et givet a € A
og et givet b € B stdr i relation til hinanden. Narmere be-
stemt kommer dette ud pd at udpege de par (a,b)€ AxB, der skal
std i relation til hinanden, hvilket er det samme som at ud-
pege den delmangde af AxB, som udggres af de pagaldende par.
Pracist: .

Definition 0.l1. En relation fra en mengde A til en me#ngde B
.er den delmangde, R, af AxB. Hvis A = B, taler vi om en rela-
tion i A.

Vi interesserer os her kun for relationer i en mangde A, og
i virkeligheden isar for to typer af relationer, som fastlagges
1idt senere. Fe¢rst indfgres yderligere nogle begreber.

Definition 0.2 En relation R i en ma&ngde A siges at vare

refleksiv, hvis: vx € aA: (x,x) € R,

irrefleksiv, hvis: vx € A: (x,x) ¢ R,

symmetrisk, hvis: vx,y € A: (x,y) € R = (y,x) € R

asymmetrisk, hvis vx,y,€ A: (x,y) € R= (y,x) ¢ R
antisymmetrisk, hvis vx,y € A: (x,y) € Rog (y,x) € R= x =y
transitiv, hvis vVx,y,z € A: (x,y) € Rog (y,z) € R= (x,z) € R

Definition 0.3. Ved en irrefleksiv ordningsrelation i en mang-
de A forstds en relation, der er irrefleksiv, asymmetrisk og
transitiv. Ved en refleksiv ordningsrelation i A forstds en
relation, der er refleksiv, antisymmetrisk og transitiv.

Standardeksemplet pd en irrefleksiv ordningsrelation er "<*"
(eller ">"). Et andet eksempel er “"<" (eller ">"). Standard-
eksemplet pd en refleksiv ordningsrelation er "<" (eller ">").
Et andet eksempel er "c" (eller "2").
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Hvis R er en irrefleksiv ordningsrelation kan vi ved tilfgjel-

se af diagonalen {{x,x) € AxA| x € A} opn& den tilsvarende
refleksive ordningsrelation R U {(x,x) € AxA|[ x € A}.Omvendt

kan vi ved fjernelse af diagonalen fra en refleksiv ordnings-
relation opnd den tilsvarende irrefleksive R ~ {(x,x) € AxA| X€A},
Det er en simpel checkopgave at kontrollere, at de to relatio-
nier faktisk er af den pdstdede type.

Definition 0.4. Ved en zkvivalensrelation i en mangde A for-
st3s en relation, der er refleksiv, symmetrisk og transitiv.

Standardeksemplet p3 en &kvivalensrelation er identitetsrela-
tionen "=". En generel akvivalensrelation betegnes ofte med ~.

Resten af afsnittet vil blive viet @kvivalensrelationer og de-
res pargrende. :

Har vi at g¢re med en @kvivalensrelation ~ i A betegnes med
G_. klassen af elementer, der er akvivalente med a (dvs. stlr
i “&®kvivalensrelationen til a):

G, ={x€n | x ~al} . ' .

Det er oplagt, at a € Ga’ da a ~ a, pd grund af refleksivite-
ten.

Hvis a ~b, er G_ = G,_. Thi hvis x € G_, vil x ~a, og da a ~ b,
vil ogsd x ~ b (%tans?tiviteten), hvor%ed x € G,_. Si er Ga c G .
P& helt tilsvarende madde ses, at Gb = Ga' S3 er pistanden’ be-
vist.

Hvis a og b er vilkirlige elementer i A galder, at enten er G
og G, identiske (nemlig hvis a ~ b), eller ogsd har de ingen
elemgnter felles, dvs. enten er Ga = Gb eller Ga n Gb = @.

Dette indses p& fglgende made:

Lad os antage, at G_ og G, har mindst &t element falles:
X€G_ NG . SAma f ~a Bg X ~ b, og dermed (p.g.a. symmetrien
og trgnsitEviteten) a ~ b. Men s er i fglge det foregdende

G, =G, . ’

a b

P& denne baggrund er det rimeligt at omtale G_ som akvivalens-
klassen indeholdende a, idet der findes é&n ogakun &n klasse af
formen G_, der indeholder a. Ethvert element i en akvivalens-
klasse k3ldes en reprasentant for den.

Betragtes nu samlingen (Gala € A} af alle =kvivalensklasser,
ses at

A=U G (=(x€A|3a€A:x€Ga})
a€A def.

thi: Hvis x € A, vil nemlig x € G, og dermed x€ U{G, |a € A}.
Da elle elementeri U{(G_la € Alpr. definition ligger“i A, ses
det, at UGa c A. siledes har vi vist, at bidde A < UGa og,
at UG, c A.

Vi har altsd indset, at samlingen af alle G_'‘er tilsammen ud-
fylder hele A med ikke-tomme mangder, og at de er indbyrdes dis-



junkte- (to og to -ikke har nogen elementer fzlles). Det er i-
familje med et generelt fanomen: . E

Definition 0.5. Lad A vare en vilklrlig mangde. Ved en klasse-
deling af A (eller en partition af A) forstds en samling af
delmangder af A: . ’ .

{Ku[a €I},
der opfylder

a€l

De ovenstdende betragninger vedrgrende &kvivalensklasser gg¢r
at vi har bevist:

Sztning 0.6. Hvis ~ er en &kvivalensrelation i en mzngde A,
udgegr @kvivalensklasserne en klassedeling af A.

Nu kan man spgrge, om enhver klassedeling kan realiseres som
den til en eller anden zkvivalensrelation svarende klassede-
ling bestdende af #kvivalensklasserne. Svaret er bekraftende,
og der findes endda kun &n sidan akvivalensrelation:

S®tning 0.7. Hvis {K_ | « € I} er en klassedeling af A, findes
én (og kun én) @kvivilensrelation ~, hvis akvivalensklasser
netop er (Ku a € I},

Bevis: Eksistensdelen forst.
Det er narliggende at forsgge med fglgende definition af ~:

a ~ b hvis og kun hvis der findes en klasse Ku’ sd at
a € Ku og b € Ku‘

At ~ med denne definition virkelig bliver en akvivalensrela-
tion ses sdledes: Refleksiviteten fplger af, at da a tilheg-
rer en klasse K_ (p.g.a. (3)), gelder a € Ka’ og a € Kq, dvs.

a ~ a.Hvad symmetrien angdr har vi: Hvis a ~b, findes en klas-
se K, s3 at a € K, og b € Ka. Da a € Kuog b € Ku er det sam-
me sgm, at b € K og a € K, har vi b ~"a. Altsi'er ~ symme-
trisk. Endelig Eggngigigigegegz Hvis a ~ b og b ~ ¢, findes

K. og K, , s at a € K, og b € K, sidvel som b € K, og ¢ € K_.

D8t farbr til, at b e & n I kraft af (2) maPsd k_ =

K, = ’
hvorved a,b,c € Ku’ Spegielt Gil a € Ku og c € Ku’ s& af a ~ E,

Derved har vi skaffet en a&kvivalensrelation ~., Vi skylder blot
at vise, at samlingen af dens akvivalensklasser {Gai a € A} net-
op er {KGIGG I}.

Lad til den ende G_ vare en vilkarlig zkvivalensklasse. Da Ku'er—
ne udggr en klasseleling, findes netop én klasse K_, s& at a € L

S4 er Ga = K,- Thi, hvis b ¢ Ga' er b~ a, hvorved®a og b til-

" k8rligt element i K,

TTT'VE“€i}'R:’$WF“’ T T T T "illli“"‘é_ T T
é;) va,p € I: K = K, eller K N Ky= 0 .
(3) u KG = A, "

hgre samme K-klasse. Da a € K_, md denne vare K . Altsld vil
b € K og-dermed G_ € K. Hvis omvendt b € Kyr Vil, da a € K
a og tilhgre samfle klasse K. S& er a ~ b og b € G,e pet vi-

ser, at K c G, s& at vi i alt har G_ = K-

Dermed har vi godtgjort, at enhver akvivalensklasse findes blandt
K -erne.Deét omvendte er imidlertid ogsd tilfazldet. Lad nemlig

K vare en-vilkadrlig klasse fra{K_ |:a € I}, 09 lad a vare et vil-
(et sddant ®%indes p.g.a. (1)). S& ér G, = K
med helt det samme argument som fgr.

Hermed er eksistensdelen bevist.

Entydighedsdelen fglger siledes: Lad os antage, at der eksiste-
rede to zkvivalensrelationer ~ og = , hvis akvivalensklasse-
systemer begge stemte overens med Ka o€ I . S& mitte:

(8, | aenr=1(8 | aceal

Vi skal vise, at a ~ b er ensbetydende med, at a ~ b. Lad fgrst
a ~b, dvs. a € G,.. Nu findes i kraft af identiteten ovenfor et
b' € A, s at G by ,- S& vil a € ,r0gda ogs8 bed =28,
tilhgrer a og b sammé ~-~klasse. Men Bi'er'a m b. Pa aldelgs safi-

me mdde indses, at hvis a » b, vil a ~b. Q.E.D.

Saztning 0.6. og 0.7 siger, at &kvivalensrelationerne og klasse-
delinger er to sider af samme sag. Man har specificeret det ene,
ndr man har det andet.

Definition 0.8. Hvis A er en m@&ngde og ~ en &kvivalensrelation
i1 A kaldes den ma&ngde, hvis elementer er akvivalensklasserne
for kvotientmengden. Den betegnes A/~

Intuitivt er der ved betragning af kvotientmangden tale om, at
man ser bort fra forskellene mellem akvivalente elementer. Ekvi-
valensrelationen udtrykker narmest, at i en bestemt henseende er
#kvivalente elementer at regne for ens. De interessante forskelle
mellem elementerne l¢gftes dermed op og reprasenteres som forskel-
le mellem a@kvivalensklasserne.

Definition 0.9 Hvis ~ er en akvivalensrelation i en mengde A,

kaldes afbildningen ¢: x ~ Gx' fra A ind i A/~ for den kanoniske

afbildning.

Idet enhver @kvivalensklasse i A/~ er billede af ethvert af sine
elementer (og der findes altid mindst &t s3dant p& grund af (1)),
er den kanoniske afbildning altid surjektiv. Den er derimod nor-
malt ikke injektiv. Det sker kun i det trivielle tilfalde, hvor
#kvivalensrelationen er lig identiteten.

7

~
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pefinition I.2. Ved en algebraisk struktur eller en orga-

niseret mangde forstds en mengde, 1 hvilken der er givet
et endeligt antal kompositioner. Hvis mengden hedder A og

kompositionerne §l,§2,...,§n, skriver vi (A,§1,§2,...§n).

IT . Mangder med &n komposition.

I dette afsnit vil vi se p4 mangder, i hvilke der kun er gi~
vet &n komposition. Vi starter med en rakke definitioner:

Definition II.1l. En komposition § i en mazngde A kaldes as-
sociativ, hvis (og kun hvis)

(1) Va,b,ceA: (a§b)§c = a8(bfc).

Definition II.2. En komposition § i en mangde A kaldes
kommutativ, hvis {(og kun hvis)

{(2) Vv a,beA: alb = b§a.

Definition II.3. Et element v 1 en organiseret mengde
(A,§) kaldes et neutralt element ved §, hvis (og kun hvis)

(3) vacA: af§v = v§a = a

Saztning 1I.4. Hvis § er en komposition i A, findes hejst
€t neutralt element ved § 1 A.

Bevis. Antog vi, at v,o0g v: begge var neutrale elementer
ved §, mitte der gzlde

I. Organiserede m@ngder

Det er overordentlig hypprigt forekommende i ﬁatematikken at

betragte en mangde forsynet med en komposition, dvs. en for

: T . - vy, = vafvi= v 3) medv,;som a o vy som Vv

skrift, der til to vilkdrlige elementer 1 mangéen knytter et ' Tiyve 2§V ! (3 ! 9 z .
tredje. ' : og

Idden formelle ramme, vi betragter, tager dette sig sdledes : v2§vy = v3§va= ve ((3) medv,som a og v; som V),

uas ; hvoraf

Definition I.1. Ved en komposition i en mengde A forstids e ‘3 Vi T oV

afbildning fra AxA ind I A. J n | hvilket skulle bevises.

Hvis £ er en komposition i A, skulle billedet ved £ af (a,b) Bemazrkning. Satning II.4 lover intet om, at der overhovedet

findes noget neutralt element i (2,§), kun at der i givet

normalt angives f(a,b). Denne skrivemdde er imidlertid ube- fald hgjst findes ét. .

kvem. Dels fordi den ikke er g#ngs i litteraturen, dels fordi
den ikke er intuitivt ampellerende. Man ser i stedet oftest
kompositioner betegnet med symboler, der skal minde om kon-
krete kompositioner fra hverdagen x,-,N,Vosv., f.eks. ©, §,
§.,%. Lad os som typisk symbol for en komposition bruge teg-
net "§". I stedet for at skrive §(a,b) skriver vi (og man)
a§b. Dette er altsd et rent notationsmessiqgt anliggende.

Definition II.5. Lad der i (A,§) vare et neutralt element v.
Et element a i A kaldes invertibelt, hvis der findes et ele-
ment b i A, si at

(4) a§b = bba = v.
Hvis (4) er opfyldt, kaldes b et inverst element til a.

Hvis § er en komposition i en mangde A, siger vi, at A er or~
ganiseret ved kompositionen §. Vi skriver (A,§) og taler om Satning II.6. Hvis (A,§) er associativ, findes der til hvert
elementerne i A som elementer i (A,§). a 1 A hgist &t inverst element.

getdforeROQTgi ofte, at man beskaftiger sig med m@zngder i hvil-
e der sam g er givet mere end &n komposition. Vi navner her = =
fplgende generelle definition: ’ 28by = Byfa = v

og

Bevis. Antog vi, at b1 og b2 opfyldte

a§b2 = b2§a = v,
mitte

e
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by = by§v = b,§(afb,) = (b §a)§b, =
hvorved beviset er fuldfert.

v§b2 = b2,

Bema@rkning. Sztning II.6 lover ikke, at der til et givet a
overhovedet findes et inverst.

Det faktum, at der til et givet a i (A,§) (med § associativ)

hgjst findes &t b, s& at (4) er opfvldt, g¢r det rimeligt for --
‘et invertibelt element i (A,§) at tale ikke blot om “et in-

verst element" til a, men om "det_inverse element” til a. Det
inverse element til a betegnes a . Vi kan altsd formulere

(4) som
a§a_1 = a_l§a = .
Det ses, at a er det inverse til a ¥, altsd at (a )71 = a.

Definition II.7.Hvis § er en komposition i A, siges forkort-
ningsreglerne at galde i (A,§), s&fremt

(5) ¥ a,b,xeA: a§x = b§x 2 a = b
og
(6) ¥ a,b,xeA: x8a = x§b 2 a = b.

Defipition II.8. Ved en halvgruppe eller en semigruppe for-
stis en organiseret m@ngde (A,§5), hvor § er associativ og

hvori forkortningsreglerne galder.

Definition II.9. Ved en gruppre forstds en organiseret mangde
(A,5) siledes, at

{7) Gl: § er associativ
(8) G2: der findes et neutralt element i (A,§)
(9) G3: ethvert element i (A,§) er invertibelt.

Definition II.lo. Ved en abelsk eller en kommutativ gruppe
forstas en gruppe, hvori kompositionen er kommutativ.

Nu ville det vare 1idt sart, hvis der kunne ta@nkes grupper,
der ikke ogsd var halvgrupper. Dette forhindres af:
Setning 11.11. I en gruppe galder forkortningsreglerne.

Bevis. Lad gruppen hedde (A,§), og lad a,b,x vaere vilkirlige
elementer i A, sd at :

afx = bfx.

Da A er en gruppe, har ethvert element - og derfor ogsd x - et
inverst. Vi har s, at

a =§a§v = a§(x8x 1) = (a6x)6x L = (b5x)&x" L = bS(x6x" D
v = b.

Da altsd a = b, er (5) bevist. Beviset for (6) forlgber helt
parallelt. N.E.D.

Vi kan udtrykke den bortveijrede szrhed siledes:
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Satning 1I.12. Enhver gruppe er en halvgruppe.
Bevis. Trivielt i kraft af satning II.1l.

Hvis § er en komposition 1 A, og B er en delmangde af
A, kan § under visse omstendigheder betragtes som en
komposition i1 B, nemlig hvis

(lo) Vv bl'b2 € B: bl§b2€B

I si fald vil nemlig restriktionen af § til BxB vare en .
afbildhing ind i B, hvilket tillader os at tale om den
organiserede mangde (B,§).

Dette leder til
Definition II.13. Hvis (A,§) er en organiseret mangde

og B er en delmangde af A, siges B at vare stabil, hvis
(lo) er opfyldt. -

Definition ITI.14. Hvis (A,§) er en gruppe, og B er en
stabil delm@ngde af A, siges (B,§) at vare en undergrup-
pe af A, hvis (B,§) er en gruppe.

Saztning II1.15. Hvis (A,§) er en gruppe og B er en ikke-
tom delmengde af A, galder:

(B,§) er en undergruppe af (A,§) hvis og kun hvis

(11) B er stabil
og

(12) ¥V beB: b teB
(Her skal b~ ! forstis som det inverse til b i A).
Bevis.

VKun hvis": Hvis (B,§) er en undergrunpe af (A,§), mid

B vare stabil (jvf. definition II.13). S&ledes er (11)
opfyldt. Lad dernast b vere et vilkdrligt element i B.

Da (B,§Ll?§)en gruppe, er b invertibelt i B, med det in-
verse b . Da b ogsd er element i grupoen (A,§), er b
endvidere invertibelt i A, med det inverse b ~. Imidler-
tid har b jo netop &t inverst i A, hvorfor

pl = p71(B)ep,

Altsd gezlder (12).

"Hvis”": Lad BsA opfylde (11) og (12}). Det har dermed me-
ning at betragte (B,§). Vi skal vise, at (B,§) er en
gruppe.

Ad Gl: Da kompositionen er associativ i A, er den ogsa
associativ i B.

Ad G2: I (A,§) findes et neutralt element, v. Vi vil vi-
se, at det tilhgrer B, hvorfor det sd naturligvis md ve-
re neutralt element i B.

Da B er ikke-tom,findes et eleg?nt, lad os sige b_, 1 B.
Da B opfylder (12), vil ogsé bo eB. I kraft af B's sta-
bilitet vil dermed

_ -1
v = bo§bo €B.

Ad G3: Lad,b vare et vilkég}iqt element i B. P4 grund af
(12)vil b "eB., Men s& er b ~ ogsd invers til b i B, hvor-
ved b er invertibelt i B. Dermed er (B,§) en grupne, og
sa@tningen er bevist.
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III. afbildninger mellem to mangder med hver &n komnosition

Hvis A og B er to mangder, hver forsvnet med en komposition
(henholdsvis § og t), er det rimeliqt at undersg¢ge, hvordan
kompositionerne sviller sammen med afbildninger mellem mang-
derne.

Definition III.1l. Lad (A,§) og (B,¥) vare givne og lad f:A-+B
vere en afbildning. S& kaldes f en homomorfi fra (A,§) til
(B,t), hvis

(13) v a,.a

2eA: f(a1§a2) = f(al)ff(az)-

Definition III.2. Hvis f er en homomorfi fra (A,§) til (B,+)
og tillige er bijektiv, kaldes f en isomorfi.

-1
Sztning IIT.3. Hvis f er en isomorfi fra (A,§) til (B,t) er f

(der er veldefineret fordi f£f er bijektiv) en isomorfi fra
(B,t) til (a,§).

Bevis.Lad b1 og b2 vare vilkidrlige elementer i B. Sattes
I | _ 1
a, = £ (bl) og a, = f (bz)
gaelder, da f er en homomorfi, at . 1
- (el -
f(alﬁaz) = f(al)Tf(az) = f£(f (bl))ff(f. (bz))
= IB(bl)+IB(b2) =b +b2.
Men sd vil :
-1 _ =1 _ -
= f (b1)§f (bz),

hvilket viser, at £ ! er en homomorfi fra (3.1 til (A,§).
Da vi endvidere ved, at f er bijektiv,
er satningen bevist.

1

I hvor hegj grad overfgres egenskaber ved § til + ved en
homomorfi fra (A,§) til (B,t)?

Setning IIT.4. Laf f:A+B vare en surjektiv homomorfi fra
(A,§) til (B,t). S& gzlder

{(a}) Hvis § er associativ er ogsd t associativ,

(b) Hvis § er kommutativ er ogsd + kommutativ.

(c) Hvis der findes et neutralt element i (A,§), findes
der ogsi et neutralt element i (B,t). Hvis tillige
a er invertibel i (A,§) er f(a) invertibel i (B,t).
Er ydermere § associativ, er

(£an "t = £,

(d) Hvis (A,8) har et neutralt element, og hvis ethvert
element 1 (A,§) er invertibelt, er ogsd ethvert ele-
ment i (B,*) invertibelt.

Bevis.

(a) Vi antager, at § er associativ. Lad b.,b_,b, vare vil-

kdrlige elementer i B. Da f er surjektiy,lfi%deg ajraz,ag
i A, s§ at
f(al) = bl’ f(az) = b,, f(a3) = b3.
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Nu vil
(bl+b2)+b3 = (f(al)ff(az))+f(a3)= f(al§a2)+f(a3)
= £((a;8a,)§a5) = £(a;§(a,8a;))
f(a1)+f(a2+a3)= f(al)f(f(a2)+f(a3))
bl+(b2+b3),
hvor det 2.,3.,5., og 6. lighedstegn fglger af, at f er en
homomorfi.
(b) Bevises analogt til (a). Prav selv.

(c) Lad v vere neutralt element i (A,§). S& vil f(v) vare

neutralt . element i (B,t). Lad nemlig b vere et vilkar-
ligt element i B. S& findes, da f er surjektiv, et a i A,

sd at f(a) = b. Da

btf(v) = f(a)+f(v)
og

f(v)tb = £(v)+£f(a)
er pdstanden bevist.

Hvis yderligere a er invertibel i (A,§), er f£(a) invertibel
i (B,t). Lad nemlig a; i A opfylde

a§al = a1§a ="y,
S& vil
f(al)+f(a)

It

i}

f(afv)

f(a) = b,

f(v§a) f(a) = b,

]
it

f(a1§a)

%9 f(a)tf(a)) £(ada)) = £(v),
hvilket viser, at f(a) er invertibel.

£f(v)

Hvis desg?en § er associativ, er ‘a, entydigt bestemt, og kan
kaldes a ~. Da ogsd t er associativ-(se (a)}, vil der findes
netop &t inverst til f(a), hvorfor

£a”ly = (ga) L.

(d) Lad b vare element i B. Da f er surjektiv, findes a i A,
sd at f(a) = b. Da ethvert element i A er invertibelt, er
specielt a invertibelt. S& er i falge (c) ogsd& b (= f(a)) in-
vertibel. -

Hermed er satningen bevist.

Satning III.5. Hvis (A,§) er en qgruppe og (B,t) en organise-
ret maengde, og hvis f er en surjektiv homomorfi fra (A,§) til
(B,t), er ogsd (B,t) en gruppe.

Bevis. I fglge satning IIT.4 (a) er tassociativ, og i fplge
(c) har (B,*) et neutralt element. Endelig slutter vi af (d),
at ethvert element i (B,t) er invertibelt. Men si er (B,t) en
gruppe. Q.E.D.

For at forkortningsreglerne skal kunne overfgres ved en surjek-

tiv homomorfi, m& denne tillige vare injektiv, altsd en isomor-
fi:

Setning II1.6. Hvis f er en isomorfi fra (A,§) til (B,t), og
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hvis forkortningsreglerne gzlder i den ene af de organi-
sérede mengder (A,§) eller (B,t), gelder de ogsd i den an-
den.

Bevis. (1) Lad os antage, at forkortningsreglerne galder
T Ta,§), og lad b1 og b2 vare vilkirlige elementer i B, si

at
~bl+y = bzfy.

VDéaf‘er“surjektiv;‘frndés_al,az,iél'A, g8 at
f(al) = bl’ f(az) = bz, f(x) = vy.
Nu vil
f(al§x) = f(al)ff(x) = bty = bty = f(a2)+f(x) = f(a2§x),
og da f er injektiv, md dermed
a1§x = a2§x.

Eftersom forkortningsreglerne galder i (A,§), md sd a; = a
og dermed

b, = f(a;) = f(ay) = b

2

1 2°
P& tilsvarende mdde vises, at hvis
ytby = vtb,,
m bl = bz.

(2). Hvis forkortningireglerne galder i(B,t), m& de ogsd
gezlde i (A,§). Thi f er en isomorfi (satning II11.3), fra
(8,+) til (ALQ), hvorfor vi efter en anvendelse af det netop
beviste pd £ slutter det ¢nskede.

Saztning III.7. Hvis f er en isomorfi fra (A,§) til (B,*1),
og hvis den ene af (A,§) eller (B,+) er en semigruppe, er og-
s8 den anden en semigruppe.

Bevis. Beviset fslger umiddelbart af satning III.4. (a) og
af satning III.6.

IV. Ekvivalensrelation ogqg komposition

Lad der vare givet en organiseret mzngde (A,§) og en ak-
vivalensrelation ~ i A. Findes der en "naturlig" méde til at
overfgre kompositionen § i A til en komposition i mangden

af a=kvivalensklasser (ved ~) i A?

Et umiddelbart bud ville vare folgende:

Lad

G, = {xeAlxra}  og Gy = {xe Alxvb} .
vere to vilkarlige &kvivalensklasser i A/v. Skulle man an-
give en &@kvivalensklasse, der kunne tjene som den kompone-
rede af Ga oqg Gb' ville det vare narliqgende at pege péd

Ga§b = {xeAlxna§b}.

Dette rejser imidlertid i forste omgang nogle nroblemer. Hvis
nemlig a' og b' var vilkdrlige andre elementer i Ga henholds-
vis Gb' ville jo :
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Ga = Ga' og,Gb = Gb'.
Skulle der vare mening i bestrabelsen pd at definere en
"naturlig” komposition i A/r pd den anfgrte mide, mitte
s& ogsd .

Ga'§b' = Ga§;>‘
Disse overvejelser leder til indfgrelsen af fglgende begreb:

Definition IV.1l, Lad (A,§) vare en organiseret mangde og
ladv vere en ®kvivalensrelation i A. Vi siger, at akviva-
lensrelationen ~ harmonerer med kompogitionen §, hvis det
for alle al,az,bl,b2 i A galder, at

b

(14) a;va, og bjrb, = al§blwa2§ 2

(Undertiden kaldes en med en komposition harmonerende akvi-
valensrelation for en kongruensrelation.)

Lad os nu betragte (A,§) og en akvivalensrelation ~, der har-
monerer med §. Under disse omstandigheder kan vi vare sikre
pd, at hvis

G, = G,y 09 Gy = G,/
vil ogsa

Cagb = Cargprr
idet jo ana' og brvb' 2 a§bra'§b' og af§bra'§b’ 3 Ga§b = Ga'§b"
Det betyder, at vi kan komponere to @kvivalensklasser ved at
udtage azkvivalensklassen bestdende af det komponerede ele-
ment af to vilkadrlige reprasentanter, &n fra hver kvivalens-
klasse.

Vi kan derfor tillade os at formulere

Definition IV.2. Lad (A,§) vare en organiseret mangde og lad
A vere en @kvivalensrelation, der harmonerer med §. Ved den
inducerede komposition p& kvotientmangden A/n forstds kom-
positionen § , defineret ved for vilkédrlige Gy 09 G, 1 A/~
at satte (idet a er en vilkdrlig reprasentant i Gl g b en
vilk3rlig repr@sentant i Gz):

(15) Gl§”G2 = Ga§*Gb = Gagb.

Betragter vi i denne sammenh®ng den
kanoniske afbildning , fra A til A/~ , der jo er defineret

(16) Vv xecA: £(x) = Gx'

kan vi indse, at egenskaberne ved § overfgres til egenskaber
ved §° , i kraft af

Satning IV.3. Hvis ner en akvivalensrelation, der harmonerer
med kompositionen i den organiserede mangde (A,§), er den ka-
noniske afbildning fra (A,§) til (A/~,§7) en surjektiv homo-
morfi.

Bevis. (1) Lad os f& surjektiviteten overstdet fgrst:
For en vilkarlig akvivalensklasse G i A/n findes et a i A,
sd at G = Ga' Da s&
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G =G, = f(a),

er G billede ved f af et element i A,

(2) Homomorfiegenskaben er en gratis konsekvens af defini-
tionen p& §~ :

f(a§b) = Ga§b = Ga§~Gb = f(a)§7f(b),
hvilket skul;e bevises.

Sammenholder vi dette resultat med satningerne M .4 og III.S,

ser vi, at de i dem beskrevne egenskaber ved § overfgres til
egenskaber ved §7.

V. Mengder med to kompwositioner. Ringe og legemer

N&r det galder talsystemernes opbygning er mangder forsynet
med to kompositioner de relevante matematiske objekter at
studere, fordi der i alle de talsystemer vi betragter findes
bldde en addition og en multiplikation.

Lad der derfor vare givet en mangde A med to kompositionex
§ og $. Vi angiver, at A er organiseret ved disse to kompo-
sitioner ved at skrive (A,§,$). Oftest vil § spille rollen
af "plus” og $ rollen af "gange". I denne sammenhang stude-
res de dog alment. Vi lagger ud med en rakke definitioner.

Definition V.1 Lad (A,§,$) vere en organiseret mangde. Kom-
positionen $ siges at vare distributiv med hensyn til §,
hvis bade

(17) va,b,c€A: a$(b§c) = (as$b)§(asc)
og
(18) va,b,c€A: (b§c)$a = (b%a)§(cs$a).

Distributiviteten af $ med hensyn til § omtales i daglig ta-
le som reglen om, at man kan "gange parenteser ud". Lag mar-
ke til, at der er behov for b&de (17) og (18), fordi $ ikke
behgver at vare kommutativ.

Definition V.2. Hvis (A,§,$%) er en organiseret mangde, hvori
$ er distributiv med hensyn til §, siger man, at e er et
ételement, hvis e er neutralt element ved $, altsd hvis

(19) va€A: a$e = e$a = a

Af Satning II.4 fremgdr det, at der hgjst kan findes ét étele-
ment i en m@&ngde organiseret ved to kompositioner.

Definition V.3. Er (A,§,$) en mengde organiseret ved to kompo-
sitioner, kaldes den en ring, hvis (A,§) er en kommutativ grup-
pe, og hvis $ er en associativ komposition, der er distribu-

tiv med hensyn til §. Hvis $ tillige er kommutativ kaldes rin-
gen for kommutativ.

I en ring kaldes § oftest "addition" og $ "multiplikation®,
selv om de ikke ngdvendigvis refererer til de i talsystemerne
opererende kompositioner. Som en naturlig fglge heraf

) o e

294

man ofte + istedet for § og . 1 stedet for $, ogsd i det al-
mene tilfalde. Denne konvention vil vi ogsd benytte her. Men
ver opmarksom pd, at der er tale om generelle kompositioner,
hvilket betyder, at de kendte egenskaber fra + og - i talsy-
stemerne ikke uden videre kan piberédbes.

Det bemarkes, at additionen i en ring altid er forudsat kom-
mutativ. Det neutrale element ved addition kaldes ogsd nul-
elementet og skrives O. Er der et &telement skrives dette sad-
vanligvis 1.

Setning V.4. I en ring (A,+,*) galder

(20) va,b,c€A: a-(b - c) = (a-b) - (a.c)

og

(21) va,b,c€A: (b - c).a = (b.a) - (c-a).

(1er angiver -x det inverse til x i forhold til additionen

i ringen).

Pevis:idusk nu, at + og ° angiver generelle kompositioner..

Vi har dels , -

alb - c)+ atb+ c)=al({b=-c)+ (b+c))=
alb - c+b+c)=a(b+Db)=ab+ ab -

og dels

a(b -c)+ a(b+c)=a(b-rc)+ ab + ac,
siledes at der ved sammenholdning fas

alb - ¢) + ab + ac = ab + ab,
der medfprer, at

a(b - c) = ab + ab -~ ab - ac = ab - ac,
hvilket skulle bevises.
Ieviset for {21) forlgber helt analogt.

TSatning V.5. Hvis (A,+," ) er en ring galder
(22) v a€A: a0 = O<a =0..

[evis: Da a-0 = a-(0 + 0) = (a’0) + (a-0), hvor det forste

lighedstegn galder, fordi O er neutralt element ved + og det
andet p& grund af distributiviteten, ses at

0= (a*0) - (a-0) = a-0.
Tilsvarende ses, at O-a = O, hvilket beviser satningen.

P& grund af dette forhold kan forkortningsreglerne ikke gzlde
for multiplikation i en ring, idet man altid har a-0 = b-0 = 0
uden at a og b behgver at vere identiske. Dette udtrykkes i .
daglige vendinger oftest s&dan: "man kan ikke forkorte mned 0".
Derimod kan man hibe pd at kunne forkorte med alle andre fak-
torer end O: hvis a'c = b-c er a = b, hvis ¢ § 0. Dette er i-
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midlertid ikke muligt i enhver ring. Vi er interesseret i at
studere ringe, hvori det er muligt. Vi formulerer reglen i en
@ndret skikkelse:

(23) ¥V a,b€A: a+b = 0= a =0v b =0.

At nulreglen er #&kvivalent med reglen om forkortning med fak-
torer forskellige fra O fremgdr af:

(24) Vv a,b€A, c€ A~{0Q} : a:c = b'c =a = b.

levis: Lad os starte med at antage, at nulreglen gazlder og lad
a,b€A, c€A~{O)samt a-c = b-c. 54 vil

O = ac~bc = (a-b)-c,
hvorfor a - b=0vec=0.Dac *0, md a-b=0, altsd a = b.

dvis omvendt (24) gzlder, kan vi vise nulreglen sdledes:

Antag, at a‘p = . vi skal vise, at a = O eller b = 0. Hvis det-
te var falsk, dvs. hvis bd8de a #+ O og b * O, midtte vi, da

a-b = 0 = 0-bog b+ 0 have a = O i kraft af (24). Men dette

er i strid med, at a #+ O. ide a og b md sdledes vare forskelli-
ge fra 0, hvorved nulreglen er vist.

Definition V.7. En ring med &telement, hvori nulreglen gzlder
kaldes en integritetsring.

I ringe er der en razkke egenskaber ved multiplikationen, som
ikke altid galde, selv ikke hvis ringen er en integritetsring.
I standardeksemplet pd en integritetsring (2,+,°), altsid de he-
le tal forsynet med sadvanlig addition og multiplikation kan
som bekendt ikke enhver division udfgres. Vi ¢nsker at studere
ringe, hvori (nasten) enhveér division kan udfgres. 3om det frem-
gdr af det foregdende mi3 division med O pd forhind undtages.
Men alle andre divisioner ¢nsker vi at kunne udfere. At (A,+,-)
er en ring, hvori dette kan lase sid ggre, er ensbetydende med,
at (A~{0},") er en gruppe (kaldet den multiplikative gruppe).
Vi definerer:

Definition V.8. Ved et legeme forstds en ring, hvor, idet rin-

gen benavnes (A,+,-), (AS{0F;-) er en gruppe. Hvis multiplika-

Det fremgdr, at ethvert legeme ogsd er en integritetsring, idet
nulreglen galder, fordi multiplikationen er en gruppekomposition
i A~{0}, og idet denne gruppe har et &telement.

Vi n& hellerfor en sikkerheds skyld formulere:

Satning V.9 I et legeme har enhver ligning af formen
(25) ax = b, a £ 0
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og
(26) xa = b, a0
en entydigt bestemt lgsning.

I et legemes multiplikative gruppe galder forkortningsreg-
lerne.

i grupper (satning II.1ll).

Lad os slutte med en definition védrgrende afbildninger mellen
mengder med to eller flere kompositioner.

Definition V.lo. Hvis (A,§,,...§ ) og (E,$,,...$_) er mengder
med hver n kompositioner o& f afBilder a iAd i Ef siges f at
vare en homomorfi fra (A,§,,...§ ) til (E$,,...$ ), hvis £
er en homomorfi af hver (A,§,) ifld i (E,$,) (i=1,%..n). Til-
svarende kaldes f en isomorfl mellem (A,§7,...§ ) og (E,sl,...

$ ), hvis f er en isomorfi mellem alle (A'§i) o8 (E,$i)
(¥ =1,...n). -

Det ses, at en isomorfi ogsd i dette almene tilgalde er en bi-
jektiv homomorfi.

Det er nemt at indse, at isomorfier mellem organiserede nang-
der med flere kompositioner betyder, at de organiserede mang-
der har samme algebraiske struktur.
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