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Abstract.

Teksten bestar af en samling forelasningsnoter, leveret til
en teoretisk studiekreds med titlen "videregdende energibands-
semiotik" pd IMFUFA i efterarssemestret 1992.

Der forudsattes et grundlaggende kendskab til energi-
bandsformalismen, som introduceret i IMFUFA tekst nr. 8,
"Dynamik og diagrammer"” (1978). Enkelte afsnit bygger i mindre
omfang pd den lineare response-teori i tekst 22, "Semiotik og
systemegenskaber (1) - 1l-port line=srt response og stej i
fysikken" (1979). Fortsattelsen til den sidstnavnte tekst blev
allerede dengang bebudet at indeholde en udvidelse af response-
og stpjteorien til multiporte, og dette er da ogsad et af de
emner, som behandles 1 nervarende tekst. Ideen med at behandle
l-portene for sig i en ret ekstensiv form og udsatte behand-
lingen af multiportene (som det viste sig, i 13 ar) var, at en
egnet vektor- og tensorformulering af energibandsteknikken i det
vasentlige ville kunne muligg¢re en simpel oversattelse af 1-
port teorien til multiporte.

Selve den generelle vektorbdndsformulering har imidlertid
vist sig at rumme sd& mange muligheder, at multiport response-
teorien blev trazngt noget i baggrunden. Denne teori behandles
derfor kun ret sporadisk i kapitel 5 efter udvikling af begrebet
om det generelle vektorband i kapitel 4. De foregdende kapitler
leder op til dette begreb p& grundlag af Peirces generelle
semiotik og den simple energibdndsteknik.

Bortset fra et 1lille indskud om logik og Peirces ek-
sistentielle grafer i kapitel 8 er hovedemnet for de sidste
kapitler 6 - 11 er en videreudvikling af formalismen med henblik
p& de grundlaggende discipliner inden for mekanikken. Den
kvantemekaniske brug af teknikken er ikke kommet med i denne
omgang, men den klassiske analytiske mekanik behandles ved hjzlp
af samme Riemannske tensorformulering som den specielle og den
generelle relativitetsteori.

Teksten har ikke til hensigt at fungere som la@rebog i nogen
af de fysiske teorier, den ber¢rer, men snarere som en larebog
i en speciel og l¢fterig anvendelse af semiotik som et filoso-
fisk grundlag for fysisk teoridannelse. Den generelt relati-
vistiske dynamik benyttes derfor ikke til en egentlig behandling
af gravitation, men indskrankes til relativistisk bevagelse af
partikler i accelererede koordinatsystemer. :
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1. Almen semiotik og modelbygning.

Nar man i fysikken taler om brugen af matematiske modeller,
overser man ofte, at brugen af matematik i sig»selv ikke kan givé
en model nogen trovardighed. Et matematisk symbol, som f.eks. et
teelt tal, kan ikke have nogen fysisk betydning, medmindre det
henviser til bestemte méleforékrifter;bog'méleférskrifter har
‘heller ingen fysisk betydning, hvis der ikke eksisterér tegn, som
‘er uden for enhVer sprogiig samménheng; En fyéisk semiotik
(tegnlere), som skal redegore for, hvorfra de i modeller
benyttede tegh far deres betydning, ma n¢dvendigvis vare
realistisk, dvs. forudsatte, at der findes 'tegn uden for
- menneskets bevidsthed. En. sddan semiotik er grundlagt af den
amerikanske filosof Charles Sanders Pelrce (1839-1914). I_et
manuskrlpt fra 1897 (Cp- 2.227 -9, Buchler s.99) siger han:

_"A sign, or representamen, is something which stands to
. somebody for something in some respect or capacity. It
addresses somebody, that is, creates in the mind of that
person an equivalent sign, or perhaps a more developed
sign. That sign which it creates I call the interpretant of
the first sign. The sign stands for something, its object.

It stands for that object, not. in all respects, but in

reference to a sort of idea, which I have sometlmes called
the ground of the representamen."

Et tegn er altsd ifglge Peirce en relation mellem tre fak—
torer: - -
1. Et Representamen, eller primaert tegn‘ som er tegnets
bzrer, lg¢srevet fra enhver henvisning og betydning.
2. Et sdkaldt Objekt, som er det, tegnet henviser til eller
"handler om". Tegn-objektet er selvf¢1ge11g ikke "das Ding an
sich"; det er ikke et fysisk objekt, men snarere et bestemt trak
‘eller en abstrakt kvalitet ved et sadant objekt, som Peirce 1'
visse sammenhznge kalder tegnets Grund. '
3. En Interpretant, som er en sammenfatning eller fortolkning
af relationen mellem 1. og 2. Interpretanten kan siges at rumme
tegnets betydning, idet den, som Peirce siger "indeholder den
forestilling, at den selv indgar i sammé triadiske relation med

objektet som det primzre tegn".
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En mere abstrakt, relationslogisk beskrivelse af tegn-
relationen giver Peirce i et manuskript fra 19Q2 (CP.2}274):

"A Sign or Representamen, is a First which stands in such
a genuine triadic relation to a.Second, called its Object,
as to be. capable of determining a Third, called its
Interpretant, to assume the same triadic relation to its
object in_which it stands itself to the same object."

Tegnrelationen er  irreducibelt triadisk, den -kan ikke
reduceres til dyadiske relationer, men den indeholder de tre
dyadiske relationer R-0, O-I .og I-R, og hver af disse tre dyader
er formidlet af den tredje faktor; altsd henvisningsrelationen
mellem representamen og objekt (R-0) er formidlet af inter-
pretanten. Interpretanten kan betragtes som representamen i en ny
tegnrelation, og denne semiosis :(0-I relationen), at .objektet;
formidlet af representamen, bliver til et nyt representamen, som
sd kan fortolkes videre i en ny tegnrelation, kommer klarest
frem, hvis den enkelte tegnrelation fremstilles som O - R - I. To
"kaskadekoblede" tegnrelationer afbildes sa som O, - (R,,0,) -
(1,,R,) - I, . Denne afbildningsform, som er foresldet af bi-
okemikeren Mogens Kilstrup, er meget velegnet til redeg¢relse for
semiotiske processer, der hanger sammen i et st¢rre netvark.
Umiddelbart far man ganske vist indtryk af en endimensional k&de,
men man ma forestille sig, at hver af faktorerne i O-R-I
relationen er som knudepunkter i et net og kan have andre
forbindelser til andre tegnrelationer. Afbildningsformen giver
ogsd indtryk af, at rakkefeplgen af de tre faktorer er, at forst
kommer O, s& R og til sidst I, og dette har ogsda en vis be-
rettigelse i fysisk forstand, nadr man tanker pad R som et signal,
der udgdr fra O og registreres i I. I semiotisk forstand er det
imidlertid vigtigt at fastholde den logiske rakkefgplge 1. R, 2.
0, 3. I, for R, det primzre tegn, er jo det, der f¢rst fanger
opmarksomheden, og objektet eksisterer kun som objekt (dvs.
genstand for opmazrksomheden) ved at R henviser til det, og I kun
som interpretant ved, at der er en henvisning fra R til O.

Forbindelserne mellem R, O og I i den grafiske fremstilling
O-R-I (altsd stregerne -) kaldes af Mogens Kilstrup for sign
links, og de er nart beslagtede med energibdnd og andre typer af
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bonds, f.eks dem, der benyttes i Peifces eksistentielle grafer,
som vi senere skal vende tilbage til.

For at komme videre til én kla551fikétion af tegn, benytter
vi en inddellng af 51gn links i tre kategorier. Disse tre
kategorier er hentet fra Peirces fanomenologl hvor de benavnes
1, 2 og 3, eller f¢rsteheden, andetheden og tredjeheden. De tre
faktorer i tegnrelationen 1. R, 2. O bg 3. I er eksempel pd disse
tre‘kategorier, og det er selve proto-eksemplet, idet Kkate-
gorierne kan siges at vere udtryk for den tanke, at al erkendelse
foregdr ved hj®lp af tegn. Mere alment kan man sige, at forste-
heden betegner eksistens "i sig selv"” uden reference til noget
andet andetheden er eksistens som reaktion pé noget ferste, og
tredjeheden er ek51stens som formidler af en relation mellem
noget forste og noget ‘andet. Udtrykt pd en anden mdde kan man
sige at fgrsteheden er det potentielle, andetheden det aktuelle
og tredJeheden det generelle. F¢rstehedens "eksistens i sig selv”
g¢r sig ikke bemarket som noget, der eks1sterer som skelneligt
fra resten af verden, den er ikke aktuelt 1nd1v1due1, men netop
potentiel. Andetheden er som en kontrast eller et sammenste¢d med
virkeligheden og derfor aktuel. Hvis vi gar og'luller.rundt i
egne tanker.'er vi "tabt for verden", hvilket er f¢rstehed ‘men
pludselig ste¢der vi ind i en d¢r og vakkes brat til andetheden.
Hvis vi sé kommer i tanke om, at "sédan gar det JO som regel", er
vi'inde i tredJeheden Et konkret fys1sk érsags virknings forhold
er en andethed, men hvis dette forhold kan genkendes som havende
eﬁ_vanemessig karakter, haver det sig til en tfedjehed, og herved
opstadr betydning og fofstéelse, en interpretant.

Peircé beskriver de tre kategorier i fg¢lgende citat fra
1903 (CP 1.23, Buchler s. 75):

"My view is that there are three modes of being. I hold
that we can directly observe them in elements of whatever
is at any time before the mind in any way. They are the
being of positive qualitative possibility, the being of
actual fact, and the being of law that will govern facts in
the future.

Let us begin by considering actuality, and try to make out
just what it consists in. If I ask you what the actuality
of an event consists in, you will tell me that it consists
in its happening then and there. The specifications then
and there involve all its relations to other existents. The
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actuality of the event seems to lie in its relations to the
universe of existents. A court may issue injunctions and
‘judgments against me and I not care a snap of my fingers
for them. I may think them idle vapour. But when I feel the
sheriff's hand on my shoulder, I shall begin to have a
sense of actuality. Actuality is something brute. There is
no reason in it. I instance putting your shoulder against
a door and trying to force it: open against an unseen,
silent, and unknown resistance. We have a two-sided
consciousness of effort and resistance; which seems to- me
to come tolerably near to a pure -sense of actuality. On the
‘whole, I think we have here a mode of being of one thing
which consists in how a second object is. I call that
Secondness.

Besides this, there are two modes of being that I call
Firstness and Thirdness. Firstness is the mode of being
which consists in its subject's being positively such as it
is regardless of aught else. That can only be a possibili-
ty. For as long as things do not act upon one another there
is no sense or meaning in saying that they have any being,
unless it be that they are such in themselves that they may
perhaps come into relation with others. The mode of being
a redness, before anything in the universe was yet red, was
nevertheless a positive qualitative possibility. And
redness in itself, even if it be embodied, is something
positive and sui generis. That I call Firstness. We
naturally attribute Firstness to outward objects, that is
we suppose they have capacities in themselves which may or
may not be already actualized, which may or may not ever be
actualized, although we can know nothing of such possibili-
ties, except so far as they are actualized.

Now for Thirdness. Five minutes of our waking life will
hardly pass without our making some kind of prediction; and
in the majority of cases these predictions are fulfilled in
the event. Yet a prediction is essentially of a general
nature, and cannot ever be completely fulfilled. To say
that a prediction has a decided tendency to be fulfilled,
is to say that the future events are in a measure really
governed by a law. If a pair of dice turns up sixes five
times running, that is a mere uniformity. The dice might
happen fortuitously to turn up sixes a thousand times
running. But that would not afford the slightest security
for a prediction that they would turn up sixes the next
time. If the prediction has a tendency to be fulfilled, it
must be that future events have a tendency to conform to a
general rule. "Oh," but say the nominalists, "this general
rule is nothing but a mere word or couple of words!" I
reply, "Nobody ever dreamed of denying that what is general
is of the nature of a general sign; but the question is
whether future events will conform to it or not. If they
will, your adjective 'mere' seems to be ill placed." A rule
to which future events have a tendency to conform is ipso
facto an important thing, an important element in the
happening of those events. This mode of being which
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consists, mind my word if you please, the mode of being
which consists in the fact that future facts of Secondnes
will take on a determinate general character, I call a
Thirdness." :

' vi skelner derfor mellem tre typer af sign-links mellem et

par vilkarlige faktorer A og B:

1: " A-/-B potentiel
2: "A:-:B aktuel
3: " A:->B o generel-

Disse tre typer af links kan imidlertid ikke kombineres vil- .
kérligt i en O-R-I relation. Hvis vi har en O-/-R forbindelse, sa
kan vi ikke i saﬁme tegnrelation have en R:-:1 forbindelse, for
hvis forbindelsen mellem O og R kun er potentiel, er der ingen
mulighed for, at interpreténten'l kan referere til et”aktuelt,
skelneligt objekt. PA& samme madde kan vi sige, at hvis O-R linket
ikke er generelt, sd kan R-I linket heller ikke vare dét Vi kan
derfor formulere fg¢lgende udvalgsregel for de mullge tegn-
relationer: Kategorlen af O-R 1linket er mindst sd -hej som
kategorien af R-I linket.-

L1nk kategorlerne kan nu knyttes til en kategorlserlng af
hver af de tre faktorer R, O og I. Kategorlen af hver faFtor
sattes lig med kategorien af det link, som leder til den naste
faktor i relationeﬁ, ndr vi gar fra R til O og derfra videre til
I. For R og O kan vi altsa aflase katégorierne direkte af O-R-I
grafen: forst gadr vi mod venstre fra R til O og kategoriserer R
efter dette :link. Derefter gdr vi mod hgpjre fra O til I, og
kategorien af O sattes lig med_kétégorien af O-I linket, som
ifplge ovenstdende regel er den laveste af kategorierne for O-R
linket og R-I linket, hvilket er det samme som kategorien af R-I
linket. For at bestemme kategorien af interpretanten I bliver vi
i almindelighed ng¢dt til at angive linket til n®ste led i den
semiotiske kade O-R-I-, og vi definererer kategorien af I som
kategorien af af dette naste link. Det er dog ikke ngdvendigt at
tegne dette link, hvis‘R¥I linket er potentielt, for sa ved vi,
at det naste link ogsd kun kan vare potentielt, da I jo fungerer

som R for den naste relation i kaden.
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vi kan nu angive tegnklassen som en taltripel (roi), hvor
r, o og. i er kategorierne for hhv. R, O og I Qg>kan antage
verdierne 1, 2 og.3rméd udvalgsreglen -

A . r=2o0z221i ’ (1)
Man indser let, at dér sdledes kan dannes 10 klasser af tegn.
Peirce énbragte disse 10 klasser i en sé3a;dt.tgtqutgsﬁ en
‘talmagisk figur, der spillede-en stor: rolle for pythagpraerng‘,EaE_
nedenétéendelfigui er'tegnklgsserne-indp;aqerede;ixtétzaktxssen;
med koordinatsattene (roi) og link-graferne O—RQI. : '

(roi)
(333)
Q:->R:->I:->
(332) (331)
- : . . 0:=->R:=->I:-: O:->R:->I-/~-
(322) (321) (311)
O:->R:-:I:~: Q:->Re=-21I-/- O:->R-/~1.
(222) (221) (211) (111)
O:-:R:-:s1:-: O:-:R:-:1-/~ O:-:R-/-1 0-/-R-/-1

Figur 1. Tegnklassernes tetraktys med (roi) koordinater
og O-R-I sign link grafer.

Peirce iﬁdfwrte ogsd forskellige navne for kategorierne pa
de tre pladser i (roi) triplen. For Rs vedkommende kaldes de 1.
qualitegn, 2. sintegn og 3. legitegn. Qualitegn er rene Kkvalite-
ter, sdsom papirets hvidhed. Sintegn er individuelle tegn, som én
given tilfaldig krusedulle, man tegnede, da man talte i telefon.
Legitegn er tegn, der kan genkendes som reprasentanter for en
generel klasse, f.eks. et bogstav. (Med en anden terminologi
kaldes sintegnet token og legitegnet type). Tetraktyssen
indeholder 1 qualitegn, 3 sintegn og 6 legitegn.

For objektreferencen O kaldes kategorierne 1. ikon, 2.
index og 3. symbol. Ikonet er altsd ifplge ovenstdende et tegn,
hvor linket R-I er potentielt. Man kan sige, at det ikoniske tegn
"skygger for" eller erstatter objektet, som ikke behgver at have
nogen fysisk eksistens. En tegnet streg kan vare et ikon for den
matematiske abstraktion "en ret linje", ef energibdnd er et ikon
for en idealiseret fysisk vekselvirkning. For indexet, derimod,
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consists, mind my word if you please, the mode of being
which consists in the fact that future facts of Secondnes
will take on a determinate general character, I. call a
Thirdness." :

Vi skelner derfor mellem tre typer af sign—lihks mellem et
par vilkarlige faktorer A og B:

1l: - A-/-B g potentiel
2 A:-:B - aktuel
3: A:->B = - generel

Disse tre typer af links kan imidlertid ikke kombineres Vil—:

kérligt i en O-R-1I relation. Hvis vi har en 0O-/-R forbindelse, sa
kan vi ikke i samme tegnrelation have en R:-:I forbindelse, for

hvis forbindelsen mellem O og R kun er potentiel, er der ingen

mulighed for, at interpretanten 'I kan referere til et aktuelt,
skelneligt objekt. P4 samme made kan vi sige, at hvis O-R linket

ikke er generelt, sd kan R-I linket heller ikke vare det. Vi kan =

derfor formulere f¢lgende udvalgsregel for de mulige tegn-
relationef: Kategorien af O-R linket . er mindst sd hoj som
kategorien af R-1I linket. ’

Link- kategorierne kan nu knyttes til en kategorisering af
hver af de tre faktorer R, O og I. Kategorien af hver fartor
sattes 1lig med kategorien af det link, som leder til den naste
faktor 1 relationen, nér vi gdr fra R til O og derfra videre til
I. For R og O kan vi altsd aflase kategorierne direkte af O-R-1
grafen: f¢rst gdr vi mod venstre fra R til O og kategoriserer R

efter dette link. Derefter gar vi mod h¢Jre fra 0 til I, og

kategorien af O sattes 1lig med kategorien af 0-1I 1inket _som
ifplge ovenstdende regel er den laveste af kategorierne for O-R
linket og R-I linket,.hviiket er det samme som kategorien af R-I
linket. For at bestemme kategorien af interpretanten I bliver vi

i almindelighed ne¢dt til at angive linket til naeste 1ed i den

semiotiske kade O-R-I-, og vi definererer kategorien af I som

kategorien af af dette naste link. Det er dog ikke n¢dvendigt at -

tegne dette. 1ink, hvis R-I linket er potentielt for sd ved vi
at det naste link ogsa kun. kan vare potentielt da I jo fungerer
som R for den naste relation 1 kaden.




6

vi kan nu a‘ﬁ&i«ﬁé"- tegnklasseri som én taltripel- (roi), hvor

r, o og i ér kategorierne for hhv. R, O og: I o9 kan antage:
vardierne 1, 2 og 3 med udvalgsteglen S
Fzoz21i : ' : S (1)

Man indséf iet, at d6F sAleédes Kan dannes 10 Klasser &f teégn.
Peirce anbragte dissé 10 Klesser i en sdkaldt tetraktys, en
talmegisk figur; der spilledé en §tor-rollé foir pythagorzerhié. Pa:

nedenstéende figur er tegnklasserne 1ndp1acerede i tetraktyssen
med koordinatsattene (roi) og link-graferne O-R-I.

(foi)
” (333)
Oi=>R:=>I:<>
. (332) (331)
$<>Rs=>I:~: O:=>R:=>I-/=
~(322) (321) (311)
O:=>Ri=<:Ts=: O:<>Re=31I=/= 0:=<>Rs/% I

(222) _(221) , (211) (114)
O:=-:Re=-2l:=3 ¢=:Rs=-2I=/= O3=:R-/-1 0=/=R=/=1

Figur 1. Tegnklassernes tetraktys med (roi) koordinater
og O-R-I sign link grafer.

Peirce indf¢rte ogsd forskellige navné for kategorierne péa
de tre pladser i (roi) triplen. For Rs vedkomiiende kaldes de 1.
qualitegn, 2. sintegn og 3. legitegn. Qualitegh et rené kvalite-
ter, sdsom papirets hvidhed. Sintegn er individuelle tegn, som en
given tilfzldig krusedulle, man tegnede, da man talte i telefon.
Legitegn er tegn, der kan genkendes som reprasentanter for en
generel klasse, f:eks. et bogstav. (Med en anden terminologi
kaldes sintegnet token og legitegnet type). Tetraktyssen
indeholder 1 qualitegn, 3 sintegn og 6 legitegn.

For objektreferencen O kaldes kategorierne 1. ikon, 2.
index og 3. symbol. Ikonet er altsd ifgplge ovenstdende et tegn,
hvor linket R-1 er potentielt. Man kan sige, at det ikoniske teéegn
"skygger for" eller erstatter objektet, som ikke behg¢ver at have
nogen fysisk eksistens. En tegnet streg kan vare et ikon for den
matematiske abstraktion "en ret linje", ef energiband er et ikon
for en idealiseret fysisk vekselvirkning. For indexet, derimod,
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er R-I linket akfuelt.-Det kan vaere et konkret fysisk &rsags-
virkningsforhold som mellem et'meteo; og et ringbjerg pa Manen,
eller det kan vare en automatisk, ufortolket henvisning,  sdsom

personnumre, der kun har til formdl at skelne et individ fra et

andet. Symbolet'har en generel henvisning til objektet, f.eks. en:

konvention til fortolkning af et ord. Symbolhenvisningen kan dog
ogsd vere en vanemassig naturlig proces som f.eks. virkningen af

et enzym, som gennem en lang evolution er blevet indrettet til at

s@tte sig pd en bestemt plads i et bestemt molekyle eller en nuk-_

leinbasetriplet i DNA, der koder for en bestemt aminosyre.

Symboler kraver, at representaminet:R er et legitegn, indexet
kraver et legitegn,eller,et'sintegn, medens ikonet ikke stiller

vkrav til R. Tetraktyssen indeholdef 3 ikoner, 4 indices og: 3
symboler. ' -

For intefpretanten benavnes.de tre kategorier: 1. rheme
_eller term, 2. dicitegn eller proposition og 3. argument. Et
rheme er en enkeltstdende term, som et ord, der jo ikke i sig
selv siger noget. Ordets mening er potentiel, og f¢rst nar det
kades sammen med andre ord til en satning, .opstdr et aktuelt
udsagn, som altsa her kaldes et dicitegn eller en propositlon Et

-argument bestdr af meningsfuldt- sammensatte prop031t10ner. I

tetraktyssen er der 6 rhemer, 3 d;01tegn og 1 argument.. Det kan

forékomme‘lidt,underligt, at den mest komplioerede tegntype,

afgumentet, kun far én_plads i skemaet, medens enkle termer har

hele 6. Forklaringen er, .at et argument ikke kan beskrives
fyldestgg¢rende med en enkelt tegnrelation. NAr vi her beskriver
det som (333) eller 0:->R:->I:-> , siger vi blot, at det kraver
den h¢jeste grad af generalitet i begyndelsen af tegnkaden,
hvilket er én ngpdvendig forudsatning for, at kaden kan fortsaztte
med generelle sign links. Disse hgjere led kan vi s& overlade til
retorikken. I fysikken, derihod, er vi specielt interesserede i
enklere tegnrelationer, som kan redege¢re for transformationen af
tegn, der kommer til os fra den ikke-sproglige verden, til termer
i fysikkens teori og dens eksperimentelle praksis.

Nar mén verbalt skal navngive en givén tegnklasse, f.eks.
_ klassen (321), som er et legitegn, et index og et rheme, plejer
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‘'man at lase koordinaterne fra: hgjre: mod venstre, si man siger: et
‘rhemisk, indeksikalt legitegn:. - ' B —

' Medens fg¢rsteheden: i Eeiﬂqeswgameggsilége;ﬁrgmtraden som
fuldstendig usammensat, m&: ahhver! aff des b@igxaa katagngegi
indeholde de: lavere. For ar,et:pggraggntamen;kgégva:e;et;Legixegpz
(3), f.eks. en reprasentant for bogstavklassen: "A", m& det vere
et individuelt; skelneligt‘ tegn, - éltsé; etiijihtagp; (%), og
”ékelnelighedehabygger g&zenpkéﬁtﬁast;malxem}£Q%san§gkmaﬁttexé£¢
papirets hvidhed og tryksvartens: sorthed, som: er qualitegn (1).
Det samme forhold: g¢r sig gazldende: for de: andre: pladser 1
tegnrelationen, O og I, da det ligger i kategoriernes definition..
En representant for en given. tegnklasse (roi) kan:derfor siges: at
inkludere eller indeholde- alle:de: tegnklasser-(r"o"i"' ) for hvilke:

-det g=alder, at . : . L -
' " r' sr, of socog " S & C62)-

P& denne madde far vi defineret en ordning af klasserne, som: dog
kun er partiel, hvilket f.eks. ses af, at tegnklassen (322)
hverken indeholder eller er indeholdt i tegnklassen (331).

En analyse af et tegn bestdr derfor i en redeggrelse for
alle tegn, der er indeholdt i det givne tegn.. En syntese af et
tegn er en proces, der starter i det nederSteah¢jre hjorne (111)
af tetraktyssen og gradvist bevager sig opad, indtil den stopper
ved det ¢nskede tegn. Formdlet med bond—grapﬁ:teknikkerne og en
reakke lignende formalismer e# at. levere: et vaerktepj til sy-
stematisk syntese af tegn..

En tegnsyntese skrider trinvist opad i tetraktyssen uden at
springe noget led over. Der er derfor to grundprocesser i
syntesen: en kategori 1 kan haves til en kategori 2, hvilket
kaldes diskrimination (D), og: en kategori 2 kan haves. til en
kategori 3, hvilket kaldes abstraktion (A). Pa figur 2 er so¢gt
illustreret, hvordan syntesen af fysiske modeller, eksperimenter
og teorier forlgber. Vi skal i de feplgende afsnit se, hvordan
energibands-semiotikken i sin formalistiske opbygning systematisk
gar frem gennem de to nederste lag af tetraktyssen, og hvordan
anvendelsen af formalismen leder frem mod generelle teoretiske

begrebsrammer..




generel
teori
(333)

ad hoc symnbolsk
teori D nodel
(332) - : (331)

A4

simulation 4_2__ maling ikonmodel
- (322) Co(321) i (311)
tilstand 4_2__kvantitet 4_2__ systen éjl_ baggrund
(222) (221) (211) (111)

Figur 2 Syntese af model, eksperiment og teori.

Det nederstejlag i den almene tetraktys; figur 1, som
omfatter tegnklasserne (222), (221), (211) og (111), kan kaldes
det konkrete 1lagqg. -'I"egnene' i dette lag har en ikke-sproglig
karakter; idet de er blottede for abstraktionens kategori 3. Det
er disse tegn, som fysikken handler om. Da der er fire slags

konkrete tegn, lader de .sig gruppefe i to mods®tningspar og
opstille i en sdkaldt semiotisk firkant, en meget benyttet
skemaform inden for den europziske semiotiske tradition (Greimas,
Per Aage'Brandt, m, £f1.). Nar vi her benytter sadanne firkantop-
stillinger, md det ikke forveksles med denne skoles brug af samme
figur, for i den europaiske tradition er alle tegn betragtet som
sprogligé, mén her er det netop -de ikke sproglige .tegn, som
opstillingeﬁ vedrogrer. ' ‘ '

De to modsatningspar eller dikotomier for de konkrete tegn
kan beskrives som ydre/indre og lige/ulige. Hvis objekthenvis-
ningen er aktuel eller indeksikal taler vi om ydre tegn, hvis den
er poténtiel eller ikonisk, taler vi om indre tegn. Hvis summen

af tegnkategorierne r+o+i er ulige, er tegnet ulige, ellers er

D
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det 1lige. Denne opdeling af de konkrete tegn genfindes i
energibdndsformalismens opdeling af dynamiske variable. De ydre
tegn kaldes levels og de indre rates. De lige tegn~kaldesro—tegn
og de ulige x-tegn. Relationer mellem disse fire klasser kan
henfgres til det ovérliggende lag i teraktyssen. Vi skelner her
mellem aktive relationer, som er ﬁonadiske, og som svarer til
tegnklassen (311), reaktive relationer, som er mindst dyadiske og
svarer til tegnklassen (321), og dissiéative relationer, som er
triadiske og svarer til tegnklassen (322). I energibandsfor-
malismen representeres disse tre relationstyper af henholdsvis

kilderne, lagrene og l&kkene.

lige 7 ulige
ydre | o-levels x-levels
(222) (221)

integration
over tid
(321)

fgje-
lighed
(321)

traghed

(321)

stivhed lethed

nodstand _ ledn.evne

indre o-rates ) x-rates
(211) q‘wn) (111)
| .
0 i >
(3u); ; z(an)
o-xilde sto3 x-kilde

Figur 3 Konkrete tegn og relationer i energibandsformalismen.

Ud over de abstrakte betegnelser for de fire klasser af
dynamiske variable i figur 3, benyttes ogsd nogle mere dag-
ligtsprogede, men brugen af disse md indrette sig efter den
konkrete sammenhzng. For et elektrisk system er o-levels
ladninger, =x-levels magnetfluxe, o-rates spandinger og x-rates
stromme. I en ikke nazrmere specificeret sammenhzng benyttes ordet
forskydning (displacement) og bogstavet q for o-levels, ordet
impuls (momentum) og bogstavet p for x-levels, ordet spanding
(effort) og bogstavet e for o-rates og ordet strom (flow) og
bogstavet f for x-rates.
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2 impl nergiban namisk riable.

Energibéndé-teknikken er opfundet af en associate professor
i "Mechanical Engineering” pa M;I.T. Henry M. Paynter oé forste
gang beskrevet i et duplikeret szt "class notes for M.I.T. course
2.751" med titlen "Analysis and Design of Engineéring Systems“
fra 1960. De vasentligste inspirationskilder for Paynter er
Peirces semiotik og; bohd—graph teknikker, den genereile sy-
stemteori af Bertalanffy, Norbert Wiener m. fl., netvarksteori
af Gabriel Kron og ehergetikken éf den danske kemiker J.N.
Brgnsted. Den version af energibdndsteknikken, som er beskrevet
og benyttet i de tidligere. tekster "Dynamik og ‘diagrammer"
(IMFUFA tekst nr. 8, 1978) og "Semiotik og systemegenskaber - 1"
(IMFUFA tekst nr. 22, 1979) er tet forbundet med Paynters
-formalisme, men afviger pé'visée punkter, is®r ved den mere
systematiske brug af ikoner'og i indideringssystémeg for bandene.
Det mere Qenerelle éynspunkt, som nerverende tekst lagger dp til,
vil behandle energibéndsvériablene som Qektorer i en generel
Riemann—metrik.' Herved' opnds for det _f¢rSte en semiotisk
indfering til brugen af tensorregning i netverksanalyse og for
det andet en starkere kobling af dette traditionelt ingenigr-
messige omrdde til grundlzggende discipliner i moderne fysik,
sdsom generelt relativistisk og klassisk analytisk mekanik, samt
kvantefeltteorier. Den sidste ambition findes'ogsé bade hos
Gabriel Kron (Tensor Analysis of Networks, 1939) og LéQn
Brillouin (Wave Propagation in Periodic Structures, 1946), men
noget hammet af begrznsningen til traditionelle elektriske
netvaerksdiagrammer, som mangler den semiotiske fuldstandighed,
som energibdndsteknikken besidder. ”

Indledningsvis beskriver Paynter i "Analysis and Design -",
hvordan en model? eller teoribygning starter med afgransning af
et system, hvilket svarer til diskriminationen fra (111) til
(211) i figur 2. Den naste fase er en abstraktion fra (211) til
(311) ved hjzlp af generelle ikoner. Denne proces kalder Paynter
for reticulation, dvs. netvarksstrukturering:

"The rational proces of endowing a system with structure
we call reticulation. - - Since the structural attribute
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of a system which interests us most is the functional
connectedness of its elements, the final step in the
reticulation process 1is the sketching of the important
relations and bonds of interaction among the elements and
between each of the elements and the environment".

Vi har altsa brug for generelle ikoner til at beskrive "elements"
og "bonds of interaction". Reticulationen f¢rer til et netvarks-
diagram, hvor .elementerne optrader som knuder og bdandene (en
darlig oversattelse af "bonds") som grene.

Sidelgbende med reticulationen forega&r en diskrimination
(211) til (221), som identificerer og indicerer (indfe¢rer indices
for) kvantificerbare variable i systemet, sdledes at male-
forskrifter (321) kan knyttes til disse variable og til den
ikoniske model. Herved bliver modelbyggeren i stand til at na
frem til en symbolsk model (331), et sat ligninger mellem de
sdledes definerede ste¢rrelser, hvorved matematificeringen af
modellen er fuldendt.

Energibdndet eller vekselvirkningsbdndet er et generelt
ikon, som kun indirekte er kvantificerbart, idet vekselvirkningen
beskrives i termer af indre variable, strgmme og spandinger,
(jfr. figur 3). Produktet af disse er en energistr¢m, som ogsa
er en indre variabel og som sddan ikke direkte malelig. Paynter
skriver:

1. An energy bond may be conceived as an interaction;
associated with each bond are two variables, the first
pertaining to an effort and the second to a flow, their
product yielding the power or energy flow rate.

2. Alternatively, an interaction may be conceived as a
bilateral signal flow between'two elements, thus attribu-
ting a direction of causality to the interaction.

Et energibdnd er en forbindelse mellem to elementer A og'B. Det
har to porte til sin omverden og betegner selv elementernes porte
til deres omverden.

L¢st sagt er ikonets forbindelse til sit objekt "billed-
agtig", ikke som et fotografi, der jo snarere er som et aftryk
af objektet og derfor er indeksikalt, men snarere som en skKitse
eller et diagram, der danner grundlag for videreudvikling af
tegnsystemet. Et ikon md fremhave de trak, som objektet kraver
for at kunne specificeres ngjere, og helst ikke mere end det.
Altsd det, som Peirce kalder grunden for objektet. For et
-energibdnd er det vasentligt, at det forbinder netop to sy-
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stemkomponenter, sd et velegnet ikon vil vare et linjestykke
eller kurvestykke med to endepunkter. |

Energibands-ikonet danner basis for en indicering af de
indre variablé strom og spanding (flow og effort, f og e), hvis
produkt er den overforte energistrgm. Da energistr¢gmmen er en
storrelse med retning i rummet, fra A til B eller omvendt, kraver
indiceringen en angivelse af orientering. Hertil bruges en pil:
produktet af strgm og spanding giver energistrgmmen i pilens
retning. ,

Der er endnu et aspekt, som indiceringen skal Kkunne
beskrive, nemlig kaﬁsaliteten, som fremhavet i ovenstaende
Paynter-citat. Et vekselvirkningsbdnd beskriver faktisk en
vekselvirkning i ordets egentlige fo}stand, dvs. at de to
systemkomponenter A og B, som bandet forbinder, pavirker hinanden
gensidigt via bandet. A virker pA B via den ene af de to indre
bandvariable, og B virker pa A ilia den anden. Vi benytter
fplgende konvention for at angive kausaliteten: f¢rst‘anbringer
vi et par "merker" pé'béndef, et par indeksikale sinfegn, som
skal sté for str¢gm og spanding. Disse marker skal kunne skelnes
fra hinanden, sa det ene md vare nazrmest ved A og det andet
narmest ved B. Det sintegn, som er nafmést ved A, indicerer den
indre variabél, som B pavirker A med, som er input til A og
output fra B, og det andet sintegn indicerer den anden indre
variabel, som A pdvirker B med, som er output fra A og input til
B. Nar disse sintegn er anbragt, kan vi med indeksikale legitegn
som f og e angive hvilket af de to sintegn, der indicerer
stregmmen, og hvilket, der indicerer spandingen. Vi kan ogsa
udStyre sintegnene med en form, der g¢r dem til legitegn, f.eks.
ved at benytte et x for s£r¢mmen og et o for spendingen.’Herved
mindskes behovet for at bruge f og e; vi kan udpege x og o og
sige: "denne str¢m og denne spending vil vi gerne have malt",
hvorved vi begiver os pa vej fra den ikoniske modeltype (311) og
ind i mdlesituationen (321). Vi mangler'dog en del endnu, fo¢r vi
er ndet sa langt. |

P& figur 4a ses det forelgbige indiceringssystem, som nu
er indf¢rt; og figur 4b viser med en signal flow graf, hvordan

det hanger sammen med kausaliteten- (jfr. Paynter-citatet).
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Figur 4. a: Indiceret vekselvirkningsbdnd mellem A og B.
'b: Signal flow graf for samme situation.

Indtil nu har vi kun l¢st beskrevet str¢gm og spanding som
"indre variable" tilhgrende tegnklasserne (111) og (211), men
intet sagt om, hvordan vi kender forskel pd str¢gm og spending,
hvordan de karakteriseres matematisk, og hvordan man danner deres
"produkt", energistre¢mmen.

Nar vi karakteriserer energibdndsvariablene som "indre",
ligger deri, at de ikke er direkte malelige. Det, der kraves, for
at de kan give mdlelige eller "ydre" udtryk, er, at deres
virkning bliver integreret over tid og derved skaber en &ndring
af en ydre variabel i et af de systemer, som bandet forbinder.
Tenk pad en cisterne med vand. Vandets niveau er en direkte
malelig level-variabel (heraf navnet). Dette niveau kan kun
e#ndres ved at vi sender en strom af vand ind eller ud gennem et
r¢r pad cisternen, og hvis vi vil mdle str¢mmen, kraver det, at
vi lader den lg¢gbe en vis tid og sd iagttager, hvor stor en
&#ndring af niveauet, den fordarsager.

Teank pa Golfstrgmmen. En &1 midt i den merker ikke
strommen. Str¢mmen er en kvalitet ved et udstrakt rumligt omréade
og har karakter af et qualitegn (111). Kun hvor den st¢der sammen
med andre strgmme opstdr der merkbare effekter. Tank sd pd en
vandoverflade. Denne flade skiller mellem to omrdder, som hver
har deres karakteristiske str¢gm. I selve overfladen er der
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speznding, som er en indre egenskab ved dette granselag. Over-
fladespandingen er ogsd en indre eller ikonisk egenskab, kun
potentielt mdlelig, og som tegn betragtet har den derfor lige som
str¢gmmen et 1 pa objektreferencens plads. Men som representamen
er den knyttet til en klart skelnelig ting, et sintegn, og ma
derfor tilskrives tegnklassen (211). Inde i rumfanget (bulk) af
et elastisk stof er der ogsd spanding (stress), men kun som
noget, der er knyttet til virkelige eller tankte snitflader i
stoffet. _ '

Hvis vi har en doven 41, der driver med Golfstr¢gmmen, og
ovenover i luften en ballon, der driver med vinden, sd kan vi fra
et passende udsigtspunkt optage en film af forlgbet. Den fardige
film kan vise, det man s4, men den kan ogsad ved baglans ke¢rsel
vise det tidsvendte forleb. Hvis str¢mmen angives ved hastigheden
af 4len og ballonen, kan vi konstatere,'at den skifter fortegn
ved tidsvendingen. Spandingen, derimod, er uandret. Overfiade-
spandingen pr¢ver at mindske overfladens éreal; det er den, dér
fdr en sabeboble til at antage kugleform, og dette fanomen
iagttages lige godt pd film, hvadenten filmen korer forlans elier
baglans. Enérgistr¢mmen er en strem og skifter fortegn ved
tidsvending, og da den skal vare produktet af de indre variable
str¢gm og spaending, er det konsistent at antage, at str¢gmmen
skifter fortegn, medens spzndingen er uandret ved tidsvending.

"~ PA denne madde far vi en definition af, hvad der er stro¢m,
og hvad der er spending, i hvert tilfalde for et simpelt band,
hvor str¢m og spanding hver kan angives med et enkelt reelt tal
efter mdling. I den mere almindelige situation, hvor stre¢m og
spanding beskrives som flerdimensionale'vektorer; md definitionen
modificeres noget, men den diskussion udsatter vi lidt.

Tidsvendingsoperatoren T er et eksempel pd en spejlings-
operator, dvs. en operator, som ndr den anvendes to gange i trak

giver en identitet:
T?=1 (3)
(Vi benytter fede, kursiverede typer for operatorér). En

spejlingsoperator kan derfor kun have egenvardierne +1 og -1.

Hvis en ste¢rrelse har egenverdien +1 med hensyn til en given
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spejling, siger vi, at den har lige paritet eller blot, at den
er lige, og hvis egenvardien er -1, siger vi, at den har ulige
paritet eller er ulige. Strommen i et simpelt band er altsa ulige
med hensyn til tidsvending, medens spandingen er lige. -

Til det simple bdnd kan vi formelt knytte en o-level q, som
er integralet over tid af strommen f fra et ikke narmere
defineret tidspunkt 1 fortiden og en x-level p, som pa til-
svarende mdde er tidsintegralet af spandingen e. Tilknytningen
angives ikonisk med et par samlere og et par "cykliske lagre",
der er karakteriserede ved at have output 0 og derfor ikke @ndrer

str¢gm og spanding i bandet.

Figur 5 Tilknytning af cykliske level variable til et band.

Ved differentiation med hensyn til tiden skifter pariteten, s&
o-levels er lige og x-levels ulige over for tidsvending. Hvis
tiden fastfryses som pa et fotografi, bliver x-levels usynlige,
sd selv om de er mdlelige og derfor har objektkategorien 2, er
de ikke direkte permanent registrerbare, sd de md tildeles
interpretantkategorien 1. Derfor tilskrives x-levels til
tegnklassen (221) og o-levels til (222), og vi nadr frem til den
regel, at variablenes paritet med hensyn til tidsvending svarer
til, om summen af deres tegnkategorier er lige eller ulige, sadan
som vi tidligere har defineret lige/ulige dikotomien for det
konkrete lag i tetraktyssen (jfr. figur 3).

Indiceringen af bandet kraver jo en orientering, sd derfor
ma vi diskutere endnu en spejlings operation, nemlig skift af
orientering. For et simpelt bdnd mad det vere muligt at karakteri-
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sere str¢gm og spanding med'hensyn til deres paritet ved orien-
teringsskift. Det almindelige synspunkt, som Paynter argumenterer
for, er, at str¢mme er "gennem—&ariable", medens spandinger er
"tvar-variable", og at det derfor er strgmmen, der har ulige
paritet ved orienteringsskift. Det er ogsd let nok at acceptere
dette, hvis man tanker pa et energibdand som en elektrisk
dobbeltledning, hvor strgmmen jo mdles med ampéremetret indsat
i den ene ledning, altsa "pd langsﬁ, medens spandingen mdles med
voltmetret sat mellem de to ledninger, altsd "pd tvers". I andre
tilfelde kan man dog ikke anveﬁde denne betragtning; f.eks. for
et longithdinalt mekanisk energibadnd, en stang, hvor strgmmen er
hastigheden og spandingen er kraften, gar bade str¢m og spanding
pd langs, og for et transversalt mekanisk energibédnd, hvor
strgmmen er vinkelhastigheden og spandingen er drejningsmomentet,
gar begge pa tvars. Alligevel er det svart at finde modeksempler
til den regel, at str¢gmmen har ulige paritet og spandingen lige
ved orienteringsskift: vi vil derfor antage denne regel med den
svezkkelse, at ndr den er opfyldt for et simpelt band, kalder vi
det et skalart badnd, men hvis det er spandingen, der er ulige ved
orienteringsskift og stre¢mmen, der er 1lige, kaider vi. det et
pseudoskalart badnd. Samtidig vil vi indf¢re den endring af de
indeksikale sintegﬁ for de indre variable; at vi lader stromin-
dexet smelte sammen med orienteringsindexet til en pil, og vi
lader sp®ndingen indicere med en streg pd tvers af badndet. Dette
virker mest naturligt for skalare band, men vi vil benytte det
i alle tilfzlde. Pa figur 6 er de indeksikale legitegn f og e for
stre¢m og spaending ogsd vist. ' ‘

f e

Z I
N I

Figur 6 Indicering af simpelt band.

Orienteringen af bdndet kan ikke betragtes som h¢rende til
'det generelle ikon, energibdndet, men er et index, som kommer
til, ndr vi begynder overgangen fra den ikoniske modelfase (311)
til (321), hvor maleforskrifterne dukker. op. I energibdndets

grund er der ikke nogen form for udmerkelse af den ene retning
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frem for den anden. Denne skelnen har med maleforskrifterne at
gore, ikke med selve energibdndet. Det fgplger heraf, at en given
vekselvirkning kan beskrives lige s& godt med den ene orientering
som med den anden. Hvis vi for et skalarbdnd har wvalgt orien-
tering fra hgpjre mod venstre og brugt legitegnet f for str¢mmen,
sd m& den samme situation kunne beskrives med orientering fra
venstre mod h¢jre, men da strgmmen har ulige paritet for et
skalarband, md mdling med den modsatte orientering resultere i
et fortegnsskift fbr strommen, som vi derfor med den nye
orientering betegner -f. Denne strom-orienteringsregel er vist
pd figur 7a, medens 7b viser den tilsvarende regel for pseudo-

skalare simple band.

Figur 7 Orienteringsregler for simple band.
a: Skalare. b: pseudoskalare

Nar vi begynder at operere med fortegnsskift pd f og e, er
de ikke l®ngere blot indeksikale, men md opfattes som symboler.
For simple band er de reelle tal. Denne overgang til symboler kan
ifplge figur 2 ferst finde sted, ndr mdlesituationen er defi-
neret. Vi kan ikke her gad ind i en diskussion af de forskellige
maleforskrifter for alle de medier, som energibdndsteknikken skal
kunne anvendes til. Vi har kort omtalt de elektriske dobbelt-
ledninger, hvor strgmmen mdles pa langs og spandingen pd tvars,
sd lad os kort se pd ét andet eksempel: det longitudinale
mekaniske band.

Hvis et system A vekselvirker med et system B via en stiv
stang, sdledes at A kan skubbe pd eller trakke i B i stangens
retning, kan vi opfatte stangen som et longitudinalt mekanisk
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bdnd. Vi kan valge orientering fra A til B. Str¢gmmen f er da
hastigheden af et fast punkt pd stangen, regnet positiv i denne
retning. Spandingen e kan s3 defineres som den kraft, A skubber
pd B med. dvs hvis 'A trazkker i stedet for at skubbe, er e
negativ. Produktet af e og £ vil s& vare energistr¢mmen fra A til
B. Méleforskrifterne er sdledes defineret ud fra bandets
orientering, uafhangigt af A og B. Hvis vi skifter orientering,
sd& den nu gar fra B til A, og beskriver samme fysiske situation
som feor, sd vil det symbolske udtryk for strgmmen @&ndres fra £
til -f. Det symbolske udtryk for spandingen md sd vare uandret,
for produktet af str¢gm og spanding skal jo skifte fortegn. Da
orienteringen nu gar fia B til A, er Spendingen nu defineret som
den kraft, B skubber pa A med. Vi ser altsd, at str¢gm-orien-
teringsreglen (figur 7a) for det longitudinale band medf¢rer
loven om aktion og reaktion: B skubber lige sd meget pa A, som
A .skubber pa B. ' ' | '

) For andre medier vil man ogsd finde, at str¢m-orien-
teringsreglen svarer til en "dyb" naturlov, loven om aktion og
reaktion for det bestemte medium, som altsé ikke er en naturlov,
men en semiotisk lov. En snor kan beskrives med samme maleforsk-
rift som en stang, men "skubbekraften" kan s& kun vare negativ.
For et transversalt mekanisk energibdnd, en roterende aksel,
kraver mdleforskrifterne en "handethed", traditionelt én
hgjreskrue. Strgmmen kan si defineres som vinkelhastigheden den
vej rundt, som sammen med orienteringen danner en hgjreskrue, og
spandingen som det kraftmoment, systemet bag pilen pavirker
systemet foran pilen med (som A pavirker B med, hvis oriéntefin4
gen er valgt fra A til B). Pa denne made bliver str¢m-qrien%
teringsreglen til en lov om aktion og reaktion, der udtaler sig
om kraftmomenter i stedet for om krazfter. Man kan sige, at
krzfter og kraftmomenter, spendinger i det hele taget for skélare
band, ikke egentlig er ste¢rrelser med retning, sdledes at de
virker "fra" et system "pad" et andet. De virker snarere "mellem"
de to systemer. Det er dog ikke let at frige¢re sig fra den
normale sprogbrug og maske heller ikke onskeligt, for det
afgprende er, at bade str¢mmen og spandingen er definerede ud fra
energibdnds-ikonet og dets indicering, og denne indicering kraver
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en orientering, der er det eneste retningsgivende for begge
variable. Hvordan dette retningsvalg sd -afspejler sig i madle-
forskrifterne for forskellige medier kan vare hgjst forskelligt
ligesom den specifikke foi‘mulering af "loven om aktion og
reaktion". Strgm-orienteringsreglen er den genérelle lov, der
sammenfatter alle disse specialtilfalde. 7

Indiceringen angiver jo ogsd kausaliteten i energibandets
kobling af de to systemer A og B (’jfr. figur 4), s& der ma ogsa
findes mdleforskrifter for kausalitet. Bertrand Russell havdede
ganske vist i et essay fra 1953, at kausalitetsbegrebet i
fysikken er afgdet ved d¢den og kun tilsyneladende overlever
"ligesom kongedgmmet, fordi man fejlagtigt tror, at det ikke gor
nogen skade". Russells synspunkt bygger pd den opfattelse, at alt
i fysikken kan beskrives med deterministiske ligninger, og da man
jd 'altid kan flytte en st¢rrelse fra den ene side af ligheds-
tegnet til den anden, har det ingen mening at skelne mellem arsag
og virkning. Hvis det var rigtigt, kunne det selvfglgelig ikke
nytte noget at diskutere mdleforskrifter for kausalitet.
Imidlertid er det, som vist i tekst 8, muligt at operationalisere
kausalitetsbegrebet, men kun for transienter, dvs. forbigdende
indsvingningsforlgb. Transienter er netop udtryk for, at ikke alt
1 fysikken kan beskrives deterministisk med ligninger. De kan
sattes i gang pa en principielt uforudsigelig made, ved aktive
indgréb udefra eller ved den stpj, som altid findes i dissipative
systemer (jfr. figur 3). Den semiotiske diskussion, som her er
fort, skulle gerne ogsad klarggre, at ligninger mellem matematiske
symboler fg¢rst optrader pa et forholdsvis he¢jt niveau (331) i
tegnhierarkiet, de kan ikke svave frit og styre nogetsomhelst med
stgprre eksakthed end den, der ligger i mdlesituationen.

En simulation af et systems opf¢rsel, som vi her har
tilskrevet tegnklassen (322) vil, hvis den foretages med en
digital computer, ogs& inddrage elementer af den symbolske
beskrivelse. Programmet for en sddan simulation vil imidlertid
ikke benytte ligninger, men algoritmer, hvori der er indbygget
en beregningsmaessig kausalitet. Hvis vi afskaffer kausalitet i
fysiske teorier, dukker den altsd op et andet 'sted. En af de
ambitioner, som energibdndsteknikken stiller op med, er at
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formulere algbritmer for modeller, hvor den beregningsmassige
kausalitet bygger pd fysisk-semiotiske betragtninger. Herved
opnds en starkere kobling mellem den numeriske stabilitet af
algoritmen og den fysiske stabilitet af det simulerede system.
En direkte oversattelse af en energibdndsmodel til en
algoritme, der kan udfegres af en seriel digital computer er dog
ikke altid mulig. Signalstrgmmen svarende til en energibandsmodel
kan indeholde Sékaldte‘simultane’tilbagekoblinger, hvor outputtet
fra en operation er bestemt ved inputtef til samme tid. Et sadan
struktur kan ikke klares direkte af en seriel computer, som sd
i stedet md sztte ligningen op og l¢se den. En pafallel'computef,
f.eks. en gammeldags analogcomputer kan under visse omstendig-
heder klare simultane tilbagekoblinger, men ikke’altid,'og det
er ikke nogen simpel sag at formulere betingelser for, at det kan
lade sig g¢re. Problemet om de 'simultane tilbagekoblinger er
dybtliggénde'og egentlig af semiotisk natur, idet vanskelig-
hederne opstar, fordi computerne opererer med symbolske represen-
tationer af de indeksikale energibandsvariable. Man lgber ind i
samme vanskelighed, hvis man forswgef at simulere en kvantemeka-
nisk maleproces. Indtil videre md man sla sig‘tilrtéls med, at
en implementering af energibdndsformalismen pd en digital
computer Kkan udfe¢res ved at generere de simuitane ligninger og

derpd l¢se dem formelt eller numerisk.
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Vi skal nu generalisere begrebet om et yekselvirknings-
eller energibdnd. Generalisationen skal gd i to retninger: For
det f¢rste vixjvi udvide klassen af matematiske éymboler,:der kan
tilordnes de:-dynamiske: variable, til at omfatte komplekse tal.
For det andet vil vi opfatte disse st¢rie1ser som vektorer i et
vektorrum med en generel metrik.

Brugen af komplekse strgmme og spzndinger i skalare band,
hvor strgm-orienteringsreglen (figur 7a) galder, er velkendt fra
den lineare response-teori, og ér beskrevet indgdende i tekst 22.
Nu er det ikke specielt lineart response, vi skal have i
tankerne, men ogsa andre discipliner, sasom kvantemekanik, hvor
brugen af komplekse tal er ngdvendig. Vi vil imidlertid bruge den
line®re response-teori som afsat for generaliseringen, fordi den
har vist sig konsistent, og fordi de samme regler kan benyttes
for kvantemekanikken.

For enhver type af vekselvirkningsbdnd mé& der veare
defineret et skalarprodukt af strgm og spanding. Dette produkt
fortolker vi normalt som energistr¢mmen, men det vil vise sig, at
det selv for fysiske anvendelser af teknikken ikke altid er
energi 1 traditionel forstand, der strgmmer i bdndene. Det
afgorende er, at denne stgrrelse er defineret som skalarproduktet
af str¢m og spanding. For et komplekst skalarbdnd er str¢m og
spending jo hver for sig ogsd skalare ste¢rrelser, sd her kan vi
blot definere energistrgmmen som et produkt. I responseteorien
viser det sig dog, at den ene faktor i dette produkt skal
komplekskonjugeres, sd vi vil definere energistrgmmen i retning
af orienteringen for et komplekst skalarband pd fg¢lgende méde:

w = Re(e* f) = Re(e £%) 4)

hvor stjernen betyder komplekskonjugering og Re betyder "real-
delen af". Hvis e og f er signalamplituder i responseteorien, er
energistrgmmen kun det halve af det her angivne, men vi vil
udelade faktoren % for at kunne benytte samme udtryk for reelle
og komplekse band. Det betyder blot, at i en responseteoretisk
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sammenha&ng er e 6g f nu ikke langere amplituder for spandinger og
stromme af en given frekvens, men effektive spandinger og

strgmme, som er JE- gange mindre end amplituderne.

Indfgprer vi real- og imaginzrdel af spending og strom:.
e=e +vie ; [ =1 + 15, (5)
far vi af (4):

w=ef +ef, | (6)

hvilket tyder pad, at det komplekse skalarbdnd kan reticuleres ud
pd to reelle skalarbdnd, hvor det ene har spandingen e, oOg
str¢gmmen f, og det andet har spandingen e, og strgmmen f,.

Vi m& imidlertid huske pa4, at hvad der er str¢mmen; og hvad
der  er spahdingen, er defineret ved tidsvendingskriteriet:
strgmmen skal skifte fortégn, spandingen ikke, ved,tidsvehding i
et reelt skalarband, og endvidere, at strgm-orienteringsreglen
figur 7a skal galde for skalarbdnd. I den lineare responseteori
er signalamplituderne for frekvensen ® associerede med en.
"viser", der drejef rundt som exp(-iwt), dvs. hVis spandings-

amplituden er e, er den faktiske spa&nding til tiden t givet ved
e, (t) =Re[e-exp(-iwt)] (7)

Da den reelle spanding skal have lige paritet ved tidsvending; og
da den tidsvendte signalviser drejer den modsatte vej, ma den
tidsvendte sp&ndingsamplitude vare den4komplekskonjugerede af den
oprindelige: ' ,

T [e,] = e, =Re [ &7 f'exp(i(bt)] o (8)

Vi har derfor f¢lgende regel for tidsvéndihg af signalamplituder
i komplekse, endimensionale band (skalare eller pseudoskalare):
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T le] =e* ; TI[f] =-f* (9)

‘Dvs. den imagin&re del af spandingen skifter fortegn wved tids-
‘vending, medens imaginardelen af ‘Strgmmen bevarer fortegnet. Det
‘fremgdr-heraf, -at -et -komplekst skalarband ikke kan reticuleres . ud
"pa tojréelle ‘skalarbdnd. En mulighed er .at benytte et reelt
'pseudoskalart band til imaginerdelene af sStr¢m og ‘spanding, men
'sd md vi indicere imaginzrdelen -af spandingen som ‘en strem .og
imaginardelen-af’str¢mmeh—som'en’Spanding.’Dette stemmer sa ogsa
‘med strgm-oriénteringsreglen for det komplekse .skalarbdnd, for
-ifplge denne skal bade -realdelen -og imaginzrdelen -af str¢mmen
‘skifte fortegn ved orienteringsskift, og nadr imaginardelen af
‘strgommen er en ‘spanding, md den hgre hjemme i et pseudoskalart
‘band (figur 7b). En anden mulighed er at benytte to skalarband
til reticulatibnén, men -lade det band, som barer imaginzrdelene
‘have imaginare variable, spandingen ie, og 'stregmmen if,, for nar
-e, skifter fortegn ved tidsvending, vil ie, jo ifglge (9) bevare
fortegnet.

P4 tilsvarende madde finder vi, at et pseudoskalart
komplekst band kan reticuleres ud i et reelt pseudoskalart og et
‘'reelt skalarbdnd eller i et reelt og et imaginart pseudoskalart
badnd. P& nedenstdende figur er disse regler vist, .idet wvi nu
bruger punkterede linjer for pseudoskalare band og fuldt optrukne
-for skalare.

£, e £, g
t e < <
—%«*——- = =
e
f, e, if, 1ieg,
£, e £, 4
L R I
o e
f, e, if, 1ie,

Figur 8 Oversattelse af komplekse, endimensionale band til
reelle og imaginzre band.
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For et komplekst badnd har vi frit valg mellem at fremstille det
som skalart eller pseudoskalart. For hvis vi vil definere et
komplekst band ud - fra simplé (reelle) band, mad det vare et
skalart og et pseudoskalart band, som i relation til orientering
kan sidéstilles, sdledes at man méningsfuldt kan pasta, at de er
orienterede "samme vej". Nar vi sé skal danne det komplekse band
ved sammenlegning af af det skalare og det pseudoSkalaré simpie'
band, kan vi frit valge, om det ene eller det andet af disse to
skal betragtés som "det-¢vefste" i forhold til figur 8. Hvis vi
kalder spandingen og strgmmen i det skalare b&nd for E, og Fi og
spendingen og str¢gmmen i det pseudoskalzre badnd for E, og F,, sé
kan spandingen og strgmmen i det komplekse band defineres som

e; = E, +1F, | [y =F + 1E, - a0

hVilket f¢rer til et skalart komplekst band (derfor subskriptet

s), eller spandingen og strgmmen kan defineres som
e, = E, + 1F, f, = F, + 1E; (11)

“hvilket'f¢rer til et'psgudOskalart komplekst band. Vi kommer
derved frem til en regel af samme karakter soﬁ str¢gm-orien-
teringsregieni da debto valg (10) og (11) beskriver sammé fysiske
situation, og da

o * V ’ *

e, = 1fs ; [, =1e; (12)
kan vi altsd frit omdefinere et skalart band til et pseudo-
skalart, hvis vi bytter om pd spandings- og strgmindexet uden at
flytte de symbolske udtryk; komplekskonjugerer‘disse udtryk og
ganger dem med i. Denne regel, som kaldes reglen om skift af

genus er fremstillet pa nedenstdende figur.

~e f
+— = e e

Figur 9 Reglen om skift af genus.
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Ved genus af et band vil vi forsta et tal, y, der angiver bandets
"type" med,rhensyn til tidsvending og orienteringsskift. For
endimehsionale band (simple eller komplekse) er der kun de to
muligheder Y = 1, skalare badnd, og Yy = -1, pseudoskalare band.
For vektorbdnd kan vi definere genus som et komplekst tal, der
vil kﬁhne antage et par andre vardier. Band med genus 1 er den
grundlzggende standard, og reglen om-skift  af genus -g¢r det
muligt at 'filbagef¢rei eveﬁtuelle,'pseudoskaiare ‘ba&nd til den
skalare type. Overgang fra yr= -1 til y = 1 kan vises ikonisk med
brug af en genusgyrator, som vist nedenfor:

ie* if* e f
oo 1@4—<—
e f ie* if*

Figur 10 Genusgyrator mellem et skalart og et pseudoskalart
band.

@verst pd figur 10 ses, hvordan genusgyratoren konstrueres ved
simpel ombytning af op/ned ordningen af to simple band. Det er
indlysende herfra, at ikonet: for elementet md vare symmetrisk med
hensyn til ombytning af de to porte. Nederst ses forskellige
indiceringer og symboltilskrivninger. Ikonets symmetri svarer til
en symmetri af de symbolske funktioner. Nar en variabel i venstre
port dannes ved at komplekskonjugere en variabel i hg¢jre port og
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gange den med i, s& fremgdr variablen i he¢jre port yed sémme
operatlon anvendt pd variablen i venstre port. '

Genusgyratoren er et eksempel pa en ant111near toport med
gyratorkarakter. Antilineariteten beror pa, at der sker en
komplekskonjugefing af input éignalerne og gyratorkarakteren pi,
at en input spanding i den ene port bliver til en output stre¢m i
den ahden og vice versa. En’ikonsymmetrisk'gyrator findes ikke
i den s1mp1e energlbéndsformallsme, at den dukker op nu, ‘beror
pa, at omsatningsforholdet for gyratoren nu kan vare et 1maglnart
tal, eller, som vi senere skal se, en ‘antihermitesk tensor. -

Vi skal nu videre med opbygning af begrebet ‘om det
generelle vektorbdnd, idet vi som tidligere vil lade generali- .
sationen ske gradvist, sa forbindelsen til den simple'formaliéme )
ikke slipper os af syne. Lad os derfor stérte-med'at se pa
bevegelsen af en partikel i 2 dimensioner. Vi kan benytte et
sadvanligt retvinklet koordinatsystem med gruﬁdvektorerea og erA
Partiklens hastighedsvektor kan s& skrives i koordinater_sdm v =
(v,,v,) og kraften pd partiklen som K = (K,,K;). Da energioverfer-
selshastigheden til partiklen er skalarproduktet af K og v og kan

skrives som

4

K- v = Kivi + Kv, el

kan vi definere et todimensionalt vektorband for partiklen ved

sammenlagning af to simple band som vist nedenfor.

K

\/;ﬁ

VvV <4

K

N

'Figur 11 Todimensionalt vektorband opbygget af to simple band.

Vi vil nu forefage en overgang til et andet koordinatsystem med

grundvektorer e,'og e,', som ikke ngdvendigvis er vinkelrette pa
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hinanden, men stadigt line®rt uafhangige. Overgangen fra de gamle
til de nye grundvektorer kan sd defineres med en-:2*2 matrix A

hvis determinant er forskellig fra O:

(14)

Vi kan nu valge at oOplegse hastighedévektorenb efter -de nye-
grundvektorer. De nye hastighedskoordinater bliver sa

f {1 . \ N -
=1 I
\&’ By, By \V2) -

hvor matricen B er den til A hprende contragradiente matrix
defineret som den transponerede af den reciprokke af A:

B=A1t dvs. B;; = A‘lji (16)

Hvis kraftens koordinater transformeres efter samme formel, kan
vi ikke bruge opskriften (13) for energistrgmmen i det "skavvink-
lede" band. Omvendt kunne vi forsgpge at finde en anden transfor-
mation for kraftvektoren, sdledes at formen (13) stadig holder,
-altsd sdledes at

.y Iy ! =
K'v," + K,'v,' = Kjv; + K,V, (17)

Det ses let, at de nye kraftkoordinater sd skal defineres som

e

K Ay Alz_ K|

K;)  \Aun A\

(18)

S~

Altsd: For ‘at opretholde formen: (13) for energistrgmmen, som
muligge¢r, at vektorbandet kan reticuleres ud pa skalarbéand, skal
spandingen (kraften), ndr strgmmen (hastigheden) transformerer

‘med den contragradiente matrix B, transformere med samme matrix
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A som grundvektorerne for koordinatsystemet. Vi siger derfor, at
strommen transformerer contravariant, medens spendingen transfor-
merer covariant. Vi kunne lige séA godt have valgt at lade
spandingen tranSformeré contravariant, men sd matte str¢gmmen
transformere covariant. Overgangen mellem det "retvinklede"

vektorbdnd (r) og det "skavvinklede" kan nu reticuleres pa to
| forskéllige mader med den simple energibandsteknik, alt efter, om
vi lagger (18) eller (15) til grund: '

|

=

Figur 12 Covariant og contravariant skalar: retlculatlon af:
koordinattransformation fra retvinklede (r) til skavv1nklede
(s) koordlnater i to dimensioner. ' g

Vi kan nu indfé¢re et vektorbénds-ikon for den sammensatte
transformer pd figur 12 (egentlig erﬁdet en metrisk transducer,
men 1ndt11 videre er der ingen grund til at skelne) ‘Vi'fér_

straks f¢lgende regel for vending af 1konet'

Figur 13 Ikonvending af transformer.

Grunden til, at der dukker enitransponering op pa B—matriceh, ngr
A-ikonet veﬁdes, er, at den skalére transformer, der forbinder 1-
bandet p& primersiden (den flade side af ikonet) med 2-bandet pa
sekundersiden (den spidée side) skal have indiceringen 21,Iog pa
figur 12 er det jo B,. _ N '
Koordlnattransformatloner der bevarer aksernes langde 6g:
deres retvinklethed, er karakteriserede ved, at A- og B-matricer-
ne er identiske. En matrix, der er identisk med sin cdntragradiJ

ente matrix, siges at vare unitar. Hvis vi kun betragter unitare
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‘transformationer, svarende 'til drejninger af et sadvanligt
tetvinklet (ortonormalt) koordinatsystem, kan wvi ikke .skelne
mellem enh contravariant og en covariant vektor, .men ifor -et
'skavvinklet ‘koordinatsystem er det ng¢dvendigt med denne .skelneéen.
Vi vil for éftertiden-benytte en notation, hvori‘koordinéterne
for de to*Vékférprer indiceres ‘forskelligt, for contravariante
vektorer anbringer vi koordinatindexet foroven, for -covariante
forneden. HvVis Etr@mmen er contravariant, SRriver.vi.aﬁtsé;déns
koordinater som fi;:og hvis spzndingen er covariant, skriverVVi
.dens koordinater.som e,, hvor indexet i i begge tilfzlde gar fra

.1 til bandets dimension d. Energistrgmmen skrives .som
w = eifl (19)

i{(idet vi her forudsatter, at vektorerne er reelle). Vi benjtter
Einsteins Summatiohskonvention, dvs. ndr der forekommer et
.dobbelt index (her i), skal man tenke sig til en summation over
dette index fra 1 til 4. Denne regel skal yderligere sk&rpes ved,
at vi forlanger, at de to partnere i indexparret skal sta i
forskellig hgpjde, det ene foroven, det andet forneden, og de ma
ikke tilh¢re samme symbol.

Hvis bade str¢mmen og spandingen i det skavvinklede system
udtrykkes ved deres contravariante koordinater, kan energistrom-

men skrives
= elg..fJ -
w=e'g;;f (20)

hvor g,; er matrixelementerne af den metriske tensor
d d
= t = 21
i3 = ) AnASy = ) Audji (20
k=1 k=1

Vi har ikke her benyttet den nye summationskonvention, fordi alle
indices pd Aerne stdr 1 samme hgjde. For at kunne go¢re det
indferer vi f¢rst den metriske tensor for det ortonormale
("retvinklede") band. Det er simpelthen enhedsmatricen, Kro-
neckers &, som i dette tilfzlde definerer standardmetrikken.
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N 1 for-i=j
Gi' = G1J = 51,, = (22)
7 J 0 for i#j

Vi siger da, at standardmetrikken er euklidisk.
I stedet for at regnevbéde strom og spanding contravariant
som i (20), kunne vi regne dem begge covariante, og energlstr¢m-

men i det skavvinklede badnd kan sd skrives
= e.qgllf. | 2
w=egf; (23)

og man indser let, at g-matricen med'begge indices foroven kan
udregnes ved, at man i (21) efstatter A-matricerne med B-
matricer, og ‘at den igvrigt er den reciprokke af g-matricen med
begge indices forneden. |

'~ Ved hjalp af den nye summationskonventlon og de metriske
tensorer g og G kan vi nu have og sanke 1ndices pé matricerne for
den metrlske transducer A:

AiJ = AikaJ =A;; i Al;=glka. =B (24)
Denne regel huskes lettest, hvis man pda de ikoniske fremstil-
1inger af den metriske transducer s¢rger for, som pd figur 12 og
13, at have bandet med standardmetrikken G til heojre og béndet'
med g- metrlkken til venstre. ’
I et band med given metrik g kan man tilsvarende have og

s@nke indices for str¢m og spanding, dvs. sklfte fra covariant
til contravariant representation af vektorerne ved brug af de to

g—matricer:‘
fl' . gjjf ;€ g-e; (25)

Vi kan ogsd ved have-sanke féglen definere to matrix-reprasen-
tationer af g, hvor det ene index stadr foroven og det andet

forneden. Begge disse viser sig at vere enhedsmatricen:



32

i - ki — . i = ik - - :
9,7 = gug® =8;; i g7 9Vggy =8 (26)
Ved brug af (22) og (24) kan vi nu udtrykke sammenhzngen

mellem standardmetrikken ‘G og den givneimetrik g:

gi; = A;“A; Gy i g = AikAj,lel. (27)

Begrebet metrisk tensor indf¢rtesraf Riemann til skildring
af de geometriske forhold, f.eks. pd krumme flader, indlejrede i
et tredimensionalt euklidisk rum. Ligningerne (27), der udtrykker
transformationen‘af den metriske tensor ved transformations-
matricerne for koordinatvektorerne benyttes sd som definition pa
almindelige (2. prdens),,tensorer' i den Riemannske geometri.
Einstein kunne benytte Riemanns formalisme u@ndret til for-
mulering af den generelle relativitetsteori (GRT), og man siger
derfor ofte, at GRT er en geometrisk beskrivelse af forholdene i
et krumt, firedimensionalt rum-tids kontinuum, medens den
specielle relativitetsteori (SRT) handler om et fladt rum-tids
kontinuum. Som vi senere skal komme ind pd, er der dog gode
grunde til at tage afstand fra denne beskrivelse. I en egentlig
geometri af den Riemannske type er alle afstande mellem to
forskellige punkter positive, hvilket medfgrer, at den metriske
tensor er positiv definit. Dette galder ikke i relativitet-
steorierne, fordi én af de fire dimensioner er tiden, som man
ikke kan opfatte som en rumlig langde. Den ikke definitte
metriske tensor i SRT og GRT kan pa en simpel mdde relateres til
energibandets metrik, men ikke til noget geometrisk kontinuum. Vi
kan stadig benytte Riemanns og Einsteins formalisme inden for
energibdnds-semiotikken, men det er sa ikke langere geometri, den

handler om.
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4, Gepnerelle vektorbdnd.

I foregéendé kapitel indledtes. en generalisering af
begrebet energiband, startende fra det simple band. Generali-
sationen gik 1 to retninger: For det fe¢rste indf¢rte vi brugen af
kompleks notation for endimensionale bénd og begrebet genus, y;
for at skelne mellem skalare og pseudoskalare band. For det andet
definerede vi et vektorband ved sammenlegning af simple, skalare
og reelle band, sdledes at spandingerne i de skalare band
tilsammen dannede en spandingsvektor og str¢gmmene en strgmvektor.
For et sadant vektorbdnd betragtede vi sd en koordinattransfor—
mation ved hj=zlp af en metrisk transducer, A, der ®&ndrede bandets
metrik fra den euklidiske standardmetrik, svarende til et
ortonormalt koordinatsystem (refvinklet}og med lige lange akser),
til en vilkarlig metrik;'svarende tii et skavvinklet koordinatsy-
- stem. Denne vilkarlige metrik blev beskrevet med en metrisk
tensor g, og vi sd, at det for bandets vektérér var ng¢dvendigt at
skelne mellem en contravariant og en covariant koordinatrepresen-
tation. Svarende hertil wvil 2. drdens'tehSOrer som g have 4
fofskellige mafrix-repreéentationerv(og en n'te 6idens‘ténsbr 2
forskellige), som skelnes fra hinanden Qed, at indices ¥kan
anbringesbforoveh éller forneden. - ‘ '

Vi har endnu ikke diskuteret, hvordan spejlingsqperatio-
nerne tidsvending og _orientéringsskift skal fofbindes med
vektorbandets indiceringsSyétem._Med véktorbéndet er der dukket
et nyt indiceringsniveau op, nemlig forskellen pd covariante og
dontravariante indices, og sp¢rgsméiet er sa, om spejlingerne
skal have nogen indflydelse pa dette niveau. For de hidtil
diskuterede vektorbdnd er der flere muligheder; vi kunne f.eks.
valge at overtage strgm-orienteringsreglen uandret fra de skalare
band, dvs. blot lade str¢gmvektoren skifte fortegn og spendings-
vektoren vare uandret ved oriénteringskift uden at have‘eller
senke indices, men sa ville der blive lukket af for nogle mulige
generaliseringer, som viser sig at vare yderst frugtbare. V; ma
derfor ga 1lidt forsigtigt til varks og forst overveje, hvilke

typer af generaliseringer, vi er interesserede i, og. derpd
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fastlagge spejlingsreglerne, sd de er kompatible med alle disse

typer og kan.udtrykkes pd en falles form. - - .
Den mest &benlyse generalisering er at tillade vektorband -

opbygget af komplekse skalarbdnd. I dette tilfzlde ma -energi-

strgmmen kunne skrives
w=Re [e*, fi] =Re [e*l f;]. (2
Hvis vi nu benytter saznkereglen
e; = gize’ i £y = gyf7 (29
hvor g nu kan indeholde komplekse eleménter, far vi
Re [e*ig*;;f7] = Re [e*'g;;£7] o

og denne relation kan kun vare opfyldt for vilkarlige vardier af
e' og f!, hvis g,; er hermitesk:

+ . * _
9 i; =9 i % Yij _ (31)

Den reciprokke matrix g’ vil sd ogsa vare hermitesk, sd vi siger
simpelthen, at tensoren g er hermitesk, g*' = g. For reelle band
betyder det, at g er symmetrisk, hvilket man let kan overbevise
sig om er tilfzldet for de tidligere fundne udtryk (21) og (27).

Da matricen g,, er hermitesk, har den kun reelle egen-
verdier. Med passende koordinattransformationer kan vi bringe den
pd diagonalform, f.eks. kan vi finde en uniter transformation,
der bringer den pad en diagonalform, hvor det netop er de reelle
egenverdier, der stadr i diagonalen. Vi vil dog fa brug for meget
andet end unit®re transformationer (som vi senere skal definere
mere pracist), men vi vil isar interessere os for sadanne
transformationer, der er kontinuert forbundne med identiteten,
sdledes at vi kan tanke os en sadan transformation opbygget
gradvist, uden pludselige spring. Sddanne transformationer danner
Lie-grupper, beskrevet ved et sat kontinuerte parametre. For de
endringer af g-matricen, der defineres ved sadanne Lie-grupper
gelder Sylvesters traghedssatning, der siger, - at antallet af
positive egenvardier og antallet af negative egenvardier er
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uandret (og tilsammen lig med dimensionen d). Dvs. hvis vi'har en
metrik‘ hvor alle egenvardier er positive, sd kan vi ved en
kontinuert transformation bringe den pd en diagonalform, hvor
alle elementer er p051t1ve. ved yderligere kontinuert skala-
transformation kan vi bringe den pd standardform med kun 1- taller
i diagonalen. En metrik med lutter positive egenvardier har
derfor en euklidisk standardmetrik.

Hvis der er p positive og n negative blandt egenvardlerne
(p+n=d), vil metrikken kunne bringes pd standardform med p 1-
taller og n -1l-taller i diagonalen. Med passende omordning af
koordinaterne kan vi s¢rge for, at det er de p f¢rste pladser i
diagonalen, der har 1l-taller. Spwrgsmélet er nu: kan vi reticu-
lere et sddant ikke-euklidisk standardband ud pa skalarband?

Lad os se pa et todimensionalt sténdardbénd med metrikken

T LN
(913) =9 =g -1) T %

(32)

en sakaldt o,-metrik (da g.. er lig med Pauli-matricen o, ). Hvis
vi i et sadant band lader bade spendingen og strgmmen vare
contravariante, vil den metriske tensor afspeJle sig i udtrykket

for energistr¢gmmen, som bliver
- sl J = plfFl _ g2F2
w=e'lg; ;L) =¢e £ e“rf (33)

Dvs. band 2 i reticulationen md have orientering modsat band 1 og
modsat vektorbéndet nar béde strem og spanding regnes contra-
variant. Hvis vi nu gar over til at regne spandingen covarlant

bliver energistr¢mmen
w=e !+ e,rf? (34)

Orienteringen er nu den samme i skalarbandene 1 og 2 og ”d'a
spand1n951ndexet er blevet sanket ved hjelp af o,-metrikken, har
e, skiftet fortegn. "Spendingen" i det skalare badnd 2 har altsa
skiftet fortegn ved orienteringskiftet, dvs. ifeplge strom-
orienteringsreglen er e, i virkeligheden en strgm! Omvendt kan vi

konstatere, at f, i det skalare band md indiceres som en sSp&n-
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ding. Nar vi 1 overgangen fra (33) til (34) har fastholdt
stromvektorens varians, men andret Spandingsvektorens; er det
étadig den samme fysiske situation, vi beskrivér, mén hvis vi
@ndrer stre¢mvariansen, bliver det en ahdéﬁisifﬁgfidﬁ;
Vi ledes herved til felgende reticulation af et vektorband
med en ikke-euklidisk standardmétrik (her 6,-metrik):

S &
P ® I~ / .
e f | <
| s _
I = = £
N
7 1
’ e £l
. -/
e. f T
| P _ 2
l = sb f
S ]

Figur 14 Skalare reticulationer af vektorband i ikke-euklidisk
standardmetrik. @verst: begge vektorer contravariante. Nederst:
blandet varians.

For et ikke-euklidisk bdnd kan vi ikke bare overtage str¢m-
orienteringsreglen fra de skalare badnd. Hvis vi har reticuleret
det ud pa& skalarband og derpd skifter orientering for alle disse
og anvender str¢m-orienteringsreglen, vil spandingsvektorens
komponenter ikke vare uzndrede, men alle de afvigende komponen-
ter, altsd dem, som i den skalare reticulation fremtrader som
stromme, og pa hvis plads der stdr -1 i standardmetrikkens
diagonalmatrix, vil skifte fortegn. Dvs. hvis det f¢r var den
covariante spendingsvektors koordinater, der figurerede i
skalarbandene, sd vil det efter orienteringsskiftet vere den
contravariante spandingsvektors koordinater, der star. Til-
svarende vil gelde for strgmvektoren. Det ser derfor ud til, at
strgmorienteringsreglen skal have den tilfgjelse, at variansen
for bdde streom- og spandingsvektoren skal andres ved orien-
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teringsskiftet. Denne regel vil ogsd kunne anvendes for band med
euklidisk standardmetrik, for i den euklidiske metrik er der jo
ingen forskel pa de covariante og de contravariante vektorkoordi-
nater. ,

Vi vil nu lave en tilf¢jelse til vektor-tensor-notationen.
Ved en tensor af n'te orden vil vi forstd et symbol med n
indexpladser, der hver isar kan vare "oppe"” ellér "nede", cqnfra-
eller covariante. En &gte tensor transformerer efter bestemte
regler ved koordinatskift. Vi har allerede set transformations-
’ reglerne i anvéndelse for tensorer af 1. og 2. orden i sidste
afsnit, nemlig for energibéndsvektorerne‘(1. ordens tensorer) og
for den metriske tensor (2. ordens tensor). Det-vigtigste i denne .
omgang er at beskrive index-systemet; vi vil ikke g¢re egentlig
brug af tensorer af hg¢jere end 2. orden. En tensor af n'te orden
har 2" matrix-representationer, fordi hver af de n'indices kan
vaere oppe eller nede. Nér vi skal angive en bestemt'matrixform,
-kan vi derfor tildele tensorsymbolet'et set indeksikale sintegn
i form af prikker, der alene med7deres op- eller ned—positioﬁ
angiver om den pageldende index position'regnes CCntravariant
eller covariant. Disse indeksikale ~sintegn kan s& senere
erstattes med indeksikale legitegn i form af bogstaver eller tal;
der angiver bestemte koordinatnumre mellem 1 og dimeﬁsiohen d.
‘ Ved brug af de indeksikale sintegn kan vi angive matrix-
produkter, hvor der skal summeres over dobbelt forekommende
indeksikale 1legitegn, uden at vi eksplicit beh¢ver at‘angiQe
disse legitegn. Vi kan -blot angive pladserne med sintegn
(prikker), og disse kan sd efter behag udfyldes med bogstav-par

efter summationsreglen, f.eks.

— . — ] (35)
e. =g..e ~ e; =g;e’

Reglen for udfyldning af pladserne med bogstéver er altsa, at
hvis to prikker star i forskellig hgjde og er'adskilt med et
enkelt tensorsymbol; skal de udfyldes med samme bogstav, og dette
bogstavpar kan sd ikke benyttes andre steder i samme tensorpro-
dukt, idet det implicerer en summation fra 1 til 4d over dette
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indexpar. N&r et matrixprodukt angives med prikker, er det altsa
vigtigt at anbringe. faktorerne i den rigtige orden. F.eks. er

. N (36)
e'g.. ~ e’gy

i almindellghed noget andet end (35).

Strom- orlenteringsreglen for vektorbénd kan suppleres med.
en anden regel, som kaldes reglen om den indifferente spandings-
varians. Hvis vi med fastholdte vektorsymboler og orientering af
vektorbéndet e#ndrer spandingsvariansen, f.eks. fra contra- til
covariant, men bibéholder strgmvariansen, sd er det stadig. samme
fysiéke situation,' vi beskriver. For ndr spandingsvariansen
@ndres, skifter orienteringen i alle de skalarband, hvor
spazndingsvektorens komponent er en str¢m,. og. samtidig skifter -
denne komponent fortegn, hvilket jo if¢lge strom-orienterings-
reglen for skalarband beskriver den samme fysiske situation.

e. f. EI —fl
] Z — | N
T N - i /s
e* f. e, -f°
| 4 — ] N
| ~N 1 /
C. f* e’ f*
| Z — i yd
| N ] N
e. f. e* f.
| yd - | i
I N\ | N

Figur 15 Strom-orienteringsreglen for vektorbdnd (de to ¢verste)
og reglen om den indifferente spandingsvarians (to nederste).

Gyldigheden af disse regler kan kun eftervises for
standardbdnd, der kan reticuleres ud pd skalarband. For band med
en generel metrik bliver reglerne definitoriske, og deres styrke

ligger i, at de kan formuleres i tensorregningens sprog, som jo
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er uafhangigt af bestemte koordinatsystemer. Det er et relativi-
tetsprincip for energibéndsformalisﬁen, at lovene skal kunne
formuleres uafhangigt af referencesystemet, og det svarer ngje
til Einsteins generelle relativitetsprincip, s¢m vi senere skal
se.

Nar vi siger, at gyldigheden af reglen om den indifferente
spe&ndingsvarians kan eftervises ved at reticulere bandet ﬁd«pé
skalarbéhd, er det 1idt af en cirkelslutning, for den forudéetter
jo, at vi ved, hvordan et badnd med ikke-euklidisk metrik skal
reticuleres ud. Den regel for reficulation, som blév fofmuleret
i figur 14 forudsatter pa den anden side, at de to afbildede
vektorbadnd er fysisk identiské, dvs. at reglen om den indifferen—
te spandingsvarians er opfyldt. Hvis vi i stedet havde valgt, at
stromvariansen skulle vare indiffefent,' ville vi ikke ved
. reticulationen af et ikke-euklidisk badnd komme ffem til, at nogle
af spandingsvektorens komponenter er strgmme. Grunden til, at vi
valger at bygge pa reglen om den indifferente spandingsvarians .
er, at vi har brug for at kunne behandle situationer, hvor nogle
af en vektors komponenter ef spendinger og andre er strgmme, og
med denne regel kan vi anvende de ikke euklidiske metrikker til
formdlet. Hvis vi kun var interesseret i "ublandede" vektorer,
kunne vi klare os med euklidiske metrikker, og sa var der ingen
grund til at téle om forskellige varianser overhovedet.

Et vektorbadnd i standardmetrik kan naturligvis lige sd godt
reticuleres ud pé pseudoskalare band som pa skalare, men i
almindelighed er der ikke noget vundet ved det, og reglen om
skift af genus (figur 9) g¢r det muligt at oversatte pseudo-
skalare til skalare band, hvis sammenhangen berettiger brugen af
komplekse Béndvariable. Nar vi reticﬁlerer et vektorbdnd ud pa
endimensionale band wvil vi i alle tilfalde forlange, at de
endimensionale bdnd skal have samme genus, altsd at hele
samlingen bestdr af enten skalare eller pseudoskalare band. Vi
kan da tilskrive hele vektorbadndet en bestemt genus Y, som.er en
skalar (en 0. ordens tensor, et tal), som (forelpbig) kun kan
vare +1 eller -1. Hvis bandets dimension er 1, er den metriske
tensor ogsd et tal, g, som kun kan vere +1 eller -1. Pa denne

made kan vi fa strgm-orienteringsreglen pd den almene form, figur
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15, til ogsd at gelde for endimensionale bdand (inclusive

pseudoskalare), og for sddanne band er. _ )
Y=g | ‘ (37)

Reglerne for tidsveﬁding af spanding og str¢m i endimen-
sionale band. (9) ma sd omformuleres til..

Tle]l = yge* ; T[f] = -ygf* (38)

Dette antyder, at tidsvendingsoperationen for vektorbdnd ma
indbefatte et skift af varians, lige som strgm-orienterings-
reglen, hvilket man ogsd let kan overbevise sig om ved at se pa
tidsvending af bandet pd figur 14.

Vi vil forsgge at ge¢re diskussionen lidt mere generel ved
at lade som om, at genus Yy for et vektorband kan vare et
komplekst tal. For et sadant band kan metrikken g.. indeholde
komplekse elementer. Vi skal derfor vare lidt papasselige med
operationer, der bade involverer sankning af et index og
komplekskonjugering. Vi fastsatter derfor definitorisk, at

*

e.* =z e*, = (g..e") | (39)
e*’ =e't= (ge.)”

(og tilsvarende for stre¢mvektoren).
Vi kan nu definere den tidsvendte spandingsvektor ved

Tle.] =ye* ; T[e'] =vye.”* (49)

Nar tidsvendingsoperatoren virker pd et produkt, fadr vi produktet
af de tidsvendte faktorer, dvs.

Tle.] = Tlg..e'] = T[g..]lye*. = ye*’ (41)

Det ses heraf, af den tidsvendte metriske tensor md vare
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* (42)

Tlg..] =g*"" ; Tlg''] =g"..

Da T er en antilinear operator, md den tidsvendte af en
skalar vare den komplekskonjugerede af skalaren. Hvis vi deler

spandingsvektoren op i en realdel og en imaginardel

_ P (43)
e’ =¢e  +1le, ,

far vi af (40), at

' = . ' = (44)
Tle,'] =ve,. ; Tle,'] =ve,. .
dvs. reglerne for tidsvending af de komplekskonjugerede span-
dingsvektorer ma vare . '

. (45)

Tle*'] =ye. ; Tle*.] =vye
Nu skal T jo vare en spejlingsoperation, sé vi mé have

T2[e'] = Tlyg*..e*'] = e’ (49)

Ved tidsvending af de enkelte faktorer'og'benyttelse af'(42) og
(45) fas ' '

. _ (47)

Y'vyg''e. = e

Dvs. for at T kan vare en spejling md en kompleks genus af et
vektorband tilfredsstille '

Y*Y = 1 ' ; . - (48)

For at finde, hvordan str¢mvektoren transformerer ved
tidsvending, benytter vi, at energistr¢mmen skal skifte fortegn.
Med brug af (45) far vi '
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Tle* f.] = ye.T[f.] = -e.£*

og dette giver sa& sammen med (48)

TIf.] = -y*£* ; TIE'] = -y*£*. (50)

Prikkernes'stilliné i (40) og (50) viser tilsyneladende, at
dén tidsvendte af en covariant vektor er contravariant, og
omvendt, men det vil vere en fejlslutning. De tidsvendte symboler
transformerer efter andre love end de- retvendte, og prikkernes
sfilling i (40) og (50) fefererer til det retvendte system, sa
heraf kan man ikke slutte noget. om variansforhold i det tids-
vendte system. Faktisk stdr vi over for endnu. et. valg, og det
viser sig mest bekvemt at bevare variansen ved tidsvending,
sdledes at en tidsvendt covariant vektor opfattes som covariant

i det tidsvendte system. Vi skriver derfor:

Tle.] = eT. =ye* ; Tle'] zeT =ye*.

PIf.] = £T. = —y*£*" ; TI£'] = £7 = —y*f*.

(51)

Tlg..] =gT..=9g"" ; Tlg'']l =g™ " =g"..

Lad os forsgge at anvende tidsvendingsbetragtningen pa en
situation, hvor et vektorbdnd giver spandingsinput til et l-port
system, som er beskrevet med en response-tensor K. I dette
tilfaelde eksisterer der altsd en symbolsk relation mellem
energibdndets to vektorer, givet ved en af de fire matrix-
representanter af response tensoren K. Ved tidsvendingen
erstattes strgom- og spandingsvektoren af deres tidsvendte
udgaver, og response-matricen md da ogsd erstattes af en
tidsvendt udgave, sdledes at de samme symbolske relationer galder
for det tidsvendte system som for det oprindelige. Tidsvendingso-
perationen skal jo ikke opfattes som en omvending af den rigtige
fysiske tid, men som en &ndring af de malekonventioner, der
involverer brugen af et ur, svarende til, at man satter et ekstra

tandhjul ind i urvarket, sdledes at viserne kommer til at dreje
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den modsatte vej rundt. Det er den samme fysiske situation, som
beskrives af de tidsvendte symboler, og de symbolske relationer}
der er definerede af det underliggende ikdniske_lag i modellen,

samt mdleforskrifterne, skal derfor vare udndrede.

f° e. T (T T
> ¥ s > KT
| —yt £ yer

Figur 16 Tidsvending af l-port system.
For de to situationer pad figur-16 fas:

f' =K 'e. og fT" =kKkT 'eT. (52)

Af udtrykkene for de‘tidsvehdte vektorer anvendt i det retvendte

system fas

—y_*f*.‘ = _YT*K*” (ye*") (53)

Ved sammenligning af (52) og (53) 6g behyttelse af (48) finderJvi
sd den variansform af K', som har begge indices foroven. Herfra
kan let generaliseres til de tre andre variansformer. ﬁemérk, at
en matrixligning, hvor variansen er angivef med prikker, men hvor
prikkerne star i forskellig hejde pa de to sider af lighedstegnet
skal forstds pad den méde; at forste indeks er lig med forste og

andet-1lig med andet:

KT. o _‘Y‘ZK*- ) - Kle — _Y*ZK*ij ',‘

KT.. = —y*2g** " ~ KT . = —y*2g*iJ

_ Y i =Y s
K‘T.‘. = —-Y*ZK" . ~ KT_ij = —Y‘ZK'* .ij

KT, = -y*K*." ~ KTi, = —y2g*,J
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Hvis vi nu tidsvender K' en ekstra gang, skal vi fa den. op-

rindelige matrix: K.. igen, og.det kan kun lade sig: g¢re, hvis:
Y.-*4 = Y4“ =1 (55)

Foruden de oprindelige muligheder'y=r;(skalareﬂbénd) og y=-1
(pseudoskalare. band) er der. derfor kun to andre. muligheder,
nemlig y=i og y=-i. Disse muligheder. -kan. ikke: realiseres" for
endimensionale bénd, men kraVérrmindst’todimensionéle; komplekse
bdnd, som vi vil kalde spinorbdnd. Forispinorbénd er der ingen
forskel pd tidsvendingsoperationerne for spandinger og.strogmme,
som derfor ikke pa nogen mulig made  kan-skelnes fra hinanden.

Vi skal dog ikke forelgbig behandle sddanne eksotiske typer
af badnd, men vil i det store og hele holde os til band med genus
1, som altsd i standardmetrikken kan reticuleres:ud pad skalare
band.

Hvis vi i stedet havde set pa tidsvending af et system med
strominput, ville vi have fundet en relation svarende til (54),
men med y optradende i stedet for y'. Imidlertid viser (55), at
vi ikke behgver at skelne mellem y og " i en lige potens. Vi kan
derfor for en vilkarlig l-port K, hvadenten den har str¢gm- eller

spendingsinput, skrive

KT — _,YZE' (56)

hvor tilden over K'et sammenfatter wvariansskift for begge
indices, samt komplekskonjugering. -

Begrebet "l-port system" er nu noget meget generelt, for da
input-output bandet er et generelt vektorband, har vi nu
muligheden for at definere et vilkdrligt multiport system som en
"l-port". Konsekvenser af denne mulighed vil blive underse¢gt i
neste kapitel.

Ved at karakterisere et vektorband med en metrisk tensor g
og en skalar genus Yy har vi opndet, at virkningen af spej-
lingsoperationerne tidsvending og orienteringsskift pa de
symbolske udtryk for str¢m og spanding kan udtrykkes pa ten-
sorform, dvs. uafhangigt af koordinatsystemet. Det fremgar ikke
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helt klart ‘af den forégéende diskussion, idet de betragtninger,
der ledte op til figur 14 og 15 var baserét pad reticulation med
skalarband, dvs. de gjaldt kun for band med genus 1. Hvis
reticulationen pd figur 14 havde benyttét pseudoskalarband, uden
yderligere &ndringer af tegnsatningen, ville vektorbandets genus
vere -1 og den metriske. tensor ville vare -o, i stedet for o,.
Standardmetrikken for band med genus -1 har altsd 1 pa de
"afvigende" pladser og‘Qi‘pé de "normale" pladser i diagoﬁalen,
modsat de skalart reticulerbare badnd med genus 1. Denne forskel
medfeprer sd, at bade str¢m—oriénteringsréglen og reglen om den
indifferente spandingsvarians kan formuléres som pa figur 15,
bdde for y=1 og y=-1. Hvordan disse regler skal formuleres for de
hypotetiske spinorbdnd med y=i (eller -i). er et vanskeligt
spprgsmdl, som vi indtil videre vil lade ude af betragtning, da
vi i de vigtigste anvendelser kun far brug for tilfazldet y=1.
Cvi har defineret standardmetrikken G.. som en diagonal
matrix med 1 og -1 i diagonalen. Enhver metrik kan ved passende
kontinuerte fransformationer bringés* pé':sténdardform"og har
derfor en entydigt bestemt standardmetrik.‘Ved signaturen af en
metrik vil vi forstd summen af standardmetrikkens diagona-
lelementer. En d-dimenSiohai metrik vil altsa have signaturen 4,
'hvis standardmetrikken er edklidisk: Ellefs kan den vere d-2n,
hvor n er antallet af afvigende komponenter i spendingsvekforen.
I almindelighed er den metriske tensor ‘hermitesk, "men ikke
ngdvendigvis dimensionslgs. Forudsatningen for, at g.. er
dimensionsl¢s er, at'élle_komponénter i hver af de to energi-
bdndsvektorer har samme dimension. Der kan imidlertid1Vare gode
grunde til at anvende en dimensioneret .(ikke—dimenéionsl¢s)
metrik, fordi vi vil benytte koordinatsystemer, sadsom polazre
koordinater, hvor de forskellige koordinater har forskellig
dimension. Blandt de dimensionslg¢se metrikkef skal vi specielt
interessere os for neutrale metrikker, der er karaktefiserede

ved, at
g..=(g.)=g" (s7).

At have eller sznke et index er sa en spejling.
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Som eksempel pd&, hvordan vi bestemmer g.. for en given
situation, ser vi pd tredimensional bevagelse af en partikel, som.
vir¢nsker at beskrive i polare koordihater. Da skalarproduktet af
to givne vektorer skal vare en skalar, dvs. invariant ved skiftet
fra retvinklede til polare koordinater, skal det sakaldte
nOrmkvadfat, dvs. skalarproduktet af en Yektor med sig selv, ogsad
v@re invariant. Normkvadratet for dem contravariante hastigheds-
vektor i de poiere koordinater hanger sammen med metrikken g..

ved
IVIZ - Vi,gijvj , ' (58)

Hvis de pol®re koordinater benavnes r, 6,  og ¢ kan vi
fastsatte

. (59)

=0 ; v3i=0¢

hvor prikken over et symbol betyder, at den pagazldende stgrrelse

vi=r ; v?

er afledet med hensyn til tiden. Sammenhangen mellem de polare
koordinater og de retvinklede er givet ved

X = r sinB cos¢ )
y = r sin@ sin¢ } (60)
z = r cosb J
Ved differentiation af x, y og z med hensyn til tiden fas
% s%ne cc?scb r cosB cos¢ -r sinf sing r (61)
}z" = |sin® sin¢ r cosO sind r sind cosP 0

cosO -r sin@ 0 ¢

hvoraf vi finder hastighedens normkvadrat
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|v|? = %2 + 2+ 32 =72 + 120> + r? sin%0 ¢ (62)
Af (58), (59) og (62) fas sa
1 0 0
(63)

'g.. =|0r* 0
0 0 rzsinze

Dette er et eksempel pa -en dlmensioneret metrlk med euklldlsk
standardmetrik. Signaturen er 3.

Mangden af neutrale metrikker med en glven dlmen51on d og
51gnatur s udg¢r en akv1valensklasse. Hele klassen frembringes
,ved en Lie gruppe af unltere transformationer af den standard-
metrik G.., som har den glvne sxgnatur. Hvis s1gnaturen er 1lg
méd dimensionen, er standardmetrlkken euklidisk, dvs. G.. er
ehhedsmatriCen og akv1valensklassen indeholder 'ingen' andre
metrikker. Hvis. derlmod 31gnaturen er mindre ‘end dimensionen, vil
der vare en mangfoldlghed af akvivalente neutrale metrikker. Lad
os som eksempel se pd de todimensionale metrikker for komplekse
band. Ekvivalensklassen med s=0 indeholder her de tre Pauli

o1 0 -i | 1 0
= . = ) . = (64)
Ox (1 0) PO (i 0) 0 (o —1)

for hvilke der galder relationerne

matricer

2 2 2
o, =0, =0, =1 ,
X y z (65)

o0, =10, ; o© xOy = 10,

yYz X

Endvidere galder, at de tre Pauli matricer antikommuterer

indbyrdes.
Hele &kvivalensklassen udge¢r i dette tilfalde en todimen-

sional mangfoldighed
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© 6(0,¢) = 8in 6 cos P a, +"8in 0 sin'$p o, + cos B o, (66)

e

der frémbringes af Standarditetrikken o, ‘med dén uUnitéfe matrix
U(0,9) = cos? +isin [sind o, - cosp o;] “(67)

sdledes at

o(8,4) = U(8,8) ©, UH(0,9) e

Vinklerne 6 og ¢ er polarvinkler for et punkt pa enheds-
kuglen i det tredimensionale rum, sd der ‘er en ‘enentydig
forbindelse mellem de ikke-éuklidiske Pauli ‘metrikker og ‘de
tredimensionale euklidiske enhedsvektorer. U-matricen i (67) er
et eksempel pd en l-unitar metrisk ‘transducer, ‘én specielt vigtig
type af ideel toport, som skal diskuteres ngjere i kapitel 6 og
7. Vi bemerker af (67), at forbindelsen'mellem U og den tredimen-
sionale enhedsvektor ikke er entydig, men dobbelttydig: til en
given enhedsvektqrer hgprer to forskellige U-matricer.
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Multi m l-porte.

Vvi skal i dette afsnit se pa, hvordan begrebet om det
Qenerelle vektorbadnd og tensor-algebraen muligge¢r en generali-
sering af den linezre . respénse—teori, som i tekst 22 blev
udviklet for l{port systemer, beskrevet ved komplekse skalarband.

Med brugen~af'komplekse'signalamplituder, der beskriver
' Fourier-komponenter af reelle spandinger og strgmme for en given
Laplace-frekvens S = -im opnar.man, at de réaktive systemegen-
skaber, som har med oplagring af. energi at g¢re og involverer
integration. over -tid, kan‘Greduceresi”tii en . rent algebraisk -
relation af samme type som‘det passive reéponse, der ‘karakteri-
serer lzkkene, men som afhanger af Lapiace frékvensen. Et o-lager
med - kapac1teten C. kan formelt beskrives som en oO- lak med
ledningsevnen Cs og et x-lager med 1nertansén eller 1nduktansen
L svarer til en x-lzk med modstanden Ls. For et llneart system
med flere skalare porte kan relationen mellem 1nput— og output-
varlablene i portene derfor udtrykkes ved en_ llnear matrix-
relatlon mellem en 1nput—‘og en output vektor.

Ser vi pé et system med a porte, hvoraf p har strgminput og
n=d-p har spandingsinput, kan vi sla disse bénd sammen til et d-
dlmens1onalt vektorband med str¢m1nput som vist pa figur 17.

Figur 17 Definition af d-port med p str¢gminputs og n span-
dingsinputs som l-port med d-dimensional str¢mvektor1nput.

Metrikken G.. for det d-dimensionale band pd figur 17 vil

sd vaere pd standardform med p l'er og n -1'er i diagonalen:
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G = Gl (] = i e . . . - ;’ (69)
j . ] ‘e ‘e 19 § B
- o e __“léJ

Ndr vi som ,p& figur 17 .har .indiceret med :-contravariant
strgminput og covariant spandingsoutput, .er den lineare relation
mellem str¢gmvektoren og spandingsvektoren givet ved impedans-
matricen R.. ' ' '

- . L = £33 (70)
e. = R-A-f ei lef

I den line=zre responseteoriger.impedansmatricénnen‘funktion
af Laplacefrekvensen s. Nir s er reel, er impedansmatricen ogsa
reel og derfor nem at beregne. I den eksperimentelle situation,
nar der mdles med vekselstrgmme, er s derimod imaginar, og ndr vi
skal bestemme systemets energiforbrug, er det for en bestemt
Fourier-frekvens .0 og dermed for ‘-en imaginar Laplace frekvens
(s=-iw). Energistrgmmen ind til systemet er sa givet ved (jfr.
(28)):

= _l * J + R *] - *J D J
w==[e";f e;f*] = f™R7,.f7 ()

hvor R°.. - den dissipative del af impedans-matricen - er den
hermiteske del:

D :.2‘.' + ~ D..=l . . * .,
R%.. ~(R.. + R*..) R%;; = S (Ry; + R™;;) (72)
Tilsvarende vil den ikke-dissipative del af R.. - R vare det

samme som den l1kke-hermiteske del:
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.\ (73)

ND - 14 _ + - ND =_1_
R LI} _;(Rn_- ) R --) R ij ] Z(Rij

- For de tre ¢vrige variansformer af impedanstensoren R kan
vi tilsvarende definere en dissipativ del og en ikke-dissipativ
del ved at have indices pé R”,. og R™.. med den metriske tensor.
For de blandéde‘variansformer med ét index oppe og ét nede, vil
det imidlertid ikke gazlde, at R® er den hermiteske og R™ den
ikke-hermiteske del, medmindre metrikken er euklidisk (G.. er
enhedsmatricén,'hvis-alle Stfwmvektorens komponehter er strogmme
i den skalare reticulation) Opdelingen af R kan sa udtrykkes med,

en tensor- relation uden 1nd1cering
R____“RD +RND ' ' (74)

‘ P&’ diagramform kan denne" opdeling udtrykkes ved, -at
vektorbandet forbindes til en samler, som skél vere af x-type for
str¢minput og af b-typé'for spendingsinput. For systemet pa figur
17 skal det altsa vare en x-samler. Diskussionen af samlefbegre—
bet for generelle vektorband er vanskelig og vil blive udsat til
etAéenere afsnit, men nar metrikken er pad standardform, som hér,
er det ikke svart at se, at x-samleren kan reticﬁleres som
skalare x—samleré for de bénd,'hvor strgomkoordinaten ef en str¢m
og som skalqre o-samlere for de afvigende band, hvor stre¢mkoordi-

naten er en spanding.

ND
R R
e. £ T | '
—_——D = =
RD RD. ) . 3 ""_).‘:I

Figur 18 Opdellng af tensor impedans i ikke- dis51pat1v (ND) og
dissipativ (D) del.
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Hvis et system udvikler sig ‘efter sine egne interne love,
vil man regne med, at disse love pd mikroniveauet er reversible,
dvs. uzndrede ved tidsvending. Dette er dog ikke ensbetydende
med, at systemets makroskopiske response er rever31belt for
systemets response pa et udefra kommende signal vil jo kun kunne
karakteriseres som et makroskopisk signal ‘hvis det haver sig
betydeligt over st¢jniveauet i systemet og: nér det g¢r det, vil
det give anledning til d1551pat10n idet den makroskopiske
signalenergi vil have en tendens til at spredes ud p& mikroskopi-
ske frihedsgrader, og derfra vil den i reglen ikke kunne vende
tilbage til makroniveauet, da det er uhyre usandsynligt, at
mikrofrihedsgraderné "svinger i takt" og dermed frembringer et
koherent signallignende st¢jbidrag. Hvis der ikke er noget udefra
kommende felt, der kan bryde den mikroskopiske reversibilitet,
vil det derfor kun vere den dissipative del af systemets
response, der Kkan bryde tidsvendingssymmetrien; den ikke-
dissipative del af response tensoren md vare invariant over for
tidsvendingsoperationen. I henhold til (56) md vi derfor have

RNDT . pND - pND (75)
For matrixformen med begge indices nede har vi (jfr. (54))

ND T - _pND***+ _ pND (76)
R = -R R™™. .

Nu er R™.. jo antihermitesk, dvs. hvis vi bytter om pd venstre-
hg¢jre rekkefeplgen af de to indices og komplekskonjugerer, far vi
den samme matrix igen, med modsat fortegn. Ligning (76) medf¢rer
derfor:
RlVDij — RIVD ]i (77)

For den dissipative del R° md det gelde, at den er anti-
reversibel, dvs. at den skifter fortegn ved tidsvending, for den
dissiperede energistrem, som jo er givet ved R°, skifter fortegn
ved tidsvending, igen under foruds®tning af, at dissipationen er
det eneste, der bryder reversibiliteten, altsd at ingen udefra
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kommende felter brydér den mikroskopiske reversibilitet. Altsd ma

vi have

RDT - —-pD*-+ = _RD (78)

og da R® er hermitesk, far vi .
D - pDbiji ~
R%;; = R | (79)

Der gazlder altsa samme type symmetrifelation for R™ og R°, og da

R er summen af disse to, har vi:
= pJi S 80
le R ( .)

I .udledningen af denne symmetrirelation har vi ikke
benyttet -specieile forudsatninger om metrikken, men kun den
alméne form for tidsvending (75), som gelder for genus 1 eller -
1. Desuden har vi benyttet det fra:fysikken hentede princip om
mikroskopisk reversibilitet. Resﬁltatet (80) er altsa 1mere
generelt:-end udgangspunktet for'énalysen, hvor vi'jo_forudsatte,
at metrikken var pa standardform. Hvis 'yi ser pa en af de

blandede variansformer, far vi for en generel metrisk tensor:
R;7 = guRY (81)
1 1

Hvis metrikken er neutral, har vi lov at have begge indices pa g,
og samtidigt kan vi sa@nke Rs indices ved brug af (80), sa vi far:

. _ 'k _ * kl :
R;7 = g™ Ry = Ryg™ ™ (82)

Her har vi ogsd benyttet, at den metriske tensor er hermitesk
(jfr. (31)). Hvis vi yderligere forudsatter, at metrikken er
reel, far vi: i

i = ki = p.i
R;” = Ry 9 k™ (83)

Dette smukke resuitat, at R-matricerne med blandet varians er
symmetriske (det galder selvfplgelig ogsa, hvis forste index er
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oppe og andet nede), forudsaztter sdledes, at metrikken er neutral
og reel. Specielt vil det gzlde, ndr metrikken er pad standard-.
form.

Response matricen af blandet varians giver relationen
mellem input- og output vektoren i energibandet, hvis begge disse
er af samine varians. Specielt hvis de begge er covariante, far vi
brug for formen i (80) med fgrste index nede og andet oppe. T
standardmetrik kan vi reticulere et sddant vektorband ud’ pé
skalarbdnd ved at s¢rge for, at bandene med de afvigende

komponenter har den modsatte orientering (jfr. figurvl4).

e, -1,

= >

pe 1

‘ 7,/7 en fi .
....................... R = ' > R

G
e, fa
& ; €. = R. f.

Figur 19 Relation mellem input- og output-vektor af samme
varians.

Nadr vi i en standardmetrik reticulerer et vektorbadnd med
samme varians af strom og spanding ud pad skalarband, far
signaltegnene i de skalare band alle "samme form". Enten peger
pilen vak fra stregen, som pd figur 19, hvilket vi kalder D-tegn,
eller den peger ind mod stregen, hvilket vi kalder K-tegn. Vi ser
altsa, at symmetrireglen (83) kan overs=zttes til en regel for
skalart reticulerede multiporte: Hvis vi benytter samme type
signaltegn 1 alle porte, enten D-tegn eller K-tegn, er response-
matricen symmetrisk. Nar man modellerer med den simple energi-
bandsformalisme, beh¢ver man ikke at kende til den slags regler.
Ligningerne f¢lger entydigt af ikonmodellen og de valgte
indiceringer, s4 man kan pr¢ve efter, om ovenstdende regel er
opfyldt eller ej. For l-port elementer som lakke og lagre (i den
komplekse responseteori) er den trivielt opfyldt, og den vil ogsa
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gelde for samleré og transformere, men ikke for gyratorer. Vi vil
benytte betegnelsen reciprokke om systemer, der opfylder
symmetrireglen. Alle andre simple elementer end gyratorer er
reciprokke; gyratorer er antireciprokke, fordi K- eller D-tegns

responsematricen for dem er antisymmetrisk.

1 ;) (0 t)e

e;) \t oML,

1>—h

£\ (0 G)\e,
o t, -G o\&z)
1St f1 (o0 _,;O:;
| €3 -1 -1 0
3 +—<—

Figur 20 K-tegns input-output relationer for”simple 2- og 3-
porte. ' S s

Gyratorer er ikke-dissipative og antireversible, og bryder
dermed forudsatningen for recip:ocitetsegénskabeh, at den eneste
kilde til irreversibilitet er dissipationen i systemet. Hvis
systemet er pavirket af udefra kommendé felter, som bryder den
mikroskopiske reversibilitet, sd md disse felter give sig til
kende i en skalart reticuleret energibéndsmodel via gyratorer:
Omvendt, hvis vi i en systemreticulation kun bruger .reciprokke
elementer (altsa ingen gyratorer), sé'ligger den eneste form for
irreversibilitet i dissipationen, dvs. 1 lakkene. Den ikke-
dissipative del af systemets response varetages da udelukkende af
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reversible elementer og m& derfor vare invariant ved tidsvending,
som forudsat i (76). For den dissipative:-del ma. det g=lde, at
energistrgmmen til alle lakkene skifter fortegn ved. tidsvending,
og derfor m& hele den diSsipative;response-matrixAskifte‘fOEtegn,
som forudsat i (78)..Det m& derfor galde, at den totale response-
matrix for et system reticuleret .af reciprokke eIementer er
rec1prok Denne satning er kendt ‘som Braytons teorem.

Hvis vi tillader komplekse transformerparametre bliver der
tilsyneladende kludder med rec1pr001tetsegenskaberne. F.eks. vil
t=i i responsematricen. pd figur 20 give et antireversibelt
response. Det md derfor pé dette tidspunkt slés fast, at reglerne
i figur 20 kun galder for reelle parametre. Generaliserede regler
for transformere og gyratorer i den komplekse vektorbdndsfor-
malisme vil blive behandlet i naste afsnit..

Hvis et system er palagt ydre féiter, der bryder den
mikroskopiske reversibilitet, kan vi genoprette reversibiliteten
ved at lade tidsvendingsoperationen indbefatte en vending af
disse ydre felter. Det kan f.eks. vare et magnetfelt eller
Coriolis-krafter, der er tale om. Lad os for simpelheds skyld
indfepre et enkelt symbol B for sdadanne felter, og lad -B betyde,
at alle disse felter er vendt. Reversibiliteten og antireversibi-
liteten af henholdsvis det ikke-dissipative og det dissipative
response, (76) og (78) kan sa generaliseres til:

R™T(-B) .. = R"(B)

(84)
RPT(-B).. = -R?(B) ..
Symmetrirelationen (80) skal sd& @®ndres til
R..(B) = R7i(-B) (85)

17
og, under den forudsatning, at metrikken er reel og neutral,
finder vi den generelle reciprocitets-relation

R;7(B) = R,*(-B) . (86)

J
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Vi har her en energibdndsformulering af den ber¢gmte
reciprocitetssaetning, der skyldes Lars Onsager (1931). Sztningen
betragtes som grundlzggende for ikke-ligevagts termodynamikkeh,.
men har en forlgber inden for teorien for elektriske netvark (se
f.eks. tekst 8, side 85).

Lad os som eksempel pa& anvendelsen af reciprocitets-
setningen se pd de termo-galvano-magnetiske effekte:. Vi
betragter en rektangulazr metalplade med tykkelsen Az og kant-
langderne Ax og Ay. Et magnetfelt B kan palagges i z-aksens
retning, men forelg¢big vil vi regne med, at det er 0, sd der kun
kan optrade termo-galvaniske effekter. Disse effekter omfatter
elektrisk modstand, varmeledningsevne og termoelektricitet
(Seebeck— og Peltier-effekt). Det Vil‘vare i god overensstemmelse
med eksperimentelle kontrolmﬁlighede:, hvis vi forestiller os, at
vi kontrollerer denyelektriske strgm i x- og y-retningen, samt
temperaturforskellene i de samme to retninger. Systemet har
sdledes 4 porte: En elektrisk x-port og en en elektrisk y-port,
begge med strgminput, og en termisk x-port og en termisk y-port,
begge med spe&ndingsinput. Den termiske Spéhding'i x-retningen kan
defineres som en Carnot-nyttevirkningsfaktor for varmestrgmmen
Q,. Hvis baggrundsreservoirets tempefatur er T og den x-afhangige
lokalg temperatur er T(x) (x fra O til Ax), er den drivende kraft
for varmestrgmmen Q, givet ved differensen mellem de to Carnot--
faktorer, som sd kan approksimeres, hyis dé relative tempera-

turforskelle er sma:

(1 _ T ) _ (1 _ T ) ~ T(0) - T(Ax) _ 6,T (87)
T(0) T(Ax) . T T
og tilsvarende for spandingen i den termiske y-port, hvor
strgmmen er Varmestr¢mmen Q,. I den elektriske x-port er spandin-
gen og strgmmen simpelthen det elektriske spandingsfald fra x=0
til x=Ax, V,, og den elektriske str¢gm i x-retningen, J,, Og
tilsvarende for den elektriske y-port. Vi kan s& beskrive
situationen ved at definere et 4-dimensionalt vektorbdnd med
strgminput til systemet, idet vi definerer den covariante
stromvektor, sdledes at dené to forste Vkomponenter er de

elektriske str¢mme og dens to sidste komponenter er de termiske
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spandinger. Den contravariante. spandingsvektor. vil. da have de
elektriske spandinger som de to fgrste komponenter og. varmestr¢m-
men som de to sidste. Energistrgmmen ind til systemet (dissipa-
tionen) er sa

. : & T o, T
w=elf, = VJ, + VJ, + OQ— + 0— (88)

og den metriske tensor for det sdledes definerede vektorband:vil

(10 0 0)
01 0 0O
G.. = (89)
00 -1 0
00 0 -1,

Ifplge reglen om den indifferente spendingsvarians. (figur
15) kan den samme fysiske situation fremstilles med covariante
spendinger, nar strgmvariansen fastholdes som covariant. Det
kraver blot, at der i den skalare reticulation af vektorbadndet
skiftes orientering i de to skalarband med de afvigende komponen-
ter (badnd 3 og 4) samtidigt med, at der skiftes fortegn pa de
symbolske udtryk for "spandingerne" (som. jo er strgomme). Vi far

derved indicering som nedenfor vist:

Vy Jy

v, o3,

e. f. ' ’
-Q, T

57T

-Qy T

Figur 21 System med elektriske og termiske porte i x- og y-
retning.
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Hvis systemet holdes isotermt, er spandingerne i de to
nederste badnd pad figur 21 0, og vi kan se bort fra de termiske
band. De to elektriske band udge¢r da et todimensionalt euklidisk
band, og reciprocitetssztningen (83),givef umiddelbart, at den
elektriske modstandstensor vil vare symmetriék. Vi behgver ikke
at skelne mellem de forskellige matrix-varianter af modstandsten-
soren, da metrikken er euklidisk. Hvis vi afbryder de elektriske
stromme, kan vi npjes med de to termiske porte, og reciprocitets—
se&tningen giver, at varmeledningsevnetensoren  vil vare stme—
trisk. '

Med alle fire bdnd tilsluttede vil vi for at simplificere
diskussionen antage, at materialet er isotropt. S4& vil bade
modstandstensoren og varmeledningsevnetensoren vare diagonale, og
der vil i det hele taget ikke vare nogen koblinger mellem de
vektorkompbnenter,,der he¢rer til:x—rethingeﬁ og dem, der h¢rér

til y-retningen. Responéematricen er sa:
(R, 0 P 0 )
0 R, 0O P

. (90) .
P 0 -K, O

X

\ O P 0 "I{&)

Her kan modstandene R, og Ryudtrykkes ved materialets specifikke
modstand p og varmeledningsevnerne K, og K, ved den specifikke

varmeledningsevne K og temperaturen T:
- p Ax Ax - p Ay Ay \
AyAz " AzAXx

_ AyAz AzAx
Koo = TR " R; HT Ay

Kombinationen af skalafaktorerne Ax, Ay og Az i (91) udtrykker,

L (91)

Iy

at strommene J og Q skalerer proportionalt med tvarsnitsarealet,
medens ba&de de termiske og de elektriske spandinger skalerer

proportionalt med langden. Elementerne af tvaersnitsarealet er sa
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at sige parallelforbundne cmedfenso~samler),zmedens,langdeelemen-
terne ;er serieforbundne ‘(med .-en .x~samler). *Af :samme:grund -ma-de
matrixelementer i (91), :der kobler en termisk til en elektrisk
;spendihg.ellerfen~termi$kitil.enaelektriskzstr¢m,-vm;e,uskalere-
.de. For en isotrop pr¢ve kan der ikke vare nogen kobling mellem
varmestrgommen i x-retningen og den -elektriske :strom .i y-ret-
.ningen, og kobiingskoeffiqientern;}mellem:gtr¢mme-13x-retnié§én
.og 1 y—retninden ‘ma vare ens. 'Ti.lsvarendé :kan siges om kob—
lingerne mellem elektriske og termiske spazndinger. Per er derfor
to par af termoelektriske koefficienter, og medlemmerne af-et par
'p4 samme side af diagonalen .méA vere ens ‘af isotropigrunde.
Reciprocitetssefningen ‘siger sa, at koefficienter; der -star
symmetrisk om diagonalen, er -ens, sd der er-kun ‘én termoelektrisk
koefficient, P, .men den ‘har til gengazld to vasensforskellige
betydninger. Ser vi pd P'et i 3. rakke og 1. s¢jle,:angiver*det
-forholdet mellem varmestrgmmen og den elektriske strgm (i =x-
retningen) med modsat fortegn, nar der ikke er palagt nogen
temperaturforskel. I denne betydning er P'et Peltier koeffici-
enten. Ser vi derimod pd P'et i 1. rakke og 3. s¢jle, hanger det
sammen med Seebeck koefficienten, eller termospazndingen, S, der
angiver forholdet mellem den elektriske spanding og temperatur-
faldet (i x-retningen), ndr der ikke lgber nogen elektrisk str¢m.

Sammenhangen er givet ved

74 P
S = [ — =
( 6T)J=0 - (92)

Denne relation mellem de to vasensforskellige termoelektriske
effekter blev forst opdaget af Kelvin i 1854 ad empirisk vej. Den
teoretiske begrundelse kom noget senere med de kinetiske teorier
af Boltzmann og andre, men den byggede pa en del ad hoc an-
tagelser, og fe¢rst med Onsagers satning kunne sagen ses 1 sit
rette perspektiv.

Termoelektricitet er et ikke-dissipativt og reversibelt
fenomen. Opdelingen af responsetensoren i en dissipativ og en
ikke~dissipativ del sker jo ved at finde den hermiteske del (dvs.
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‘den symmetriske del, da alt er reelt) og den antihermiteske
(antisymmetriske) del af matricen '

(R, 0 -P 0)

: 0 R, 0 -P o
R.. =R.'G.. = | 9

PO K, O

0 P 0 K,

Det fremgdr heraf, at de dissipative koefficienter star i
diagonalen,

og at de termoelektriske koefficienter uden . for
diagonalen beskriver ikke-dissipative effekter.

Opdelingen
svarende til figur 18 kan nemt reticuleres:

X X ;E
e. f. T v, J,
l AN
—a - >
T
1. —Qx%- .
—t _‘o>
T
-Q, %
} _

R

Figur 22 Reticulation af termogalvaniske effekter.

Diagrammet pd figur 22 bestdr af to adskilte dele, en x-del

og en y-del, som er ukoblede pd grund af isotropien. Nar vi nu
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pdlagger et magnetfelt B i den positive z-akses retning; vil der
optrade en kobling’ mellem disse dele, svarende til, at der nu
dukker magnetfeltafhengige koefficientér op, hvor der for stod O
i responsematricen (90). Vi kan nu opdele dennée matrix i en

symmetrisk del og en antisymmetrisk del

R(B).' =R%(B).' +R%(B)." ¥

Ifplge reciprocitetssatningen (86) md det s& gzlde, at den
symmetriske del er en lige funktion af magnetfeltet, og den
antisymmetriske del er en ulige funktion af magnetfeltet. For
svage magnetfelter kan vi regne med, at den symmetriske del er
uafhengig af B og identisk med (90), medens den antisymmetriske
del er linezr i B. Der er plads til fire nye parametre i den
antisymmetriske del. N&r vi tager hensyn til isotropien og
hvordan str¢mme og spendihger skalerer med provens dimensioner,
kan vi ngjes med tre nye termo-galvano-magnetiske specifikke
parametre H, L og E:

( H Ax)
° 2z ° fiy
H Ay
-2 o -g82Y o
R3(B).' =B Az Ax (95)
o EedAY o  _IAZ
Ax

_glx 4 LAz 0

\ Ay )

Til H svarer den isoterme Hall effekt, til L Leduc-Righi
effekten, og til E svarer to reciprokke effekter, som kaldes
Ettingshausen effekten og Nernst effekten. For Hall effektens
vedkommende er H den traditionelt definerede Hall-koefficient,
men for de tre andre effekter afviger de traditionelle koeffi-
cienter noget fra de her indfg¢rte st¢rrelser, idet de indgdr i
forskellige kombinationer med den specifikke varmeledningsevne.
Den ngpjagtige definition af de traditionelle koefficienter kan
findes i Callens larebog i termodynamik. Energibdndsparametrene,

som her er indf¢rt, har en Kklarere fysisk betydning, nar de
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optrader i en ikonisk reticuiation,.fofdi det klart fremgdr, om
de beskriver dissipative eller ikke-dissipative effekter, om de
.er reversible eller ikke-reversible (hvilket jo ikke er den samme
distinktion, nar der er et magnetfelt).

:Med hensyn til reticulationen er det klart, at de i
magnetfeltet linezre effekter er knyttet til gyratorer. Nar disse
gyratorer kobles til diagrammet pd& figur 22, md det ske med svag
kausalitet, idet magnetfeltet kan tilkobles adiabatisk, dvs. som
en langsomt opvoksende tilfgjelse, der ikke gdelzgger kausalite-
ten af de i forvejen eksisterende termo—galvaniske'effektér. En
x-gyrator, der har spandingsoutput i begge'porte kan tilkobles de
to x-samlere ved de elektriske porte, og tilsvafende kan en o-
gyrator, der har strgmoutput i begge porte, tilkobles de to o-
samlere ved de termiske porte. Saledes far vi beskrevet hen-
holdsvis Hall effekten dg Leduc—Righi effekten. De to Ettings-
hausen-Nernst gyratorer skal forbinde en elektrisk X-port med en
termisk y-port, og omvendt, og det kan ikke ske med svag
kausalitet, medmindre vi tilfgjer én x-samler i bandene til de
termiske la&kke. Vi kommer sdledes frem til fglgende reticulation:

B LAz

termisk x-port . -
4f> <:J\\\\\

Leduc-Righi

termisk y-port

>

Peltier
Seebeck

Nernst ‘
Ettingshausen

. Hall

glektrisk x-port elextrisk y-port

e,
<
Rx‘ BH/ Az R

SN

9
X

VAN

Figur 23 De termo-galvano-magnetiske effekter.
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N4r man opskriver response-métriceanor figur 23 med de pa
figur 22-givne indiceringer, wvil man opdage, at modstandene R, og
R, optrader pa en anden made end i.(90), idet de er kombinerede
med et led af anden orden i magnetfeltet. Dette skyldes, at den
elektriske str¢gm i =x-retningen gennemiEttingshausen—gyratofen
giver et termisk spandingsinput til varmeledningslakken forry-
retningéi, og den resulterende tvargéénde varmestrem virker
tilbage -gennem samme gyratbrlog bidrager saledes til spaendingen
V,. Hvis man pr¢ver at mdle den specifikke modstand af materialet
ved at seﬁde en strgm i x-retningen med J =0 og 8,T=0 (sa der ikke
optrzder Hall- og termospending), vil resultatet afhange af, om
den termiske y-port kontrolleres isotermt, 6,T=0, eller adiaba-
tisk, Q,=0. Den omtalte andenordens effekt g¢r sig kun galdende
ved isoterm kontrol, og det er sdledes den adiabatiske specifikke
modstand, p=p,, def bestemmer'Rx og R, som i (91). Sammenhazngen
mellem den isoterme og den adiabatiske specifikke modstand findes

at veaere

(EB) 2
kT

(96)

‘)j = F)a +

Responsetensoren for en multiport vil i almindelighed kunne
&#ndres ved kausale skift i en eller flere porte. Det vil ofte
vere muligt at finde matrixelementer i tensoren ved et hurtigt
overblik over grafens signalruter. En metode til sddan visuel
inspektion, hvorved man helt undgar at opskrive ligninger, bygger
pd Shannons loop-regel (J. Gundermann, 1976). Signalruter Kkan
opfattes som jernbanespor, hvor "toget", dvs. signalet kan ko¢re
begge veje. Det udgdr maske fra et sted som et stromsignal, ke¢rer
hen til en "endestation", hvorfra det reflekteres og vender
tilbage som et spandigssignal. Undervejs passeres forskellige
"stationer" i form af energibdnds-ikoner, der hver multiplicerer
matrixelementet med en bestemt faktor. Samlere optrazder som
skiftespor, udgdende fra det dominerende band. Signaler kan altsé
kun passere samleren fra det dominerende til et svagt bdnd (ste®rk
kausalitet) eller fra et svagt til det dominerende band (svag
kausalitet), men ikke fra et svagt til et andet svagt band. Pa
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nedenstaende figur vises nogle mulige signalrutestrukturer for

diagrammet figur 23.

EATS
o lls

Figur 24 Endrlng af signalruter for figur 23 ved overgang fra
spandlngskontrol til stre¢mkontrol i termlsk y port.

Reciprocitetssatningen' er en gfundlaggende satning' for
multiporte, som ikke har nogen analog i 1- port teorien. En anden
grundleggende satning, som vi nu skal se pa, nemlig fluktuations-
dissipations- .(FD) teoremet har til gengald en sa ébenlys
generalisering fra l-port teorien, at den nasten kan overtages
direkte, og vi skal derfor ikke g¢re noget stort nummer ud af
det. Lad os se pa en multiport, der som i figur 17 kan som en 1-
port med et d-dimensionalt vektorband. Vi vil igen lade inputvek-
toren vare en contravariant stregmvektor og outputvektoren en
covariant spandlngsvektor. I almlndellghed vil responsematricen
R.. have bdde en dissipativ del, RR.,_som er hermltesk og en
1kke -dissipativ del, RY.., som er antihermitesk. Det er nu klart-
at den dissipative del alene er kilde til stejen péa spandlngs—
vektoren, for det er denne del, som i en skalar reticulation
indeholder alle lazkkene, som jo er de eneste kilder til stoj
blandt de simple energibéndsikoner. Vi vil derfor lade som om, at
R.. er hermitesk, hvilket blot betyder, at ndr R.. optrader i det
folgende, er det i virkeligheden R°.., vi mener.

En hermitesk matrix kan altid dlagonallseres ved en unltar

transformation. Dvs. vi kan transformere str¢mvektoren

I+ — r71° -, e (97)
f. _U.f 7 []‘jl—[]ll-7

og spandingsvektorén skal sd transformeres saledes at energi-

strgpmmen er bevaret: °
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Det vil da vare muligt at bestemme den unitere transformation U

séledes at den transformerede spendlngs 8Ktor er givet ved en’

diagonal matrix gange den transformerede str¢m°

el. =

0 . f/f-‘ (99)
Elementerne i diagonalen af R°.. vil vare égéhvérdietne af den
hermiteske R.. og derféi reelle. Ydermere vil de vare positive,
da dissipatiorien er positiv definit (ellérs ville vi kunne lave
en evighedsmaskine). Nedenstdende figur viser dels, at U
fremstilles som en transformer (meére herom i n&ste kapitel), og
dels, at den diagonale R°.. kan reticuleres som en samling

uforbundne lazkke. -
e. f e, f°

—> H@— .
1 e,

Y f“

R RO
i | 1 1
+ e, e + e, CANP,
’I
R° RO R? RO
11fé 2%5 ddf&

Figur 25 Diagonalisering af dissipativt system.
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I almindelighed vil bade den diagonaliserende transformer
U og egenvaerdierne R°, vare funktioner af frekvensen w, og enhver
af lzkkene pad figur 25 md derfor opfatfes som realdelen af en
kompleks impedans (eller admittans), hvis imaginardel h¢rei til
den ikke-dissipative del af systemets response-matrix{ Det efv
imidlertid kun realdelene, som giver ahledning til stej. Af (97),
(98) og (99) fas ' | | |

e.

i = U’.t kl_'e/k = Ut.kiRoklf/l = U* -k_iRoklUljfj' (100)

‘dvs. sammenhangen mellem R.. og R°.. er givet ved

R;; = U kRO UL, (101)
De to summationer over indexparrene k-k og 1-1 i (101) er
i wvirkeligheden kun énvsummation, dé R°.. er diagonal, men det
ser vi bort fra i (101) for at kunne bruge Einsteins summatiohér
konvention. Bemark ogsd, at (101) .ikke kan udtfykkes méd "prikno-
tationen", da hq)jre—'ven_st're rekkefplgen af de to  indices pa
f¢rsté faktor er forkeft. Det vil der blive radet bod pd i naste
kapitel. , o | S )
Sf¢jen fra de skalare lzkke i fiéﬁr 25 er nu givet ved FD-
teoremet, som beskrevet i tekst 22. Sp&ﬁdingsst¢jen fra en x-lak
R beskrives ved det frekvedsafhengige Power spektrum. Hvis st¢jeh

udtrykkes som en Fourier-razkke over mange tatliggende frekvenser
®, _

de’(t) = Y éke_xp(—iwkt) - ao

kan vi ga ud fra, at de komplekse Fourier-koefficienterne cg'erA
statistisk uafhangige med tilfeldigt fordelte faser, bortset ffé,
at koefficienterne for u; og -w, skal vare hinandens komplekskon-
jugerede, nar spandingen er reel. Power spekt;et er da defineret

ved
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0@ Ae = Y <el® = |88 (0) [>Ae (103)

wi€lo,v+Aol

Faktoren % skyldes, at power spektret kun defineres- for positive
frekvenser, men det inkluderer et lige sd stort bidrag fra de
negatlve. Den sidste omskrivnlng i (103) bygger pé de store tals
lov. De mikroskopiske frekvenser w, er sa tetllggende at de er
makroskopisk uskelnelige, men summen af deres spredningskvadrater
md vare lig med spredningskvadratet af deres sum og proportional
med langden af det lille frekvensinterval Aw, de indgdr i. Vi kan
altsa lige sa&a godt erstatte alle ‘disse mikro-stepjbidrag med
"cbarse grained" ste¢jbidrag, ét for hvert af en serie frekvensin-
tervaller Aw, som er smd i makroskopisk forstand, men store nok
i mikroskopisk forstand til, at de indeholder mange mikrofrekven-
ser. De sdledes definerede frekvensintervaller er disjunkte og
dzkker hele frekvensaksen, og i hvert af dem kan vi tanke os
indlagt en stg¢jkilde, der svinger med frekvensen ®, er ude af
takt med og statistisk uafhangig af stgjkilderne i de andre
frekvensintervaller, og hvis spredningskvadrat er proportional
med lengden af frekvensintervallet, den er beliggende i.

FD teoremet for en lak R(w) (altsd realdelen af response-
funktionen) siger sa&, at

(0, T) (104)

osc

® (w) =2<]de’(0)[*>> = 2 R(w) E

hvor E_,,. er energien af en harmonisk oscillator med frekvensen ®

<

i termisk ligevaegt med temperaturen T:

.1 hw
Ec{w,T) = 5 ho coth Sk,T

= _l_‘hl(‘)l +
2

hiw
hlw (105)

exp
kB

I den klassiske graznse, hw << k,T er E_,. = kT, altsd uafhangig af
frekvensen.

Det er nu let at generalisere (104) til at g=lde for hele
det dissipative felt R°.., som jo er en samling af uafhangige
simple lakke. Vi definerer
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0,5(w) =2 <de’;(w) e’ " (w)> 1%

J
og har sa, da R°.. er diagonal, og st¢jbidragené fra to for-
skellige lzkke er statistisk uafhangige:

- 2
®°;;(w) = £ R%;;(w) E, (0, T) (107)

FD teoremet (104) er udtryk for, at eﬁlresponsefunktion
Z(w)=R(w)+iX(w) kan "spektralople¢ses" pa harmoniske oscillatdrer
med en spektraltathed, der er givet ved realdelen R(w). Specielt .
vil en ren l&k, som‘er frekvensuafhéngig og ikke modsvares af
nogen imaginardel, have en-spektralfordeiing, som ef ligelig over
alle frekvenser. Det er spektralopl¢sningen der ligger til grund

for valget af l=k- ikonet

Z(@) —ime')[ 1, 1 ]dw’

w-0  w+te’

Figur 26 Spektralopl¢sning af impedans Z(w) = R(m)+1x(m) Formlen
forudsatter, at ® har en lille positiv imaginardel. Tegningen
viser specialtilfaldet en ren lak, hvor R er frekvensuafhanglg og
den ikke- dissipative imaginardel af Z er O.

Vi kan nu finde den til (106) svarende funktion for den

oprindelige impedans R..

P, (0) =2 <de;(w)de* ;(w)> ¥

ij

Af (98) og (107) far vi sd (idet vi nu udelader werne):
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B, =2<Uk; 8/, UL b > = LB, UK ROy, UL (109)
Endelig far vi s& af (101) FD teoremet

(w,T) R,.(w) (110)

Q.. () = % E i3

osc

For et passivt system, hvor den dissipative responsematrix
er frekvensuafhengig (som f.eks. systemet pa figur 23) har vi i
den klassiske grznse et frekvensuafhangigt ste¢jspektrum, hvid
stdj. Den ojeblikkelige st@jkorrelation kommer da til at
divergere, idet den er integralet af spektret over alle frekven-
ser. Dette er et eksempel pd den klassiske fysiks ultraviolette
katastrofe. I sin diskussion af hulrumsstralingen l¢ste Planck
dette problem ved at erstatte den klassiske oscillator-energi k,T
med det kvantemekaniske udtryk (105) uden nulpunktsleddet hw. Nar
dette led medtages, far vi tilsyneladende en wultraviolet
katastrofe, som er endnu vaerre end den klassiske, sa& man kan
sige, at det var heldigt, at Planck ikke var fremsynet nok til at
medtage oscillatorens nulpunktsenergi. Det har varet diskuteret,
om dette led burde fjernes fra FD-teoremet, men dette ville fore
til analytiske vanskeligheder. Det md vare korrekt, at nul-
punktsenergien ikke skal med i spektret for hulrumsstralingen,
for denne energi kan ikke udstrdles, da oscillatorerne jo ikke
kan afgive den. P4 den anden side vil den give sig til kende ved
at skabe impulsfluktuationer for en ladet partikel i wvacuum.
Nulpunktsfluktuationerne h&anger n¢je sammen med Heisenbergs
usikkerhedsrelationer og kan derfor ikke bare "renormaliseres"
vaek. Problemet om kvantemekanikkens ultraviolette katastrofe méa
snarere lgses ved at erkende, at de dissipative responsematricer
i det ultraviolette omrade aftager med frekvensen hurtigere end
1/ pa grund af elementarpartiklernes inerti.
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6, Toporte og tensorer.

Vi skal i dette afsnit diskutere toporte, som er ideelle i
den forstand, at de hverken oplagrer eller dissiperer energi.
Disse toporte kan generelt karakteriseres som transmittere, der
udfprer operationer pd spandings- og str¢mvektoren mellem en
primer og en sekundar pdrt, men lader energistrgmmen vare
uendret. De simpleste typér af transmittere er‘lineafe eller
éntilineare,‘og de opdeles i transformere, gyratorer og trans-
ducere. o

Selve energibandet er den grundlzggende transmitter, en .
enhedstransformer. Vi kan forestille os, at to iagttagere, som
ikke kan se hinanden, men som  har = falles mdleforskrifter
(definition af'covafiant QQ contraVariant), kan mdle str¢m og
spanding i hver sin ende”af et langt energibdnd. Disse malinger
krever sa, at de hver.isar‘valger en orientering; sd lad os tanke
os, at de begge valger orientering i retningen fra 1 til 2. Vi
ved sd, at den samme fysiske situation (som det jo ef} da det er
to ender af det samme energibénd)Jkén beskrives lige godf med
covariant og med confravariant spending (reglen om den in-
differente spandingsvariéns, figur 15). Dvs. hvis begge iagfta—
gere definerer str¢gmmen som contravariant;'og»hvis orientefingen
er den samme, sd er de frit stillede med hensyn til;‘om spandin-
gen skal defineres som covariant eller COntravariaht. Hvis nu
iagttager 1 valger at male den contravariante spanding, og iagté
tager 2 valger at mdle den covariante spending, vil relationen
mellem de mdlte vardier vare '

‘ . 111
e®, =g..e® (i)

hvor g.. er vektorbandets metriske tensor. Hvis de to iagffagere
er felles om bade orientering og varians af strgm og spanding,
vil de selvfplgelig finde samme spanding, relationen mellem e'®
og e'? vil sé vere givet ved enhedsmatricen, men denne er jo
identisk'med en af de to blandede'varianter af den metriske
tensor, sd vi kan i dette tilfzlde skrive
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e =g .re®, ; g@: =g g@: (112)

Det er i denne betydning, vi kan havde, at energibdndet er en
_enhedstransformer og den metriske tensor en enhedstensor. Hvis vi
forelgpbig bare tanker pd en (2. ordens) tensor som et symbol med
fire matrixvarianter, forbundne med have-saznke reglen, er det
klart, at en tensor i almindelighed ikke kan have -alle sine
matrixvariaﬁter lig med eﬁhedsmatricen. Vi har tidligere indfort
Kronecker-symbolet &§, som er en enhedsmatrix med begge indices
nede. Vi wvil nu ogsé‘indf¢re et beslagtet symbol A, som er

enhedsmatricen med begge indices oppe. Vi har sd

g. ' =g .=8..=A"" (113)
og have-sa&nke reglen givef

- . - .. o e e _ . o 2

8. =8 . =g ; 6 =(g°) (114)

A'. =A."=g.. ; A.. =(g..)?

For en neutral metrik (jfr. (57)) er altsd A = 6. Ved et udtryk
som (g..)? forstdr vi det sadvanlige razkke-s¢jle produkt af
matricen g.. med sig selv. Det kan vi ikke skrive som g..g.. med
den nye notation, da prikkerne er i samme hgjde, men i sadanne
situationer er de to Kronecker-matricer til hjalp, idet vi kan

skrive

<« (115)

(g..)2=g..A"'g.. ; (g")2=g"'d..9

Selv om enhedstransformeren ikke er andet end det nggne
energiband, er det alligevel en fordel at have et specielt ikon
for den, som kan bruges, nar vi diskuterer iagttagerne 1 og 2s
forskellige indiceringer i de to ender af det samme béand. Da
bandet ikke har nogen indbygget asymmetri mellem sine to ender,
md det vaere et symmetrisk ikon, s& vi indfgrer nedenstaende ikon

for enhedstransformeren. Normalt indfgrer vi et tensorsymbol t
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til at beskrive omsatningsforholdet for en transformer, sa for
enhedstransformeren er t lig med den metriske tensor g.

i

= i | = :
. EL// R gl

Figur 27 ' Enhedstransformeren. Omsatningsforholdet er den
metriske tensor g. :

Vi kan nu forsg¢ge at danne os et fuldstendigt overblik over
enhedstransformerens forskellige funktioner. Vi vil anbringe
iagttager 1 pd hg¢jre side, som vi kalder:primarsiden, medens
iagttager 2 far sekundarsiden til»venétre. For et symmetrisk
transformerikon er det selvf¢lgelig lige meget, hvad vi kalder
primer og sekundar, men for det almindellge trekantede transfor-
merikon er primarsiden trekantens grundlinje (den flade 51de) og
sekundersiden den modstdende spids, og vi vil i reglen anbringe
primersiden til he¢jre, da det, som vi senere skal se, medfg¢rer
. visse fordele, som hanger sammen med, at_vi i formler normalt
anbringer det, der skal bearbejdes, }pé hpjre side af lighéds—
tegnet og har resultatet pad venstre side. ‘ |

Kausaliteten i de to band er relativt fastlagt Vi kan frit
valge kausaliteten i band 1, men hermed er kausaliteten 1 band 2
fastlagt. For en transformer skal vi have samme kausale rekkefol-
ge i de to band, dvs. hvis ikonet har spandingsinput pad primersi-
den, skal det have str¢minput pd sekundersiden, -og omvendt.
Transformerens tensorsymbol t defineres ved sin operation pé
speandingen, nadr vi gdr fra primer- til sekundersiden, og det
virker derfor mest naturligt at valge spandingsinput pad primersi-
den. Det ma imidlertid slds fast, at forbindelsen mellem primer-
og sekunderspandingen er en ligning, som er uafhangig af, hvilken
af de to spandinger, der betragtes som input: hvis e, = t e, , sa
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" er e, = t'e, . Vi vil derfor indskrenke os til spandingsinput pa
‘primersiden.- - 8

Nar kausaliteten sdledes er fastlagt, er der 8 muligheder
tilbage for indicering af hvert af de to band, idet der er to
mulige orienteringer, og to mulige vafianser fof'hver af de to
vektorer. Der er sdledes i princippet 64 forskellige funktioner
af en transformer. Dette aﬁtal kan dog heldigvis reduceres til
nogle fa prbtotyper' ved brug af str¢m—orienteringsreglen. og
reglen om den indifferente spandingsvarians (figur 15). Med
strgom-orienteringsreglen kan vi altid s¢rge for, at orienteringen
af hvert band gdr fra primersiden mod sekundersiden. Nar vi
yderligere udﬁytter reglen om den indifferente spandingsvarians,
er der kun to forskellige typer af band tilbage, som ikke direkte
_kan oversattes til hinanden. Vi vil kalde dem a- og b-band, og
det er henholdsvis band med contravariant strgm og band med
covariant stre¢m (underforstdet, at orientering og kausalitet pé
forhdnd er fastlagt, som beskrevet). Der er sd& kun fire for-
skellige prototyper af transformerfunktioner, som vi skal g¢re
rede for, nemlig 2a-la, Z2a-1b, 2b-la og 2b-1b. For en ikonsym-
metrisk transformer som enhedstransformeren, vil de to blandede
former 2a-1b og 2b-1la vare identiske, bortset fra nummereringen,
men vi tager dem begge med alligevel af hensyn til den almindeli-
ge diskussion. Pa figuren nedenfor bruger vi spandingssymbolet e
og streomsymbolet f til at betegne de to input-vektorer, altsa
primerspandingen og sekunderstrgmmen, og elementets funktion
angives ved symbolske udtryk for sekundazrspendingen og primer-
str¢gmmen. Vi har valgt at lade sp®ndingsvariansen fglge str¢m-
variansen, altsd contravariant for a-band, covariant for b-band.
Vi md sd desvarre konstatere, at vi selv for et sa simpelt
element som enhedstransformeren ikke uden videre kan angive
funktionen i de to blandede tilfalde 2a-1b og 2b-1la.
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Figur 28 Enhedstransformerens kendte og ukendte funktioner. Béan-
dene mzrket a har contravariant stre¢m, b-bandene covariant str¢m.
P4 figuren er spandingsvarianserne i alle bénd de samme som
strgomvarianserne. .

- Problemet om den manglende oversattelse fra et a-band til
et b-band har selvfplgelig en lgsning; af semiotiske grunde md
det vaere muligt at udtrykke den‘samme fysiske situation‘med bade
covariant og doﬁtra&ariant strom, ndr orienteringen er uandret,
men i det almindelige tilfalde vil dette involvere en sym-
boltransformation, som ikke er triviel. Vi wvil ikke i dette
afsnit fors¢ge'at finde det generelle udtryk for denne transfor-
mation, men vi vil oversatte det til et andet problem, nemlig
funktionen af toport o-samleren, som for skalare og euklidiske
bdnd er identisk med enhedstransformeren,.men4for generelie band
noget andet. ' B A ) _
Samlernes funktion i energibdndsformalismen er jo at
representere Kirchhoffs love for netvark. Knudeloven, at summen
af strgmmene ind mod (eller vak fra) en knude er nul, repreéen-._
teres af o-samleren, maskeloven, at summen af spandingerne ;undt
i en maske er nul, representeres af x-samleren. qu at dissé love
skal give mening for generelle'vektorbéhd ma vi havé'samme
varians af strgm og spanding i alle de tllknyttede bénd ~nar
disse er orienterede ens i forhold til samleren. For toport o-

samleren far vi derfor reglen ¢verst pd figur 29, og denne kan sa
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oversattes til reglen?nederst pa figuren ved hjalp af strom-

orienteringsreglen. - .: f 4
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_i:éFiéur 29 Toport o-samleren.

Man :éverbeviser_ sig let om,' at toporth o-samleren er
ikonsymmetrisk, og at dens funktion er en spejlingsoperation,
dvs. hvisAQi kaskadekobler to af dem, far vi &n enhedstrans-
former. Den nederste fremstilling pa figur 29 viser, at toport o-
samleren i"modsatning til enhedstransformeren ‘har en simpel
funktion, nar den forbinder et a-band med et b+badnd. Disse to
ting tilsammen betyder, at enhedstransformerens fUnktion, nar den
forbinder to band af forskellig a/b type og samme orientering vil
vare den samme som toport o—samlerens.funktion, ndr den forbinder
to band af;samme fype Oog samme orientering.'Vi vil benytte
tensorsymbolet h for}denne funktion, selv om vi senere skal se,
at h ikke er en egentlig tensor, men noget merefgrundleggende,
som vi kalder en protensor (eller proto-tensor). Pa figur 30
vises, hvordan definitionen af toport o-samleren som en ikonsym-
metrisk spejlings-transformer med omsaztningsforholdet h lg¢ser
problemet om de manglende funktioner pa figur 28. Spejlings-
egenskaben af h-transformeren udtrykkes ved tensor-relationen

hvoraf man sd kan udlede forskellige matrix-relationer, sasom
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(h.")2 =h."h." =g." =d..
h..h'. =g.. ; (h'')™ =h..

(117)

hvorimod man ikke kan slutte noget om f.eks. (h..)%. Vi skal
senere vise, at der for dimensionslpse metrikker gaelder

(h..)2=A.. ; (h")2=8"" ; h." =h . (118

samt, at h = 6§ for neutrale metrikker (som jo ogsd er dimen-
sionslgse). '

& 6 =
? . 7
f. e :
| ya | Z — A\
L Zb\ @ T 1a 2b \@/ 3b O 1a
hl - e. f. é. 'h. ' f.

— | ‘ R /
' 2b > @ ' 1a.

Figur 30 Protensoren h som transformer-forhold for toport o-
. samler (¢verst), h som spejling (midt), og h som relations-
skaber mellem a- og b-form af samme band (nederst). - )

Vi er nu i stand til at fremsatte den generelle definition
pd en transformer. Af det foregdende md det vare klart, at en
enkelt tensor ikke er nok, hvis vi skal redegg¢re for alle en
transformers mulige funktioner, der ma& vare fire tensoragtige

ste¢rrelser involveret, da primer- og sekunderbdndet hver isar kan
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vere a- eller b-type. Det er imidlertid tilstrazkkeligt at kende
_én tensor, sd md de andre kunne afledes af den og -protensoren h
(hvis man kender den). Vi valger at lade tenéorsymbolet t
beskrive situationen, nar begge de tilsluttede béhd er af a-type
(contravariante strgmme) og har orientering i retning fra primar-
til sekundarsiden. Afhangigt af om spandingerne valges contra-
vaEEthe eller covariante, skal relationen mellem sekundar- og

priﬁersp&ndingen altsé‘vafé

e = ¢t e . g2 = g re), (119)

Relationen mellem primzr- og sekundarstrgmmen er sé‘bestemt af,

at energistrgmmen skal vare den samme pd de to sider. Hvis vi i

forste omgang setter 1" =t/ f@ - giver energibevarel-

sen
e(l)* £ = g@)x fF(2) o
e(l)*it/ijf(Z)j - (tjie(l)i)*f(Z)j (120)
- t/ij = t*, i

Dette resultat forer os til definition af hermitesk tensorkon-

jugering. Vi siger, at tensoren t' er den hermitesk konjugerede

af tensoren t, t' = t', og dette betyder for tensorens fire
matrixvarianter
+ - * . + 7 - * §
(121)
+1 — * 1 +17 _— *71
t*i. =t ;ootr o= g

Sammenfattende kan vi sige, at vi hermitesk-konjugerer en (2.
ordens) tensor ved for hver af dens fire matrixvarianter at
komplekskonjugere og ombytte den vandrette razkkefplge af de to

indices uden at andre deres lodrette position.
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For at ge¢re det 1lidt lettere at tale om de forskellige
matrixvarianter af‘ en tensor indfgrer vi en nummerering.
Indexpladserne i den vandrette dimension opfattes som et binert
tal, hvor positionen nede svarer til cifferet 0 og positionen
oppe til cifferet 1. For en 2. ordens .tensor t far vi da
varianter med numrene 0, 1, 2‘og 3:

0-variant: t. .

1—va._fiant: t.’ | (122')
2-variant: t'.

B—Variant: £

Den hermiteské‘tensofkonjugering, som 1 (121) er udtrykt for de
fire matrixvarianter, virker altsd ligesom en [?gammeldaws“
hermitesk matrixkonjugering for varianterne O og 3, men erbnoget
andet for 1- og 2-varianterne. Grunden til dette er, at vi gerne
vil kunne bruge have sankereglerne pa sadvanlig-méde for de
hermitesk konjugerede tensorer, altsd f.eks. vil vi gerne kunne

skrive t*. =t*..g""’ , og da

+ ki - * k9 - w7k = % = 4= x7 (123)
E* @™ = g™ = gty = Y

(hvor vi har udnyttet, at 3-varianten af ¢ ér hermitesk), ser vi,
at vi er'nwdt til at definere tensorkonjugeringen som i (121).
For matrixkonjugerihg gelder det, at den konjugérédé af et
- produkt er produktet af de'konjugereée matrieer i omvendt orden,
og en tilsvarende regel gmlder for tensorkonjugering: ’

]

t=yuyy = ¢* viu® . (124)
Beviset for denne satning kan fores ved at man ser pA en af dens
nulige matrixvarianter. Ndr en tensorrelation er epfyldt for én
matrixvariant, er den opfyldt for dem alle. F.eks. fas
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ottty T =, = (uFkvy) = v uti azs)
Nar vi bruger ordet "tensor" vil det ofte vare underforstaet, at
der er tale om en 2. ordens tensor. Tensorer af 1. orden kaldes
vektorer, tensorer af O. orden kaldes skalarer. Tensorer af 3.
eller 4.. orden far vi ikke brug for i denne- sammenhzng. De er
ikke s& bekvemme, da "priknotationen" ikke kan anvendes for
tensorer af he¢jere orden end 2. o

Hvis en tensor (af 2. orden) er lig med sin egen hermitesk
konjugerede tensbr, siger vi, at den pégaldende tensor er
tensorhermitesk eller metrisk hermitesk. Hvis en tensor har den
egenskab, at dens i'te matrixvariant er hermitesk i "gammeldaws"
forstand, altsd at denne matrix er lig med sin egen matrix-
hermitesk'konjugerede, siger vi, at den pagzldende tesor er i-
hermitesk. Vi kan sa formulere fg¢lgende satninger, hvis bevis
overlades til laseren:

Hvis en tensor er 0O-hermitesk, er den ogsd 3-hermitesk og
metrisk hermitesk, men ikke nedvendigvis l-hermitesk eller 2-
hermitesk.

Hvis en tensor er l-hermitesk, er den ogsd 2-hermitesk, men
ikke ngdvendigvis metrisk hermitesk.

Ved den metrisk reciprokke tensor af en given tensor t vil
vi forstd en tensor t"!, som adlyder relationen

t—lt - tt—l =g (126)

Dette md ikke forveksles med reciprocitet af matrixvarianterne.
Det gelder ikke, at i-matrixvarianten af t! er lig med den
reciprokke matrix af i-matrixvarianten af t. Derimod galder:

Matrixvariant nr 0, 1, 2, 3 af den reciprokke af en tensor
t er 1ig med den reciprokke matrix af matrixvarianten nr. 3, 1,
2, 0 af t. F.eks. far vi af (126)

ttot T =t k. =g.t = L = () AN L = (E.)E
(127)

Forudsatningen for, at en tensor har en reciprok tensor er sd, at

alle dens matrixvarianter har reciprokke matricer.
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Hvis en tensor har den egenskab, at dens reciprokke er lig
med dens hermitesk konjugerede tensor, siger vi, at den pa-
geldende tensor er metrisk unitzr (eller tensor-unitzr). Hvis den
derimod har den egenskab, at dens i'te matrixvariant er unifar i
"gammeldaws" forstand, dvs. at denne matrix er den reciprokke af
sin hermitesk konjugerede matrix, siger vi, at den pagaldende
tensor er i-unitar. En metrisk uniter tensor vil i almindelighed
ikke vere matrix-uniter i nogle af sine varianter; kun hvis
metrikken er euklidisk, vil der vere sammenfald mellem disse
egenskaber. S ‘ '

Lad os nu betragte den transfdrmerdéfinition, som blev
fremsat i (119) og (120). Definitionen gjaldt for det tilfazlde,
hvor bade primar- og sekundarbandet var af a—type, altsa med
contravariant str¢m, og hvor orienteringen var i retning fra
primer- til sekundarporten Ved brug af - str¢m orienteringsreglen
og reglen om den indlfferente spandingsvarlans kan vi herfra
slutte os ialt 16 forskelllge situationer, af hvilke kun sa mange
vises pa figur 31, at vi far brug for’élle matrixvarianterne af
t og t'. o ’ '

£ e £ o t+',f'
| - 7l L
TR | T S

+ .

t. e. f. | e, t . f.
| N A | N
| 2 ./ 0~ I w 7

£t e, £ e. —th..f"
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22 N Y 1wy 7

t,, e" f. e —tTE,
) N i /7
BT ARN BT

Figur 31 Transformerdefinitioner_med tensoren t.
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Imidlertid er der jo 64 forskellige indiceringer af de to
bdnd til en transformer, og ud fra-prototypen ¢verst figur 31 kan
vi kun f& fat 1 16 af dem. De 48 andre md afledes ud fra 3 andre
prototyper, som med orientering fra primer til sekundar vil vare
2a-1b;A2b—1a og 2b-1b. HVis tensoféymbolet f beskrivér transfor-
merens funktion som pd figur 31 (altsd med prototypen 2a-la), sa
vil det vare en anden tensor, t, der beskriver funktionen for
prototYpen 2b-1b. Vi kalder t dén til t duale tensor (selv bm
dette ord bruges i en rakke andre sammenh&nge, som ikke har noget
med denne at ge¢re). Hvilken af de to prototyper 2a-la eller 2b-1b
man tilskriver t, og hvilken man tilskriver E, er arbitraert (men
det ma selvfplgelig go¢res konsistent i en given kontekst). For
fremtiden vil vi'bruge konventionen fra figur 31 og figur 32, men
i (97), (98) og figur 25 brpgte'vi faktisk den modsatte kon-
vention, hvilket vi imidlertid let kunne @&ndre ved at omdgbe det

der benyttede tensorsymbol U til U.

:c.'e'. f. e, £+.'f.
| Ay |
| 2b N\ | | 1b N\

Figur 32 Den duale tensorfunktion af samme transformer som pa
figur 31.

Forskellen pad figur 31 og figur 32 ligger ikke i transformeren,
men i energibdndenes indicering. Hvis vi i figur 32 &ndrede
tensorsymbolet t indeni transformerikonet til é, ville det i
almindelighed vare en anden transformer (den duale), og sé& skulle
vi samtidigt ®ndre symbolet t i udtrykkene for outputvariablene
i badndene til t. Dualitetstransformationen er en spejling, fordi
overgangen fra a-indicering til b-indicering (med fastholdt
orientering) er en spejling.

Vi har tidligere set (figur 30), at den samme fysiske
situation kan udtrykkes med bdde a-indicering og b-indicering (og
samme orientering) ved, at vi transformerer begge bandvektorer
med protensoren h. Det betyder, at vi altid kan finde frem til,
hvilket tensorsymbol, der udtrykker funktionen af en transfor-

mator t med givne indiceringer. Fo¢rst bruger vi str¢gm-orien-
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teringsreglen til at orientere begge band i retning af transfor-
merikonet, altsd fra primar til sekundar. S4 sammenligner vi a/b-
typerne af de reorienterede band med prototypen 2a-la (figur 31
gverst). Hvis der kan konstateres en afvigelse (altsd et b i
stedet for et a), skal tensorsymbolet 't i1 udtrykkene for
béndvariablene forsynes med en faktor h pd den side af t'et, hvor
afvigelsen findes. Specielt finder vi for figur 32, hvor der ef
afvigelse pd begge sider ' '

£ = hth  aze)

Ovenstdende regel hviler tungt pad den tegnestil, at wvi har
primersiden til h¢jre og sekundarsiden til venstre. Hvis'
prototypen havde heddet 1a-2a i stedet for 2a-1la, skulle vi
anbringe h'et pa den modsatfe side af t'et af den, hvor af-

vigelsen findes. Nedenstdende skema sammenfatterzreglen:

Indiceringsform = Tensorsymbol
 2a-la 4 t = hth
2a-1b . th = ht
2b-1la ht = th
2b-1b . t = hth

En transformer eller dens tensor t siges at vere selvdual,
hvis £ = t. Enhedstensoren g, som kommuterer med alle faktorer i
et tensorprodukt, er selvdual, for hgh = gh? = g. Protensoren h
er ogsd selvdual, for hhh = h? h = h.

Ved sammenligning af figur 30 og figur 32 ses, at vi har
forudskikket selvdualiteten af h. Endvidere har vi forudskikket,
at h er metrisk hermitesk. Grunden til,’at’det npdvendigvis ma
forholde sig sddan, er, at vi ved overgang fra et a-band til et
b-bdnd med samme orientering, der beskriver samme . fysiske
situation, ma anvende samme transformation for str¢m og spznding
(transfqrmationen h.. nederst pa figur 30). Der er jo ingen
principiel forskel pd str¢gmme og spandinger, nar tidsvending og
orienteringsskift holdes ‘ude af billedet, og vi' har netop

opbygget begrebet om det generelle vektorband ud fra ideen om en
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standardmetrik, der kan reticuleres ud pd skalare band, sdledes
at strgmme og spandinger fra de skalare band kan -blandes i-en
strgomvektor eller en spandingsvektor. Nar h er metrisk hermitesk

og en spejling, er h ogsd metrisk unitar.

Figur 33 Samme fysiske situation fremstillet med a- og b-band
(jfr. figur 30 nederst).

For en dimensioneret metrik vil 1- og 2-matrixvarianterne
af h ogsd vere dimensionerede og det har ingen mening at
diagonalisere dem eller at tale om deres egenvardier. Hvis
derimod metrikken er dimensionslegs, vil alle matrixvarianterne af
h ogsd vare dimensionslgse. Da 1- og 2-matricerne er spejlinger
(deres kvadrat er enhedsmatricen, jfr (117)), har de egen-
verdierne 1 og -1 og er hermiteske. Dvs. protensoren h er for en
dimensionsle¢s metrik l-hermitesk (og 2-hermitesk), foruden at den

jo er metrisk hermitesk. Vi har derfor

h*; = hd AN h*i=hi
- h.' =h".

J (129)

pa h." =g..h"" og h'. =h""g.. og da 0- og 3-

varianterne af h og g er hinandens reciprokke, finder vi, at alle
matrixvarianter af h kommuterer med alle matrixvarianter af g. Da
Kronecker symbolerne 6§ og A kan udtrykkes ved g-matricer, kan vi
yderligere sk&rpe satningen til: alle matrixvarianter af g, h, &
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og A kommuterer indbyrdes for en dimensionslgs metrik. Heraf
folger ogsd, at 6 og A er selvduale. Resten af resultaterne, som
blev forudskikket i (118) kan nu bevises:

h."A..h".
"B

(h..)? =h..A""h..
(h**)2=h""8..h""

(h")ZA'. = A.. (130)
(h-')26ul =6-. B

Serligt wvigtige blandt. dimensionslgse metrikker er de
neutrale metrikker, hvor (G..)? = 6..-og A = 8. (Vi bruger stort
G for den metriske tensor, for at fremhave, at der er tale om en
neutral metrik). For en neutral metrik er der ingen forskel pé'O-
og 3-varianten af G, og det betyder féktisk, at vi ikke kan
skelne mellem et band, hvor bade strgm og spandihg regnes
contravariante (et a-band) og et andet, hvor vektorsymbolerne er
de samme, men hvor begge regnes coﬁariante, og orienteringen er
den samme. Af figur 33 fg¢lger derfor, at for en neutral metrik er
h = §. Dvs. 0- og 3-varianterne af h er begge lig'med enheds-
matricen, og 1l- og 2-varianterne er begge lig med G.. :. Hvis
specielt metrikken er euklidisk, G = &, er alle variantef'af'G,
h, 6 og A'lig med enhedsmatricen. For en neutral metrik wvil i-
varianten af en tensor t’derfor vere 1lig med 3-i varianten af den

duale tensor:

E.* =h..t".h'" =8..t" A" =¢ . 13

(og tilsvarende for de andre varlanter)

I foregdende afsnit, da vi diskuterede multiporte som 1-
porte i standardmetrik, blev der ikke talt om de to  duale
representationer, men forskellen g¢r sig ogéé gaeldende. for 1-
porte, og (131) viser, at den ikke er triviel, selv for en
standardmetrik (medmindre den er euklidisk). Vi kan ikke bare
skifte varians pa begge variable i input borten og sa regne med,
at den samme inpﬁt—output relation kan udtrykkes ved, at vi
skifter lodret position pd begge indices af responsematricen og
beholder tensorsymbolet. Dette symbol skal udskiftes med det
duale symbol, og (131) udtrykker derfor, at 'det er den samme
responsematrix, der skal bruges med de @ndrede varianser, og

k)
nd
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derfor kan det ikke vare den samme tensor. Dette er umiddelbart
klart, ndr man tanker pa en skalar reticulation som f.eks. figur
23, for input-output forholdene i en sddan afhaznger kun af de
skalare bands indiceringer og ikke af, hvad vi kalder covariant
og contravariant i vektorbéndet. Man skal ikke stirre sig blind
pd tensornotationen og tro, at alt i verden er tensorer og
Riemann geometri (som der har varet en kraftig tendens til i
fysikken efter relativitetsteorierne). En tensor er blot en
bekvem regneste¢rrelse, som gor det muligt at udtrykke relationer,
der er uafhangige af koordinatsystemet, men hvis vi mister
jordforbindelsen til det underliggende ikoniske lag (som er vort
semiotiske substitut for den fysiske virkelighed) er tensorerne
intet veard.

Ikonet for en transformer er jo asymmetrisk for at vise, at
vi har brug for at kunne skelne mellem primer- og sekundarsiden,
ndr vi skal redeg¢re for transformerens funktioner. Denne skelnen
er imidlertid en konvention, der ikke ber¢rer den underliggende
fysiske virkelighed, sd det ma vere muligt at beskrive den samme
transformer med et vendt ikon, hvor vi samtidigt udskifter det
oprindelige tensorsymbol t med et nyt, t'. Vi skal s& finde den
symbolske relation mellem t og t'.

J— -

tl
t.e e* t."e, e.
- a a B Fxaly b
el il e e
t bllt' =b> = —*‘_b+t' b

Figur 34 Vending af transformerikonet.

Ved brug af strgm-orienteringsreglen og definitionen af det duale
tensorsymbol, figur 32, finder vi i figur 34 ved at se pa
relationen mellem spazndingerne i de to porte, at sammenhangen
mellem den oprindelige transformers tensor t og den vendte

transformers tensor t' md vare



87
g/ = £ (132)

Betingelsen for, at én transformer er ikonsymmetrisk er derfor
th =t ~ tt=g (133)

Hv1s en transformer har speJlingsegenskaben t? = g og er selv-
dual mé den derfor vare ikonsymmetrisk, hvorved det bekrzftes,

at g og h. er ikonsymmetriske. Blandt de skalare transformere
fandtes der kun én . ikonsymmetrisk transformer bortset fra
enhedstransformeren nemlig den med omsatnlngsforholdet -1, og-
den blev derfor i tekst 8 kaldt den symmetrlske transformer. Nu °
er der flere mullgheder for ikonsymmetr1 og vi omdgber derfor
den tidligere ‘'"symmetriske transformer" til . deﬁ negative
enhedstransformer, men benytter samme ikon fbr'deni(figur'35);
ved hjzlp af‘denhe kan vi udtrYkke tOpdrt xfsahleren. Transfor-
mere svarende til 6 og A er ikohsymmetriske hvis og kuh h&is
metrikken er neutral, men i sé fald éf"de identiske med toport o-
Samleren h og behgver ikke noget nytiikon. For enzikke—neutral
metrik er de selvduale og hinandens re01prokke men ikke
identiske, og de far derfor et asymmetrisk 1kon ‘'men kun ét for

ved ikonvending af A- transformeren fés 6- transformeren.-'

.<£b - | il

A

Figur 35 Ikoner for pfotensorer.

Egentlige transformere inden for. en given 'metrik, -dvs.
sadanne, som har en reciprok,'udg¢r i matematisk forstand en
gruppe med kaskadekoblinglsom;komposition._I almindelighed er
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~ kaskadekoblingen ikke kommutativ. Nar vi kaskadekobler t, og t,
og far en- sammensat transformer t = t, tL:betyder det, at 1-
(eller 2) varianten af t er matrixproduktet af 1- (eller 2-)

varianterne af t, og t,. Med udtrykket
“a - 7 ® . . : (134)

menes, at et spandihgssignal f¢rst m¢deritransformeren t, og
derefter t,. Denne i matrixformler sd indarbejdede skrivemade er
hoved&rsagen til, at vi i definitionerne foretrzkker at have
primarsiden til he¢jre og sekundarsiden til venstre, hvilket

illustreres af nedenstdende figur.

——<i- -
>

Figur 36 Kaskadekobling af transformere.

En gyrator har, i modsatning til en transformer, samme type
input i begge porte, altsd enten spandingsinput i begge porte
eller strgminput i begge porte. Hvis kausaliteten @ndres i den
ene port, mad den ogsd zndres i den anden port, men for en bestemt
gyrator kan begge former for kausalitet accepteres. Alligevel er
det en fordel at operere med to forskellige ikoner, en x-gyrator,
hvor omsatningsforholdet er forholdet mellem sekunderspanding og
primer strgm, og en o-gyrator, hvor omsetningsforholdet er
forholdet mellem sekunderstre¢m og primerspanding. I definitioner-
ne er det sa mest naturligt at lade x-gyratoren have str¢gminput
i begge porte og lade o-gyratoren have spandingsinput i begge
porte, men dette er som sagt ikke ngdvendigt; grunden til, at vi
bruger to forskellige ikoner, er ikke, at der er to forskellige
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kausalformer, men at der ef'to mulige definitioner af omsatnings-
forholdet; ikonets form tjener til at definere symbolets
betydning. T , : '

Lige som for transformeren lader vi tensorsymbolet svare
til v1rkn1ngen af gyratoren ndr begge band er af a-type, og
orienteringen er i retningen fra prim@rsiden til sekundarsiden.
For indiceringsformen 2b-1b skal vi bruge det duale symbol, som
fds af det oprindelige ved multiplikation pd& begge sider med
prctensoren h, og hvis indiceringsformen'kun afviger pa den ené
side, skal symbolet ganges med h pa den side (forudsat igeﬂ, at
vi har primarsiden'til hg¢jre og sekundersiden til venstre. P&
nedenétéende figur vises definitionen af begge gyratorer, samt

ikonvending af en o-gyrator.

ot : ff . H+'.f .
| <2 ’/E;\)/q <1 1 ?

£, I LGt : G'TE,
= :.‘ G-' )

Figur 37 ©Overst: Definition af =x- gyrator H og o- gyrator G.
Nederst: Ikonvending af gyrator.

Af udledningen nederst pa figur 37 finder vi, at sym-
boltransformationen af en gyrator tensor G t11 G" nar 1konet

vendes, md vare
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G = -a* B (135)
Vi ser heraf, at den komplekse vektorbdndsformalisme dbner for en
mulighed, der ikke findes for simple band, nemlig en ikon-
symmetrisk gyrator, for hvilken G' = G. F.eké; vil o-gyratorer
‘med omsatningsforholdet G = tig (hvor g er den metriske tensor)
vare ikonsymmetriéﬁz (og selvduale og metrisk antihermiteske), og
de kan afbildes som vist pa fiéhr 38.

En anden ny mulighed i vektorbandsformalismen er en l-port
gyrator, eller en gyrolzk. Dette er ikke en egentlig gyrator, men
en ikke-dissipativ 1l-port T, - hvis O-variant I'.. er reel og
antisymmetrisk. En gyrolzk er altsd metrisk antihermitesk, men vi
vil ikke bruge denne betegnelse om en "imaginzr lak", som kan

optrade for skalare band i form af et lager ved reelle frekvenser
(imagin®re Laplace frekvenser). Hvis vi slar de to skalarbdnd til
gyratoren pd figur 20 sammen til et todimensionalt vektorband med
euklidisk metrik, har vi en gyrolazk. Ikoner for saddanne (x- og o-
gyrolazk) vises ogsa pa figur 38.

e _iez -1

2 1 1
/

Figur 38 Ikonsymmetriske gyratorer for komplekse skalarband og
gyrolakke for reelle vektorband.

Vi har tidligere stiftet bekendtskab med en form for
ikonsymmetrisk gyrator, nemlig genusgyratoren i figur 10. Denne
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er imidlertid antiline®r og forblnder to band med forskellig
genus medens de her betragtede gyratorer og transformere alle er
lineare og lader genus og metrik vere uendredede.

Nedenstaende figuf?viser nogle regler for manipulation med ikoner

og tensorsymboler:

~

1
&

Figur 39 Ikon-symbol operationer med toporte.

Bade transformere og gyratorer er ikke-dissipative, men
ikke n¢dvendigvis reversible elementer. For simple energi—
badndsmodeller har vi set, at transformere er reversible og
gyratorer antireversible, og at dette er ensbetydende med, at de .
er henholdsvis reciprokke og antireciprokke. Vi skal nu se, at
‘der er flere muligheder i, vektorbéndsformalismen vi kan have
antireciprokke transformere og reciprokke gyratorer‘bg nogle, som
hverken er det ene eller det andet. For at overskue situationen
benytter vi en tekhik som blev indfert i sidste kapitel, nemlié
at indf¢re nye vektorbénd ved sammenlagning af simplere bénd De

to vektorbénd som leder ind tll en transformer t kan slgs sammen
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til et vektorbdnd med den dobbelte dimension, som sd leder ind

til en l-port t. - - - - . , , B N

. et

t'.er f*

AN

Figur 40 Transformer defineret som l-port.

Nar de oprindelige d-dimensionale band har den metriske tensor g,
vil det pd figur 40 definerede 2d-dimensionale band have

metrikken

- g.. 0 (136)
0 -g..

hvor de fede nuller star for d*d nulmatricer. Responsematricen,

som er 2-varianten af responsetensoren for den sdledes definerede

l-port er sa

+ »
-, _ | 0 t7. (137)
t s = .
t . 0

Betingelsen for, at transformeren er reciprok, er, at denne
matrix er symmetrisk. Lader vi i og j vere mellem 1 og d, har vi:

o1 —  fd+7F +1 . * 1 _ J
, = , =3 , = , = ., (138
€% ges i £ €7 tJ,; (138)
For en euklidisk d-dimensional metrik, er alle matrixvarianter af
t ens, og reciprocitet er ensbetydende med, at alle matrix-

elementer af t er reelle, men for ikke-euklidiske standard-
metrikker Kkan reciprokke transformere godt have komplekse
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matrixelementer. F.eks. finder vi for g.. = ¢,, at transformeren

med l-varianten o, er reciprok (jfr. (64)).
For en gyrator kan vi nu pa tilsvarende mdde sammenlagge de
to d- dimens1ona1e bdnd til et 2d4- dimen51onalt sd gyratoren

bliver til en 1- port.

G“'h..eé e,

N ]
71

~h'"G..e; e,

AN }
7 —

Figur 41 Gyrator defineret som l-port.

I dette tilfaelde er metrikken af det 2drdimensionale>bénd:

g.. 0} (139)
0 g.. |

og responsematricen for l-port gyratoren er

" 0. G "h..) - (140
-h""G.. 0 |

Hvis metrikken er euklidisk, kan vi se bort fravh’erne i
(140), og matrixvarianterne af G er ens.. Vi finder da, at
gyratoren er antireciprok, hvis og kun hvis alle dens matrlxe—
lementer er reelle.

Som den sidste form for ideel toport. ser vi pa trans-
duceren. I den simple energibéndsformalismé'defineres trans-
duceren som en transformer med dimension og den er faktlsk ikke
til at skelne fra transformeren. Her vil vi anlagge et lldt andet

synspunkt. En metrisk transducer er en koordlnattransformatlon,
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der @&ndrer metrikken. Hvis str¢mme og spandinger har samme
varians i primerbandet, skal vi anvende samme transformation pd
dem for at finde strgm og spanding 1 sekundazrbandet. Vi har
tidligere, i kapitel 3, set pd en saddan transformation fra et
ortonormalt fil et iskavt koordinatsystem, hvorved metrikken
&ndredes fra at vare euklidisk til en anden metrik (med euklidisk
standardmetrik). Dengang tegnede vi den metriske transducer som
en transformer og sé'bgsé, atrtransformationeﬁ;kunne reticulefes
ud pad skalarbdnd, men kun hvis str¢m og spanding var af for-
skellig varians, sdledes at de transformerede forskelligt.

Nar vi benytter blandede varianser i et vektorband, bliver
metrikken usynlig, og en metrisk transducer bliver uskelnelig fra
en transformer. Nu vil vi g¢re metrikken synlig, og det kraver,
at strgm og spanding har samme varians, s& de transformerer pda
samme made. P& figuren nedenfor vises en sddan transformation,
knyttet til ikonet for en metrisk transducer med oms&tningsfor-

holdet A, der @&ndrer metrikken fra g til g'.
At.e® AL e* f°
4 - | L
—<—< —<
9 9

Figur 42 Metrisk transducer.

Metrikken g' er sd bestemt ved, at energistrgmmen skalvare

bevaret:

— 1 ky * ./ J 1 _ * Kk 1
w= (A*,e%)"g' ;A7 ,f* = e™ g, £~ aa1)
Dvs. vi féar
* 1 / J =
AT g 3R = G (142)

Vi har her behandlet stg¢rrelsen A med indexpladser, som om
den var en tensor, hvad den jo ikke er i sadvanlig forstand. De
tensorer, vi ellers har mgdt 1 forbindelse med l-porte, transfor-
mere og gyratorer, fungerer inden for en bestemt metrik, med
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hzve-se&nke regler :for indexpladserne forbundet med én bestemt
metrisk tensor. Lad os for en kort stund benytte betegnelsen
endotensorer for sddanne ste¢rrelser, for sd kan vi betegne en
storrelse som A for den metriske transducer som en exotensor,
fordi den leder ud af metrikken, er et interface mellem to
forskellige metrikker. Vi md sd ogsd indstille os pd, at hvis vi
¢nsker at anvende det sadvanlige system med indexpladser for en
exotensor, sa md have-sznke reglerne komme til at involvere begge
metrikker. Hﬁis vi definerer have-sznke operationen pa A ved, at
den benytter g' pa venstre side og g pa@ hpjre side, sad kan vi
skrive
A, = g/. -A'.-g. . Ail — g/.ijAjmgml (143)

Dette er den samme regel, som blev benyttet i (24). Hvis vi nu
yderligere definerer hermitesk konjugering af exotensoren pa

samme made som i (121), altsd
A+kl = A, : (144)
sd kan (142) omskrives til

A+ =A_1 . (145)

og sammenh@ngen mellem de to metrikker (ogséd (142)) bliver

(146)

g.. =4."g..A*",

'Have-sanke reglen for A, at man anvender g' pa venstre side
og g pd hpjre side virker rimelig naturlig, nar tegnihgen er sém
pad figur 42, men hvis vi vendte figuren, sd primersiden og>glyar
til venstre, ville reglen stadig vere den samme, og sé‘viiie,deh
ikke virke sd naturlig. Vi holder altsa fast ved at.;pegne
primersiden til he¢jre. Til gengald.fér vi sa et lille prdblem,
ndr vi haver og senker indices pa A', for her md vi bruge»g‘ pa

hg¢jre side og g pd venstre side:
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A+ij = A*ji = (g/jkAklgli)* = gilA+lkg/kj (147)

Ligning (145) minder om den tidligere fremsatte (s. 77)
definition pd metrisk unitaritet, men man ma& ikke forveksle de to
ting, fordi de metriske egenskaber af A involverer to forskellige
metrikker, og (145) er opfyldt per definition, dvs. den stiller
ikke specielle krav til A, men tjener til at fastlagge forholdet
mellem g' og g. Vi kunne jo imidlertid forestille os en situa-
tion, hvor A var metrisk uniter inden for metrikken g, dvs. har
egenskaben (145), nar have-sanke operationerne og den hermiteske
tensorkonjugering defineres pd samme made, som vi har gjort det
for endotensorer i g-metrikken. I sa tilfalde ville vi f& af
(146)

g..=A."A%"."g.. = g.. (148)

dvs. sd er de to metrikker ens, og A er slet ikke nogen metrisk
transducer, men en metrisk uniter transformer. De metrisk unitare
transformere inden for en given metrik udg¢r en gruppe af metrik-
bevarende koordinattransformationer. De virker pd samme made som
en metrisk transducer i den forstand, at vi skal anvende samme
transformation pa& den contravariante strgm og spanding i
primerbandet for at finde den contravariante str¢m og spanding i
sekundarbdndet, men denne koordinattransformation resulterer
altsd ikke i en @&ndring af metrikken.

For en euklidisk metrik er de metrisk unitere transfor-
mationer det samme som "gammeldaws" unitere transformationer, der
bevarer koordinatsystemets retvinklethed og de lige lange akser,
dvs. de kan beskrives som drejninger af koordinatsystemet. For en
ikke-euklidisk standardmetrik som den todimensionale o,-metrik
vil de metrisk unitare transformere udgeore en éndimensional Lie-
gruppe, kendt som Lorentz gruppen fra den specielle relativitet-
steori. Vi skal senere vende tilbage til denne gruppe og dens
fysiske betydning, men forelgbig overlades det til laseren at
vise, at alle medlemmerne af denne gruppe vil kunne skrives pa
formen

ey
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coshy sinhy| (149)

L(x) . = v o
- \sinhy coshy

En koordinattransformation beskrives altsd med en metrisk

transducer eller en metrisk unitar transformer. Transformations-

reglerne for en vektor

e/'i.= Aijej. ; e/l = AljeJ - (150)
forer sd til tilsvarende regler for transformation af tensorer af
hpjere orden. Vi har allerede i (146) set,_hvordan den metriske -
tensor transformerer, ogAden samme'regél findes for‘enhver anden
tensor. Den konkrete udformning af reglen‘afhénger af matrixF
variansen, og man kan let overbevise sig om, at dét'transfor—
merede tensorsymbol t' er underkastet de samme have-s&nke regler
i den transformerede mefrik g' som den oprihdeiige tehsor t 1 den

oprindelige metrik g.

t/ = AtA*
/ = . B + ' / — = 1 '
t/.. = At AT -t = AAN ey
/ . - . . + . - / 51 - *7
£/, =A.Ct. A~ tl7 = Aakar et L (151
etc. |
t/." = At g AN =
A."t..A" A g At =t gl

Transformationsreglen anvendt for en transformer t svarer til, at
transformeren trakkes over pd den anden side af den metriske

transducer A:

| A __k_*<:::}__; = l | g
9 9 9 ¢ 'A 9

Figur 43 Overforsel af transformer til anden metrik.
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Transformationsreglerne, som bygger pd prototypen figur 42
(a-bdnd, orientering fra primar;til>sekundmr),mé suppleres med
andre regler, byggende pa andre prototypér. Hvis orienteringen er
den samme, men str¢mvariansen i begge band @ndres fra contra- til
éovariant, ékal syhboiét A erstattes med det duale syﬁbol

A =h'Ah (152)
hvor h' og h er tranSformer-symbolét for toport o-samleren i
metrikkerne g' og g. Vi vil antage (og skal i naste afsnit vise),
at dette symbol er entydigt bestemt ud fra metrikken. Ligning
(152) svarer til en regel, der siger, at vi kan trazkke en samler
over pd den anden side af en transducer, ndr vi samtidigt @ndrer

transducersymbolet til det duale:

A ‘____<$>———— = .4§“ ,A

Figur 44 Overf¢rsel af samler til anden metrik.

Transformationsreglerne (150)-(151) g¢res normalt til
definitionen pd, at en ste¢rrelse er en tensor. Ud fra denne
definition er protensorer som h og A ikke tensorer. Man kan ikke
forlange af h, at den skal transformere som en tensor for
vilkdrlige koordinattransformationer, for sd ville h @&ndres ved
nogle transformationer, der lader metrikken uazndret (de metrisk
unitare) og sda kunne h ikke vare entydigt bestemt af metrikken.
Protensorer er ikke egentlige tensorer, fordi de satter scenen
for tensorerne. Hvis ikke h kan bestemmes som en st¢rrelse, der
er bestemt ved metrikken alene og er uandret af de mange
koordinatskift, der kan foretages inden for en given metrik, kan
vi heller ikke definere transformationsreglerne for de egentlige
tensorer. Protensorer er derfor mere grundlaggende for energi-
bdndsformalismen end egentlige tensorer, bortset fra den metriske
tensor, der kan opfattes som bdde en protensor og en egentlig

tensor.
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mlere i nerel metrik.

Definitionen af samlere volder - 1kke noget problem. o-
samleren er spendings- d13tr1but1V'og'str¢m konservat1v medens x-
'samleren er strom-distributiv og spendings -konservativ. En
distributiv relation fastsztter samme vardi af en sterrelse i
alle bdnd, medens en konservativ relation fastsatter summen af de
involverede st¢rrelser til nul. Disse definitioner kraver sa, at
alle de til samleren knyttede'bénd drientereézens i«forhold tii
samleren, ét alle spa&ndingerne har samme varians, og at alle
strgommene har samme varians. Med hensyn til kausaliteten f¢lger
det af definitionen, at en samler altid md have ét dominerende
band, eller ét band med stark'kausalitet, nemlig det band, hvor
den distributive st¢rrelée er input til samleren. For o-samleren
mad der altsa vaere ét band med spendingéinput, og de resterende
(svage) b&nd har str¢minput; for x-samleren er der ét dominerende

band med str¢minput, og de svage ba&nd har spandingsinput.

—fi--fz. (Ii’ Q>“ _eil_#ez. . ®

Figur 45 Definition af samlere.

Hvis orienteringen skiftes i et af bandene med fastholdt
stromvarians (eller hvis strgmvariansen skiftes med fastholdt
orientering), bliver relationerne mere komplicerede, idet de
kommer til at indeholde protensoren h. Hvis vi sd indsatter en
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toport samler i det band, hvor orienteringen (eller str¢m-
- wariansen) er skiftet, fas igen en simpel relation. Det er derfor
- bekvemt at operere med et par alternative multiport samlere
("multi" betyder 3 eller flere), hvor en ekstra toport samler af
 samme type som multiport samleren er indbygget-i en af portehe.
Fra den simplé energibandsformalisme kendes "den prikkede =x-
samler", som er en x-samler med en ekstra toport x-samler
indbygget i en?éller flere porte. Der findes imidlertid ikke.en
tilsvarende modificeret o-samler, og det er fordi toport o-
samleren er en identitet i den simple formalisme. I vektorbands-
formalismen er toport o-samleren ikke triviel, sd& vi far brug for
en "prikket o-samler", som vi imidlertid af grafiske grunde
valger at tegne pd en anden mdde ved at forlznge en af energi-

- bands-stregerne ind til centrum af samleren:

Figur 46 Modificerede samlere.

‘Ved brug af sdledes modificerede samlere vil man ofte kunne opnd,
at protensoren h ikke kommer til at optrade explicit i lignings-
systemet for modellen, og det er en fordel. Alligevel slipper vi
ikke for at diskutere, hvordan vi bestemmer h for en given metrik
g.

Hvis metrikken er neutral, har vi set, at h = §. Endvidere
har vi indset, at for dimensionslgse metrikker er 1- og 2-
varianten af h identiske og alle matrixvarianter af g, h, 6 og A
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kommuterer indbyrdes. Lad os derfor i f¢rste omgang prgve at
bestemme h for en dimensionsl¢s metrik g, som ikke er neutral.

En neutral metrik G.. har determinanten 1 eller -1, og'vi
vil foretage den indskrankning af begrebet en dimensionsles
metrik, at vi forlanger det samme om den. Hvis en metrik ikke er
dimensionsl¢s, kan vi afdimensionere den med en diagonal
transducer, en sdkaldt skalatransducer, og ndr vi alligevel skal
gore det, kan vi lige sd godt se¢rge for, at skalatransduceren
samtidigt &ndrer determinanten til 1 eller -1. Der ligger sdledes
ikke nogen'afgwrende indskrankning i, at vi stiller dette krav
til determinanten af en dimensionslegs metrik.

I den dimensionslgse metrik g er altsa
: : . (153
hl = h 1] A (.h- : ) 2 : 6 .. . ( ' )

Det betyder, at vi til metfikken'g.kan associere en neutral
metrik G ved definitionen ' - |

G.. = G - .h. . | © (154)

Denne‘neutrale metrik har s& samme l-variant af sit h som den
givne dimensionslgse metrik g har af h. Hvis g i forvejen er neu-
tral, er G samme metrik som g, og vi mad antage, at G ogAg er af
samme "familje", dvs;“har samme determinant og éignatur (samme-
standardmetrik). Da alle varianter af h kommuterer med alle
varianter af g, vil alle varianter af G 6gsé.k6mmﬁtere med alle
varianter af g. -

Vi kalder G den narliggende neutrale metrik eller den pro-
Jicerede neutrale metrik. Ved en projektion forstds en operator
P, som er idempotent, dvs. adlyder betingelsen

P2 =P - - (155)

og da ovenstdende konstruktion af en neutral metrik ud fra en
'dimensionsl¢s_ikke ferer til noget nyt, ndr den gentages,. kan
operationen opfattes som en"projektion fra rummet af dimen-

sionslgse metrikker ned pd rummet af neutrale metrikker. Hvis vi
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tenker pd projektionen af et punkt ned pad en ret linje, sd er det
projicerede punkt det punkt pd linjen, der er narmest ved det
oprindelige punkt. I denne metafor er linjen den @kvivalensklasse
af neutrale metrikker, der indeholder metrikken G. Denne
@kvivalensklasse vil ogsd indeholde standardmetrikken G,.

given dimensionslgs

metrik g
o
&kvivalensklasse af
< neutrale metrikker 7
® L
standardmetrik Gg nerliggende

neutral metrikX G

Figur 47 Projektionsmetaforen for metrikker.

Det, som forbinder de neutrale metrikker i en akvivalensklasse er
l-unitzre transformationer. Lad G, og G, vare to neutrale
metrikker i samme zkvivalensklasse (samme standardmetrik G,). Sa&

er de forbundne med en l-uniter transducer W

G,.. =W.'G,..W. (156)

for l-unitaritet af W er en npdvendig og tilstrakkelig betingelse
for, at multiplikative relationer mellem matricer (herunder
reciprocitet) nedarves til de transformerede matricer, og da de
l-unitzre matricer danner en gruppe, vil (156) konstituere en

a&kvivalensklasse

Ge | G,

Figur 48 To neutrale metrikker i samme
&kvivalensklasse forbundet med 1-unitear
transducer.



103

Da W er l-unitar, har vi

wrii= W=

_ pg-14
J W

J J (157)

= W. =W.

Dvs. for l-unitare transducere er der ingen forskel pd 1- og 2-

varianten. ) ‘
Forbindelsen mellem den til g n®rliggende eller projicerede

neutrale metrik G og standardmetrikken G, er ‘derfor ogsa givet

ved en l-unitaer transducer U:

G..=U."G..U". (158)

Hvis standardmetrikken ef euklidisk, dvs. hvis G,.. er enheds-
matricen, vil U (1l-variant) og U’ (2-vériant), som er hinandens
reciprokke matricer, ophave hinanden, sd G = G,.. Ekvivalensklas-
sen for en euklidisk metrik indeholder séledeé kun selve den
euklidiske metrik. Hvis den givne metrik har euklidisk standard-
metrik, md den narliggende neutrale metrik ogsad vare den eukli-
diske metrik. I sd tilfzlde har vi altsa

G=A = h."=A"" = h..=g.. (159)
Dette resultat kan vises at gazlde alment, ogsd for dimensionerede
metrikker med positive‘diagonalelementer, sé vi fremhevér:det som
en genérel satning: ‘ .' ‘ ,

Hvis en metrik g.. har en euklidisk standardmetrik (er

quasi-euklidisk), er protensoren h identisk med den metriske
tensor g. ' :
Dette betyder, at ndr der er tale om egéntlig geometfi i
vilkarlige, lokale kordinatsystemer, behgver vi ikke at bekymre
os om h, og toport o-samleren vil vare en enhedstransformer.
Resultatet kan f.eks. uden videre anvendes pa beskrivelse i
polare koordinater, hvor g.. er givet ved (63).

For det almindelige tilfzlde, hvor standardmetrikken -ikke
er euklidisk, indfe¢rer vi begrebet standardiseringstransducer,
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som er en metrisk transducer, der forbinder den givne metrik med
standardmetrikken. En saddan transducer vil kunne konstrueres pa
mange mader, men vi skal specielt interessere os for en bestemt
vej fra G, til g, nemlig den, der gdr om ad den narliggende
neutrale metrik G. Vi vil skrive en sadan transducer pa formen

S." =H.,'U." (160)

hvor U er l-uniter og H er l-hermitesk, og hvor H's varianter
kommuterer med varianterne af den nearliggende neutrale metrik G.
Forbindelsen mellem de tre involverede metrikker er altsd givet
ved (158) og

g.. =8."G,..8*". =H.'"G..H*", 16D

og da H er l-hermitesk og kommuterer med G.., fas

+ = - . _ -1 -
H . - Hl - H . (162)
g.. = (H.")3G..
Nar dette kombineres med (153) og (154), fas
. .. . 163
hl! :gl lh [ ] =gl IG = (HI )2 ( )

og vi har derved fundet udtrykket for protensoren h i en
dimensionslegs metrik. Et egentligt matematisk bevis for, at
konstruktionen (160) er mulig og entydig, skal ikke gennemf¢res
her. Vi vil i stedet gd konstruktivt til varks og se, hvad man
konkret skal g¢re for at bestemme h ud fra g. Vi vil i dette
kapitel indskraznke os til todimensionale, komplekse metrikker med
signaturen 0. Hvis signaturen er 2, er standardmetrikken jo
euklidisk, og det tilfalde har vi allerede behandlet. Det vil
vise sig, at eksemplet er tilstrazkkeligt generelt til dis-
kussionen af bevegelse i accelererede koordinatsystemer og viser
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vejen for mere komplicerede tilfalde i1 den generelle relativitet-
steori.
Vi ser altsd pad metrikken

a bei¢
g-. = beld) bz__l (1l64)
a

hvor a, b og ¢ er reelle tal. Denne metrik er det mest generelle
udtryk for en todimensional dimensionsl¢s metrik med determinan-

~ten -1. Standardmetrikken er, som vi ska} se,

1 0
Z \0 -1

" (165)

G,.. =0

sd signaturen er O. .

Ekvivalensklassen indeholdende G, og udtrykket for den 1-
unitare transducer U er tidligere givet i (66) og (67). Den til
(164) nerliggende neutrale metrik md kunne udtrykkes pd formen
cosB | sin@ e 1%\

: A (166)

G. . = 0 (0, )'=
¢ sinf ei¢ -cosH

‘Da G.. skal kommutere med g.., overbeviser man sig let om, at det
mad vere samme ¢, der optrader i (164) og (166). Vi kan i forste
omgang skrive g.. pa formen

b4-1
a

g.. == la+ .. +p G.. (167)

hvor p er et reelt tal, som kan bestemﬁes ud fra udtrykket:"

2 _ .
pG. . =%(a— bal) o, + b cosp o, + b sinp o, (168)

for, da (G..)? = 6.., og da Péuli.matricerne hver har kvadratet
1 og antikommuterer indbyrdes, md p vare kvadratroden af summen
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af kvadraterne pa de tre koefficienter til Pauli matricerne i

(168). Vi finder derfor:

_2 2—2
p=\jl(a—b21)+b2=J1+l(a+b 1) (169)
2 a 2 a

Steorrelsen 6 i (166) er sa givet ved

0 = arcsin—b (170)
p

og h.. kan derpd bestemmes af (163) og (167):

bl g am

h.. = 60.. + = +
P a p

Den 1l-hermiteske transducer H, hvis l-variant jo ifglge
(163) kan beskrives som kvadratroden af h.., vil i almindelighed
kunne beregnes som en eksponentialfunktion af en generator, der
kommuterer med G.. . I dette todimensionale tilfalde, hvor G.. er
spinmatricen o(6,¢) (jfr. (166)), er der ikke andre generatorer,

der kommuterer med G.. end G.. selv, og vi kan derfor skrive

_ . > (%G..)" . oy
H. =eXp(3G..) =r§-—n|—- =COShE 6-- + SInhE G..
(172)
sd h.. er givet ved
(173)
h.. = (H.")? = exp(xG..) = coshy 6.. + sinhy G..
hvilket stemmer med (171) og (169), nar
2 _
sinhy = = [a + b1 (174)

2 a
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Gennemgangen af dette eksempelnpé beetemmelse af h viser,
at explicitte udtryk for matr;xve;iqpterne ;'elmiQQelighed kan
forventes at blive ret komplicgrede, og at det vil vere en
modelteknisk fordel, hvis man: Fan' undga, at de optrader i
ligningerne. I de almlndelige:mekaniske reticulatiopsmetoder som
senere skal gennemgas, viser det eig da heldigvis ogsd, at
samlerne optrader i "prikkede" queyer, sé man ; reglen kan
slippe for at skulle udregne h. . :

Vi mangler stadig at dlskutere hvordan vi bestemmer h, nar
metrikken er dimensioneret. Dette yil v; ogsé g¢re med et
eksempel, som samtidigt indf¢rer den relativistiske synsméde der
senere vil blive fulgt op. Vi ser’ pé en partikel, der kan bevage -
sig i de to rumlige dimensioner pa en flad skive, der roterer i
forhold til laboratoriesystemet med en konstant vinkelhastighed
. : _ : =
Lad os forst dlskutere forholdene 1 laboratorlesystemet
som vi gar ud fra er et 1nertialsystem. Her kan vi ved hj=lp af
standardmdlestokke og standardure afsatte méltal for de retv1nk—
lede koordinater x og vy, de polere koordlnater r og 6, og tiden
t i hvert punkt. Koordlnatsystemerne 1egges med begyndelsespunkt
i skivens centrum. Vi tenker os, at en partikel er forsynet med
sit eget "armbdndsur", som ogsa er et standardur, der maler
partiklens egentid t. Ved partikleps hastighed vil wvi sd forsta
en tredimensional vektor, hvor. de ‘to forste koordinater angiver
&ndringen af de rumlige koordipater X og y og den tredje
&ndringen af koordlnattlden t, alle malt i forhold til egentlden

T

De to forste koordinater af denne qont:avariante strgmvektor er -
str¢gmme, men den tredje er en spgnding, fgr' t eg t skifter
fortegn ved tidsvending, hvad x og Yy ikke gor. Vi ved derfor,- at
den metriske tensor for dette Koordinatsystem ‘har et negativt
diagonalelement pé 3. plads, og at den i¢vrigt er diagonal da vi
forlpbig er i et inertlalsystem.IVi mﬁ antage at dette negative
diagonalelement, -c?, er en naturkopstant hvis vi tror pa,.
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bevagelsen af en fri partikel i et inertialsystem kan udtrykkes
pd en universel form. Naturkonstanten c er selvifglgelig lyshast-
igheden, men det behgver vi sé&dan set ikke vide nu.

1 0 O
gp.. =|01 0 (176)
0 0 ~-c?

Gar vi nu over til polare koordinater r og ¢ i laboratori-
esystemet, men holder fast ved tiden t, er den contravariante

hastighedsvektor givet ved

174 QE ; V2 o= .d_¢i ;3 i’:_ (177)
dr dr drt
og sammenhangen mellem de to hastighedsvektorer er
Ul cos¢ -rsind 0)/y1
U2l = |sin¢d rcosd O} v2 (178)

U° 0 o a\V?

Den metriske tensor g, for det polare laboratorikoordinatsystem
kan sd findes af betingelsen

Ugs..U =Vg..V (179)
og man far
1 0 O
g,.. =|0 r* 0 (180)
0 0 -c?

altsd en dimensioneret diagonal metrik, hvor andet og tredje
diagonalelement afhanger pa forskellig mdde af mdlestandarderne
for langde og tid.

Metrikken g, kan bringes direkte pa standardforh samtidig
med, at den g¢res dimensionsleg¢s med en diagonal skalatransducer
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B, sd der bliver ikke brug for yderligere standardisering af den

dimensionslgse metrik:

gﬁ_.. = 13. ‘C; . f13+f i (181)
hvor
10 0 . 100
G,.. =(01 0} ; B." =B*. =|0ro0 (182)
| 00 -1) | 00 ¢

I dette tilfazlde overtager skalatransduceren B rollen af den .
tidligere benyttede l-hermiteske transducer H, for B er jo 1-
hermitesk, og selv om vi &ndrer pd mdleskalaerne for rum og tid,
vil dén vedblive at vare l-hermitesk, fordi den er diagonal. S&
O-varianten af protensoren for metrikken g, bliver V

h,.. = (B.")? =|0 r? (183)
1+ .
| 0 0 c?
Med brug af den til (180) reciprokke matrix
(1 0 0 )
g.._O—l—z'O (184)
1 - I
o 0 -1
\ c?)
finder vi sa y
h." =h’. =G,.. - ass)

I dette tilfalde gelder (153) altsd ogsd, selv om metrikken er
dimensioneret, men det hanger pa, at me;rikken er diagonal. Na&r
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vi nu gadr over til at se pa forholdene i det roterende koordinat-
system (skivens), bliver forholdene anderledes.
I det til skiven knyttede koordinatsystem kan vi benytte

koordinaterne
) )
' =r
¢/=¢—0)t e (186)
t' =t

og hastighedens contravariante koordinater er sa

3\

vl Cill;/ -yt
/
vz = —_fid; = V2 -V (187)
V/ 3 - %i/ = V3

Af betingelsen (jfr. (179))

. R /v ~/ /* (188)
V gll L] V - V g a L] V
finder vi sa den metriske tensor g' for skivens koordinatsystem:

1 O 0
g'.. =|o r2 20 (189)

0 r’w riw?-c?2

Vi bemarker om denne dimensionerede metrik, at de to fgrste
diagonalelementer er positive. Det sidste er negativt, men kun
inden for den radius, hvor rotationshastigheden rw bliver lig med
lyshastigheden c. Herude liggér der en horisont "bag om hvilken

alt er mgrke", som Peirce siger i artiklen "The Architecture of
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Theories" fra 1891.‘Iﬁden for horisonten er signaturen 1, men
uden for er den 3, dvs. metrikkén uden for horisonten kaﬁ ikke pa
nogen kontinuert made bringes i forbindelse med standardmetrikken
G,. Sagt pad en anden made: den del ‘af det fra laboratorié-
inertialsystemet opmdlelige ﬁnivers, der 1ligger wuden for
skivesystemets' horisont, h¢rer ikke med til skivesystemets
univers. ‘ '

2

Metrikken g'.. (189) har déterminanten - r‘ ¢, og den

reciprokke matrix er

(1 0 0 )

1 _ w? ® ‘

g/. . 0 prier (190)
o L . -

Nar vi nu skal bringe g'.. pa dimenéionslws form med en diagonal
skalatransducer B, skal vi samtidig s¢rge for, at determinanten
-af den afdlmen81onerede matrix g.. bliver -1. Det er kuh det
andet og det tredje dlagonalelement iB's 1 varlant som kan have
dimen51on, det f¢rste md vare 1, dvs. der er to skalaparametre
men kravet om, at determinanten af g.. skal vere -1 reducerer det
til én (forelgbig) fri parameter p. Vi.fors¢ger derfor med en
skalatransducer pa formen (jfr. (182)) ‘ - '

1 0 0)
0oL ol (191)
W B

0 0 cu)

Den: med B, afdimensionerede metrik er sd’ ogsa p- afhéﬁéfé)
men, som vi ‘snart skal se, er ikke alle verdler af p lige gode
hvis vi skal bestemme protensoren h. Forel¢big bruger vi formlen
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g/'} =Bp=‘gu-=BJ'- (192)

og dermed er den forelgbigt p-afhangige dimensionslgse metrik:

nmo o)
‘gp.-. = 0 p,z' p (193)
O B EZ_l - :

\ T

Ahvor
Iw :

T —_— (194)
p=Lo f

Vi har nu en situation, der kan klares med den tidligere
udviklede metode for todimensionale neutrale metrikker med
signaturen 0, for matricen (193) er jo effektivt todimensional;
vi behgver kun interessere os for den nederste 2*2 matrix, hvor
alle elementer er forskellige fra 0. Denne undermatrix skal sa
sammenlignes med (164), og vi ser straks, at det dér optradende
¢ md vare nul, da metrikken er reel. Af (166) far vi da, at der
m4 findes et 6, sdledes at den nzrliggende neutrale metrik og 1-

varianten af h er givet ved

1 0 0
G.. =h." =|0 cos® sin6
0 sin® -cosO

(195)

Vi md regne med, at 6 er noget bestemt, dvs. at 6 bestemmer p, og
ikke omvendt, for G er jo den narliggende neutrale metrik og
skulle helst vare uafhangig af en arbitrar skala. Nu traffer det
sig sd heldigt i dette tilfzlde, at der er ét bestemt valg af u
(som jo ma vare positiv), som direkte g¢r metrikken (193) neutral
og dermed identisk med (195), nemlig
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.
uw=4y1-B2 ~ 6 =arcsinp =

Skalatransduceren B, (191) med denne verdi af p indsat overtager
dermed rollen af den l-hermiteske transducer H i (163), dvs. vi
kan fastsatte O-varianten af protensoren i den dimensionerede
metrik g' til -

1 0 0 )
0 : 0 (197)
/ = =
Bl = (B =7 g
o 0 c*1-p?

Ved brug af (190) og have-reglen kan vi derefter bestemme 1l-' og
2-varianten af h'. vi indf¢rer en ahden dimensionsl¢s storrelse,

den relativistiske tids-forlengelses-faktor

Y = —— (198)
1‘—[3?

og finder sa:

(1 0o -0 ) (1 0 0 )
1 rP 1 cP
o = ZIPY = <P
h’." = Y c ; h!". = 0 Y ory (199)
0 cp _1 0 By _1
. Iy Y ) .\ .Y

De to h'-varianter er altsé ikke 1dentlske for en d1men31oneret
metrik, og de er heller ikke hermlteske hvad de naturllgv1s 1kke
kan vare, nar de ikke-dlagonale elementer har forskellig
dimension. S , - |

I ¢vrigt kan man let overbevise sig om, at 11 for den
,neutrale metrik (195) transformerer som en tensor med trans-
duceren B, og giver h' for den dimensionerede metrik. Det galder
i det hele taget for de spec1elle 1- hermlteske transducere H og
B, vi har betragtet i dette afsnit og brugt til konstruktion af
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h, at under dem transformerer h som en tensor. Denne transfor-
mationsegenskab g®lder imidlertid ikke for vilkarlige trans-
ducere, og derfor har vi kaldt h en protensor i stedet'for en
tensor. ) 7

Formlerne (163) og (183) viser, at h.. er en positiv
definit hermitesk matrix. For en dimensionslg¢s metrik betyder
det, at h.. har lutter positive egenverdier, o6g for den dimen-
sionerede metrik, vi lige har set pd, er h' dfﬁgonal ogihar kun
positive elementer.

For en dimensionslg¢s metrik haf vi tidligere vist (130):

(h..)2=A.. = (g..)% .~ (200)

og dette, i forbindelse med, at h.. er positiv definit, medf¢rer

at h.. kan udtrykkes som den positive kvadratrod af (g..)? eller

som "den numeriske vardi af g.." :

h.. =V(g. )% =lg..]| (201)

Denne formel muligge¢r en direkte bestemmelse af h.. som funktion
af g.. for enhver dimensionsl¢s metrik. Man skal blot finde en 1-
unitar metrisk transducer U, der bringer metrikken pa diagonal-
form g,..

gy.. =U*.'g..U . ~ g.. =U."gg.Uu. (202)
Det vil sa vere den samme transducer U, som optrader i (160),
altsé den, der diagonaliserer den nerliggende neutrale metrik G..

til standardformen G,.. , for G.. kan jo ogsa udtrykkes som

funktion af g.. ved brug af (201)

G..=h.' =h.g" (209

og alle hermiteske matricer, der kan udtrykkes som funktioner af
en bestemt hermitesk matrix, kan diagonaliseres ved samme 1-
unitare transformation. En funktion af en hermitesk matrix
bestemmes ved, at man fe¢rst diagonaliserer matricen, derpd tager
den pagazldende funktion af egenvardierne i diagonalen og til

sidst transformerer tilbage igen. For at bestemme h.. skal man
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altsd diagonalisere g.. med transduceren U som i (202), tage den
numeriske vardi af diagonalelementerne ' og derpa transformere
tilbage igen. Denne opskrift kan dog kun bruges for dimensions-
l¢pse metrikker; det har ingen mening at diagonalisere en matrix,
hvis diagonalelementer har forskellig dimension. '

Lige som l-varianten af h (eller 2-varianten, som jo er den
-samme for en dimensionslgs metrik) definerer en projiceret
metrik, nemlig den narliggende neutrale metrik G.., kan O-
varianten h.. definere en projiceret metrik g.,.. = h.. , som
kaldes den projicerede quasi-euklidiske metrik. Med "quasi-
euklidisk" menes, at denne metrik har en euklidisk standard-
metrik, idet egenvardierne af h.. er positive. At der er tale om
en projektion f¢lger af, at denne metrik vil have samme h.. som
den oprindelige; sd hvis man projicerer'én gang til pd& denne
mdde, far man det samme (jfr. (155)). ‘

De to transducere H og U, som tilsammen kan bringe en
dimensionslgs metrik pd standardform som i (160) og (161) kan
opfattes‘som indre egenskaber ved den givne metfik. Det er derfor
" nerliggende at definere dem som protensorer, alfsé som transfor-
mere med lignende fundamental status som toport o-samleren h. Vi
vil her indskraznke os til at se pé definitionen af H som
protensor. Vi indf¢rer derfor en transformer H', hvis l-variant
‘skal vare det samme som l-varianten af transduceren H. Da H' er
en endotensor og H en exotensor, vil de andre Qarianter af H'
vere forskellige fra de andre'varianter af H:

' L (204)
H'." =H." ; H..=H.'g..=H..G''g.. =H..A""h.. +H..

Vi indferer fglgende ikon "en halv o-samler" (jfr. (163))

Figﬁr 49 Protensoren H', den halve o-samler.
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Det er nu klart, at alle varianter af H' kommuterer med
alle varianter af g og h. Dvs. 2-varianten af H' er 1lig med 1-
varianten, og H' er selvdual. Af (132) fas s, at ikonvending af
den halve samler forer til den reciprokke af H', hvilket fo¢rer
til nedenstdende formel, der giver en anden begrundelse for valg
af ikonet, jfr. figur 27.

— = —— = —O

Figur 50 Ikonvending af den halve samler.

Hvis metrikken er neutral, g = G, er H' = h = §, dvs. den halve
samler er identisk med den hele toport o-samler og behgver ikke
noget specielt ikon.

Hvis vi kaskadekobler to halve samlere, far vi ikke en hel

samler, for

(§'.")2 = (H.")2=h..A"" =h."A." (205)

hvilket kan fremstilles ved ikonformlen (jfr. figur 35)

—¢— O—H

Figur 51 Kaskadekobling af halve samlere.

5
NN

For quasi-euklidiske metrikker (som har euklidisk stan-
dardmetrik) er h = g, sd den hele toport o-samler kan undvares,
men protensorerne H' og A er ikke-trivielle.

Spprgsmalet, hvordan disse lovmessigheder kan formuleres
for dimensionerede metrikker, vil vi indtil videre lade sta
abent.
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Teksten har indtil nu -indeholdt adskillige .eksempler pa
ikonformlér, hvori der forekommer to eller flere energibands-
grafer med 1lighedstegn imellem. Eksempler p& sddanne formler
findes i figurerne 27, 30, 35, 36, 39, 43, 44, 50 og 51. Vi skal
her is®r interessere os for ikonformler, hvor to toporte optrader
med ef lighedstegn imellem. Hver enkelt af de to toporte er sa,
med Peirces nomenklaturh'et rheme, dvs. et enkeltstdende "ord",
som i tegnklassifikationen har et 1-tal pa intérpretantens pladé
(3. plads), dvs. rhemets mening er potentiel, det enkelte ord
siger ikke noget, men ndr ordene kades sammen efter bestemte
sprogregler, opstar der prdpositioner eller udsagn (dicitegn),
som er satninger med mening, der har et 2-tal pd interpretantens
plads. Lighedstegnet er i ikonformlerne det bindeled mellem de to
grafiske rhemer, som skaber et udsagn. o

Ser vi pd en formel, der satter lighedstegn mellem to
transformere, t, og t,, kan vi kaskadekoble en ny transformer t,
pd begge sider af lighedstegnet, og p& den made kan vi gg¢re den
samlede transformer pd hgjre side til en enhedstransformer. Dette
giver oé sd& lov til at bukke de to ender af den venstre toport
sammen. Den lukkede struktur, der.opstér, ndr en toport "bider
sig selv i halen", kalder vi en. sep. Ordet betyder formentlig en
separator, da det er en 1lukket kurve, der"adskiller omradet
indenfor fra omradet udenfor, . ndr den tegnes i en plan, som pa
havdelsestavlen (the sheet of assertlon) i Peirces loglske spil

"eksistentielle grafer". i .

N&r seppen er dannet, behgver vi ikke’ lighedstegnet
lengere. Seppen er et udsagn, pracis lige som den oprindelige
ligning, sd ved at vi lader transmitteren bide sig selv i halen,
haver den sig en tegnklasse op, fra 1 til 2 pa 1nterpretantens
plads, fra rheme til dicitegn. '

En sep havder noget om de indgdende komponenter, Og seppens
eksistens er bevis for den péstand,_den'havder. Den danner sin
egen lukkede energikreds, som. intet kan forstyrre. Hvis . der
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forekommer en toport samler i en sep, kan man ikke tilfepje en

tredje port til samleren, for det vil bryde seppens integritet.

/t\ = /t]

S 2|

Figur 52 Dannelse af en sep (jfr. figur 34 og (132)).

Hvis man skriver samme tensorsymbol i transformerikonerne
i en sep som pa figur 52, hevder man dermed, at den pdagaldende
tensor (transformer) er selvdual.

Peirces eksistentielle grafer er en slags spil, der har til
formdl at afklare meningen med logiske udsagn. Vi skal her kun se
pd den simpleste version, kaldet a-graferne, der handler om
simpel udsagnslogik. I B-graferne indfgres bond-grafer til
relationslogisk analyse af satninger, og i y-graferne indf¢res
kvantorer som eksistens- og al-kvantor. Spillet gar ud pa, at en
deltager fremsatter en havdelse p& den dertil indrettede
hazvdelsestavle. De andre deltagere md sd forsgge at gendrive
eller validere havdelsen. Hvis en havdelse kan vises at vare
forkert, vil det medfgre visse sanktioner mod den, der har
fremsat den. Den forkerte havdelse md sd ikke viskes ud, men skal
indrammes af en sep, hvorved den afskares fra resten af havdel-
sestavlen. En godkendt havdelse md derimod godt viskes ud,
hvilket svarer til, at den skubbes va&k fra den centrale (synlige)
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del af tavlen, hvortil den sd eventuelt senere kan hentes

tilbage.

Figur 53 Havdelsestavlen.

Den simpleste type af sep tegnes som eﬁ lJukket kurve, men
det er ikke en kurve i sadvanlig matematisk forstand, hvilket
‘Peirce ogsd gjorde opmerksom pa. Vi vil opfatte den som et
energibdnd, der lukker sammen i sig selv, og derved rammer vi
ogsd 1 det vasentlige Peirces opfattelse. Et energibdnd &ndrer
ikke karakter ved at vi tillader det at krydse sig selv, for en
sddan overkrydsning er uden fysisk betydning, nadr der ikke er en
samler. Et energibénd, som ser ud som en Kkurve med:dobbelt-
punkter, har ikke rigtige dobbeltpunkfer og er derfor i topolo- .
gisk forstand det samme som et cirkelformet band. Hvis ,Vi
forsyner energibdnds-seppen med struktur i form af indbyggede
topor;e;Asom i et af eksemplerne pa figur 53, har?den stqdig-
samme logiske funktion som en simpel sep: den afgraznser en:del
afhavdelsestavlen fra resten; sad den kan bruges til at indkredse
forkerte pastande som "2+2=5". | ,

En struktur med en sep inden i en anden sep, kaldes af
‘Peirce for en scroll. Vi ser en sddan pa figur 53, hvor der i den
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yderste sep star sztningen "det regner", og i den inderste "gaden
er vad". Dette skal opfattes som den hypotetiske betingelses—”
setning "hvis det regner, sd er gaden vad". Den yderste sep
afgranser et hypotetisk univers, hvor man har lov at formulere
pastande, som ikke kan sta for sig selv pad havdelsestavlen, der
kun vedrgrer det aktuelle univers. Péstandeh 1 den inderste sep
skal s& opfattes som konsekvens af hypotesen ‘i den yderste.
Hvordan kan denne opfattelse forenés méd réglen om, at en sep
bruges til at afgr®nse forkerte pastande? Satningen "det regner"
er jo ikke ngdvendigvis forkert.

For at forstd dette indfgrer vi en ny konstruktion, en
blot. En blot er en sep, hvis indre er helt fyldt ud, sa der ikke
kan skrives noget. Det skal opfattes som et hypotetisk univers,
hvor "alting gazlder", enhver havdelse er i forvejen fremsat. Hvis )
vi inden i en sep har satningen P og en blot, som pa figur 54,
kan det lases som "hvis P er sand, sa er alting sandt", og det er
jo det samme som at sige, at "P er falsk". Vi kan sd lade blotten
flyde sammen med seppens inderste rand og gradvist sng¢re den
sammen, sd den til sidst er en spids og helt forsvinder. Vi star
sd tilbage med en enkelt sep, indeholdende sztningen P, og

betydningen af dette md altsd vere "P er falsk".
Figur 54 Seppen som negation.

Med denne udlegning bliver den hypotetiske betingelsessatning
"hvis p, sa q" til det samme som en materiel implikation, der i
den formelle Booleske logik udlagges som "enten er p falsk, eller
ogsd er q sand, eller begge dele". I formelsprog:
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l) = cz’ = —ug \/ CI A (206)

Nar seppen opfattes som en benagtelse af det, der star indeni,
kan vi oversatte betingelsessztningen pd. figur 53 til "det er
usandt, at det regner, og at gaden ikke er vad". Ordet "og"
antyder en logisk konjunktion, der i formler udtrykkes med tegnet
A, modstykket til en disjunktion, der betyder "eller" (et
inklusivt "eller", der indbefatter muligheden "bade og") og
betegnes med V (jfr. (206)). Negationen af en konjunktion mellem
to udsagn er en disjunktion af negationerne af de to udsagn, s&

for den materielle implikation har vi
ﬂ(p/\ﬂq) = ﬁqu = p=q (207)

Ndr to eksistentielle grafer optrader uafhangigt af hinanden pa
hevdelsestavlen, f. eks. satningerne "Rundetdrn ligger . pa
K¢bﬁagergade" og "Bornholm er eh klippeg¢" pad figur 53, kan den
ene fjernes, uden at meningen af den anden andres. N&r de.begge'
optrader, er den samlede havdelse af dem“identisk med hevdelsen
af deres logiske konjunktion. P& den made kan vi oversatte
traditionelt formulerede kombinationer af udsagn fra.den Booleske

algebra ved hjelp_af diverse sepper, som vist nedenfor. .

GJolNcXc

® Q9

P XOR q P =q ,

Figur 55 Logiske kombinationer af sat-
ningerne p og q: disjunktion (inklusivt
eller), hverken eller, eksklusivt eller,
2kvivalens (biimplikation).
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Algebraiske manipulationer med logiske udtryk svarer sa til
topologiske ®&ndringer af de eksistentielle grafer efter bestemte
regler, der kan udledes af det foregdende, sdsom:

Hvis en sep indeholder én anden sep, og omrddet imellem dem
er tomt, kan begge sepper fjernes.

En blot inden 1 en sep kan fjernes, idet den opsuges af
seppens indre rand (jfr. figur 54).

Peirce regner ikke seppen for en eksistentiel graf, fordi
den er uden struktur og derfor ikke hzvder noget. Nar vi udvider
begrebet om en sep til at omfatte lukkede energibdnds-kredse med
indbyggede toporte, bliver seppen til en graf, der havder noget
om disse toporte, og havdelsens gyldighed vil i nogle tilfazlde
afhange af, at en symbolsk relation er opfyldt. Lad os se pa
nogle eksempler, som alle vil kunne udledes af de foregaende
kapitler.

Q &

e <
Q ©
o—<

Figur 56 Eksempler pd ubetingede sepper.

Alle disse eksempler er sikre, eller ubetingede, fordi de kan

udledes af energibdndsformalismens axiomer uden yderligere
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antagelser. Bortset fra den f¢rste, som er en definition af
‘enhedstransformeren, er de imidlertid ikke trivielle, og de kan
betragtes som teoremer. Lige som den simple sep er deres
eksistens fastsldet, ndr man har indset teoremernes gyldighed.
Hvis man indeslutter en sddan sep i enJanden ubetinget sep, vil
begge sepper annihileres. _ o |

En betinget sep er kun en sand havdelse, hvis en eller
anden symbolsk relation mellem de indgdende toporte er opfyldt.

<

Eksempelvis er seppen

4

Figur 57 En betinget‘sep.

kun sand, hvis t er selvdual: tA= t. En sadan sep er altsa
usikker og 4&ben for verifikation eller faléifikation. Den
havdelse, den fremsztter, he¢rer til pad ydersiden af seppen, hvis
det er en sep. Hvis betingelsen for seppens eksistens skrives
inden for kredsen, fremkommer en selbmodsigende:péétand, for hvis
betingelsen er opfyldt, er krédsen.éh egté‘sep, som benzgter;,
hvad der stdr indeni. En ekstra sep uden om kan gore det til en
gyldig pastand, men de to sepper er sa overfledige, péstanden t

= € kan st& alene, eller man kan ngjes med den ene sep, figur 57.

t er Selvdual

Eigur 58 En selvmodsigende og en redundant graf.
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Peirce navner i sin anden Lowell lecture fra 1903, at han
har varet fyrre 3r om-at udvikle de eksistentielle grafer som
med sine B- og Y- grafer er et langt mere indviklet spil, end de
her antydede 1ndledende ‘beskrivelser af a—graferne kan antyde
(selv om energlbénds sepperne giver det en ny dimension, som
Peirce ikke havde med) Den anden Lowell lecture som det
'f¢lgende citat er fra er &t af flere ufuldstendige brudstykker
om graferne samlet i Carolyn Eiseles 4 binds vark "The “New
Elements of Mathematics by Charles S. Peirce". I den hyppigst
citerede samling af Peirce manuskripter "Collected Papers" er
mange matematisk pragede papirer blevet udeladt af udgiveren,
religionsfilosoffen Charles Hartshorne,—hvilket matematikeren
Carolyn Eisele s¢gte at rdde bod pd med "New Elements", som dog
ogsd virker ufuldstaendig med hensyn til de eksistentielle grafer,

af Peirce selv betegnet som hans "hovedvark". Citatet lyder:

"Before beginning, let us distinctly recognize the purpose
which this system of expression is designed to fulfil. It is
intended to enable us to separate reasoning into its smallest
steps so that each one may be examined by itself. Observe, then,
that it is not the purpose of this system of expression to
facilitate reasoning and to enable one to reach his conclusion in
the speediest manner. Were that our object, we should seek a
system of expression which should reduce many steps to one; while
our object is to subdivide one step into as many as possible. Our
system is intended to facilitate the study of reasoning but not
to facilitate reasoning itself. Its character is quite contrary
to that purpose.”

P34 lignende made kan man bem®rke, at formdlet med energi-
‘bandsteknikken ikke er, at gore modelopstilling for fysiske
systemer lettere, men snarere at fremvise den semiotiske logik,
der er fzlles for fysiske teorier, hvadenten de hg¢rer til de

klassiske eller de moderne discipliner.
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RT rtikel- lektr namik.

Dynamikken i den .specielle relativitetsteori (SRT)
refererer til inertialsystemer, som antages at have en universel
metrik. Rumlige koordinater og tider fastlagges ved hjalp af
standardmdlestokke og standardure, som antages at vere upadvirkede
af stress og temperaturandringer.'Det rumlige koordinatsystem er
af den sadvanlige treretvinklede type med lige lange enheder pa
.de tre akser. Hvert punkt i dette koordinatsystem har sd et
entydigt sat af tre koordinater, som er udmdlt med standard—
malestokke, og vi kan tanke os, at der i visse javnt fordelte
referencepunkter opsazttes skilte med koordinatverdierne pé—
skrevet. I hvert referencepunkt skal der desuden vare et
standardur, kOordinéturet,og urene skal synkroniseres ved hjelp
af lyssignaler, eller signaler af en hvilkensomhelst anden*type,
hvis udbredelseshastiéhed kan antages at vere uafhangig af'fid,
sted og retning. , ' . . '.‘ '

En omrejsende partikel kan vi forestille os som et ruﬁskib,
der medbringer sit eget standardur. Skibsuret mdler partiklens
egentid, T, som bruges til at ordne begivenhederne i partiklens
(skibets) historie. Kaptajnen'kan indfgre i sin logbog: "K1. 12,
skibstid, passerede vi referencepunktet (1,2,3), hvor koordina-
turet viste 13." . ) :

Hvis de rumlige koordinater kaldes x, y og z, og koordi-
nattiden t, kan vi definere partiklens contravariante hastig-

hedsvektor som

dr T dr ! —?i—f" ~ dt

I R - AP T R - U DY
Lige som i kapitel 7 kan vi sd argumentere for, at den metriske
tensor .vil vare ‘diagonal med 1 pa de tre forste pladser og - c 2
pd fjerde plads, hvor ¢ er en naturkonstant med dimensionen
hastighed. Vi kan afdimensionere metrikken ved at definere

contravariante koordinater som
X'=x ; X*=y ; X*=2z ; X*=ct (209)

Den contravariante hastighed er da defineret som
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U = Ci){' (210)

og metrikken har standardformen

(1 0 0 0O)
010 O
G.- =G.. — (211)
O 01 O
\0 0 0 -1/

Ligning (210) ligner relationen mellem en o-level og en x-
rate fra den simple energibdndsformalisme. Vi vil derfor indfogre
et o-lager, som skal indeholde den contravariante koordinatvek-
tor. Dette lager skal vere cyklisk, dvs. det md ikke fordrsage
nogen spe&nding i det tilsluttede band, hvor det som input har den
contravariante hastighed. Vi vil i f¢rste omgang satse pa& at
beskrive en fri partikels bevagelse i et inertialsystem, s& der
md ikke vare nogen tilbagevirkning fra koordinatvektoren til de
forhold, der bestemmer partiklens hastighed.

0 v 10
| > X

oo

Figur 59 Koordinatvektor som cyklisk o-level.

Den contravariante 4-vektor, vi nu kalder partiklens

hastighed, 4-hastigheden, md selvfglgelig ikke forveksles med

dx dy dz, :C(Ul U@ U3)

’ ' ’ ’ 212
dt’ dt dt Ut Ut Uyt ( )

v =




127

den tredimensionale hastighed. Hvis partiklen ligger stille i
inertialsystemet, har vi

Ut=U?=0=0 ; U'=c (1

Normkvadratet, dvs. 4-hastighedens skalarprodukt med sig selv er
altsd (ingen grund til kbmplekskonjugering, alt er reelt)

(214)

U'G..U = -c?
Hvis partiklen har S—hastigheden V , skal normkvadratet vare

det samme. Partiklen vil jo sd ligge stille i et inertialsystem.
S', der beveger'sig med hastigheden »V i forhoid til det

oprindelige system S. Overgangen mellem de to inertialsystemer,
som begge‘har metrikken (211), er en metrikbevarende kbordinat-
" transformation, altsd en metrisk uniter transformer“M, og en
sddan vil bevare alle:skalarprodukter, og'derméd bgsé normkvadra-
tet af hastigheden. For to vilkadrlige 4-vektorer v og wvog deres

metrisk unitart'transformerede'udgaver v' og w' har vi jo
M*t =M - -V’iﬁ(v’i 2 Mijvaikyk = vaM*iji{‘wk'= viw, (2}5)

Vi far derfor af (212) og (214):

) .
(UY)2 + (U?)2 + (U3)2 - (U%2 = (U4)2 Lz __1] = -c?

’ ‘ c S

(216)
. 1 4

. = U4 = ____C — = 'YC ; U‘.= ____—V = ‘YV"

_ vZ. L . _ v '

\Jl X e

Vi har her valgt den positive lgsning for U*, som jo skal have
verdien c fof v=0. Endvidere har vi indfert Mellers konventibn,
at graske indices (her L) lgber fra 1 til 3, medens latinske
indices 1gber fra 1 til 4. Den tredimensionale vektor (v',v?,v*)
er altsd partiklens normalt definerede hastighed i forhold til
inertialsystemet (v,,v,,v,). Endelig-har vi igen indfert for-
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kortelsen y for den relativistiske tidsforlengelsesfaktor, som i
(198). - Denne faktor kan nu ses i sit rette-lys, for den angiver
jo forholdet mellem koordinattidens og egentidens tilvakst (jfr.
(208)7097(210)), og da den er storre end;1, beskriver den det
forhold,- at det til partiklen knyttede;*standardur, set fra
inertialsystemet, synes at gd for langsomt. Omvendt kan man ikke
sige,'af'ioordinaturene set fra partiﬁieﬁs synspunkt gar for
hurtigt,:for det er jo ikke et bestemt koordinatur, der indgar i
definitionen af 4-hastigheden U, men det ur, der er lige ud for
partiklen, dvs. det er hele tiden et nyt ur, ndr partiklen
bevager sig. Det enkelte koordinatur, set fra partiklen, gar lige
sd meget for langsomt som partiklens ur, set fra inertialsy-
stemet, for situationen er fuldstandig symmetrisk; vi kunne lige
sd godt benytte et inertialsystem, der (momentant) ligger stille
i forhold til partiklen, og betragte koordinaturet som en
partikel, der bevager sig med den modsatte hastighed i forhold
til dette inertialsystem, og det vil give samme tidsforlzngelse,
da y er ubergrt af fortegnsskift pd hastigheden. Forklaringen pa4,
at koordinattiden, set fra partiklen, lgber forud for partiklens
egentid, md altsd vare, at koordinaturene ikke synes at vare
synkroniserede. Den i S anvendte synkroniseringsprocedure, som
bygger pd, at lyssignaler har samme hastighed i alle retninger,
forer ikke til synkronisering, set fra partiklens system S', for
hvis alle inertialsystemer er lige gode, m& en iagttager i S'
mene, at lyshastigheden i dette system er den samme i alle
retninger, og sd kan den ikke vare det i S.

Lad os nu se lidt ngpjere pd de metrisk unitzre transfor-

mationer, der definerer overgangen fra et inertialsystem S til et

andet system S', der bevager sig med hastigheden Vv i forhold

til S. Lad os i f¢rste omgang for nemheds skyld antage, at de to
koordinatsystemer har parallele akser, og at hastigheden v af S'
i forhold til S gdr i den positive x-akses retning. Vi kan da
npjes med at se pd den ene rumlige koordinat x og tidskoordinaten
t, sdledes at transformationstensoren M kan beskrives ved 2%*2
matricer. Vi vil endvidere antage, at de to koordinatsystemers

begyndelsespunkters sammenfald sker samtidigt med, at begge
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begyndelsespunkters koordinature viser 0. Vi kan da regne med, at
den samme linezre transformation M, der transformerer energi-
bandsvektorerne, ogsd transformerer koordinaterne:

gt =M .U = X" =M .X
M4, M4,

(217)

ct

Nar vi sdledes har indskraznket os til 1-4 underrummet, er
metrikken G.. givet ved o0,. De metrisk unitare transformere, som
kan komme pad tale, md have determinanten 1 af deres 1- og 2-
varianter, for hvis hastigheden v er 0, skal disse matricer vare
enhedsmatricen. Determinanten af 1- eller 2-varianten af en
metrisk uniter og reel transformer kan kun vere 1 eller 41; fordi
. ‘ Cy 1 (21
det (M'.) = det(M*'.) =det(M1".) ((218)

og da matricen skal kunne genereres ved kontinuert @ndring af
enhedsmatrlcen kan determlnanten kun vare 1 Vi har da. '

\

M, M41\", ML, -M4)

Ml4 M4-4/ _Ml4 M44 (219)

1}

=M1,

dvs.

MY o= M, AN MY, =‘M41 A M11M44 - M,M4, = 1 (220)

og derfor kan M udtrykkes pd formen (jfr. (149))

M". = L(ii )

_ [coshy sinhx) (25if
~ \sinhy coshy

St¢rrelsen X er parameteren for den L1e gruppe som hedder
den spec1e11e Lorentz- -gruppe. Hvis v = Oer x = 0. Desuden ses,
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at den til (221) reciprokke matrix fds ved at indsatte parameter-
verdien -¥. Hvis vi fgplger begyndelsespunktet i S', er x' = 0 og
X = vt, og vi fadr da af (217) og (221):

0 i'éoshx vt + sinhy ct = tanhy = ——g (222)

Med betegné}sén;y fra (221) (y = coshy) finder vi da udtrykket

for den SpeCielle Lorentz transformation:

x! = y(x-vt) ; t/'= Y (t - —}ﬂ’) (223)

Den specielle Lorentz-gruppe (221) er kommutativ (Abelsk)

og har igvrigt den pane egenskab, at

L(xy) "-Lxy) "+ =Ly, +x,) . @29

Da protensoren h = § for standardmetrikken, har vi:

o) ', =8 "L(x)."6.. =L(x). =L(-x) . =Ly . (225)
hvoraf vi far det maske 1lidt overraskende resultat, at den
metrisk unitere transformer L(Yx) er ikonsymmetrisk (jfr. (133)).

Egenskaben (224) antyder, at Lorentz matricen (221) ma
kunne udtrykkes ved hjalp af en generator L og parameteren 7% pa
formen

L(y) . =exp(xL'.) = E XL .)” (226)

!
n=0 s

denne formel vil passe, hvis generatoren er givet ved

. 01 (227)
L . =0, = 10
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En generator for en l-parameter Lie-gruppe defineres i
almindelighed som i (226). Sammenhengén mellem hermitiéitefs-
egenskaberne af generatoren og den gehererede Lie-gruppe kan
opsummeres som felger (bevis overlades til laseren):

Hvis generatoren er 1-/metrisk hermitesk, er gruppen 1-
/metrisk hermitesk. '

Hvis generatoren er 1-/metrisk antihermitesk, er gruppen 1-
/metrisk uniter. | I "
For den specielle Lorentz-gruppe er generatoren l-hermitesk og
metrisk antihermitesk, sa gruppenA er 1l-hermitesk og metrisk
uniter. V ) |

Da alle medlemmerne af Lie-gruppen har determinanten 1, ma
det g®zlde, at sporet af generatoren, dvs. .summen ‘af dens
diagonalelementer, er 0. Vi kan nemligvomSkrive.(ZZG) til |

_ . | . . n
L(x) . =1lim (1 + X", (228)
(1idt sjusket tillader vi os nu at skrive 1 i parantesen, hvor
der egentlig skulle std enhedsmatricen). Vi far derved

j

det [L(x) .1 = lim [det(l " _X.L )]" .

n-

(229)

lim (1 + lsp(L .) * O(%))n =vexp[x sp(L’ -)’]

e

- Vi kan udtrykke (228) med diagrammet

n
= lim . @/ )

N —oo

Figur 60 Lie-gruppe element og generator.

I almindelighed kan man ikke regnelmed at en saledes genereret
metrisk uniter transformer er 1konsymmetr1sk Generatoren L for

Lorentz gruppen er ikke 1konsymmetr1sk.
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Af (222) og (224) kan vi udlede den relativistiske lov for
addition af hastigheder. ‘Hvis vi har endnu et inertialsystem S'',
som bevager sig med hastigheden w i forhold til Sf (stadig i den
positive x-akses retning); sd kan overgangen fra S' til S''
beskrives med en til (221)'svarende metrisk unitér—transformer,
hvis parameter %' er givet ved w ligesom )X er givet ved v i
(222). Overgangen fra S til S'' er sd ifglge (224) givet ved
parameteren y + %', sd hastigheden af S'' i forhold til S md vare

~c tanh(y + y/) = YL * ¥
1 + LW (230)
o2

En-‘konsekvens af denne formel er, at man aldrig ved successiv
addition af smd& hastigheder kan komme op pd& hastigheder stg¢rre
end eller lig med c.

Vi har hidtil kun set pd en speciel type af Lorentz
transformation. Lad os nu forsgge at beskrive den samlede gruppe.
Lorentz gruppen beskriver alle mulige metrisk unitare transfor-
mationer fra et inertialsystem til et andet, sd den indbefatter
ogsd sadvanlige drejninger af det treretvinklede koordinatsystem,
uden at systemerne bevager sig i forhold til hinanden. Sadanne
transformere har ingen matrixelementer, der blander de rumlige og
de tidslige komponenter af en 4-vektor, og de vil derfor vare 1l-
unitzre (eller 2-unitare, hvilket er det samme) samtidig med, at
de er metrisk unitare. F.eks. vil en drejning pd vinklen ¢ om z-

aksen svare til transformationsmatricen

(cosp sind O O)

_ -sin¢g cosd 0 O
D¢ . = IR e
\ 0 0 0 lJ

Dette er igen en l-parameter Lie-gruppe, hvor alle medlemmerne
har determinanten 1, og lige som f¢r kan vi frembringe den med en
generator, der har sporet 0. En sadan generator skal sd vare 1-
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antihermitesk, for at den kan vare metrisk antihermitesk, da den
kun vedrgrer de tre rumlige koordinater. Den frembragte gruppe er
sd& bade 1l-unitar og metrisk unitar. Det er nemt at fiﬁde

generatoren. Vi har nemlig:

0 100 '
-1 000
Dz = =
0 00O
0 00O | (232)
-1 0 00
0 -100
D, .)? = ; D, .)3=-D
(D,".) 0 0 00 ,(z). 2
0 0 0O )
og. dermed
R °°(¢Dz')n_
exp($ D, .) =,§ = =
(233)

—~

n=0

b (-1)7 p2a*? L —' had (_;l)zjn S
. +(E (2n+1) ! )Dz ' (E (2n)!)(Dz")

(Vi skriver nu igen 1, hvor der burde‘sté enhedsmatricen G . ).

Tilsvarende kan vi angive generatorer for drejninger om x-

aksen og y-aksen. De to andre drejningsgeneratorer er

0O 0 0 0) 0O 010
o 0O 0 10 ) 0O 00O (234)
D . = ; D . =
X 0 -100 y -1 000
0O 0 0O O 00O

og vi har kommutator-relationerne (index prikker udeladt)

p, = [D,D,] ; D,=1[D,D) ; D,= :[b:x_'Dy] (235)

y
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Ved hjzlp af disse tre drejningsgeneratorer for de tre
koordinatakser kan vi danne en generator for drejning om enhver

enhedsvektor .
Dy =nD, + nD, +n,D, (236)

Enhedsvektorens retning beskrives ved to parametre, f.eks. langde
og bredde p& enhedskuglen. En drejning pd en vilkarlig vinkel ¢

om enhedsvektoren frembringes sd som
D;(¢) = exp(PD;)  (237)

P4 denne mdde genereres alle mulige rumlige drejninger af det
stive koordinatsystem som en treparameter Lie gruppe.

Ser vi nu pd de egentlige Lorentz-transformationer, hvor
det ene inertialsystem bevager sig i forhold til det andet med
akserne parallele, sd kan vi pa tilsvarende made finde tre
generatorer, der beskriver bevagelse i retning af x-, y- og z-
aksen. Vi har tidligere set pd den forste af disse generatorer,
men nu skriver vi dem alle ud som 4*4 matricer (underforstaet, at

det er 2-varianterne):

0001 00O00O0 00O00O
S P 4 I (S S I
1000 0100 0010
Disse har kommutator-relationerne
(L. =D, ; I[L,L,) =D, ; I[L, L] =-D, (239)

L-generatorerne har en vektorkarakter ligesom D'erne. Vi
kan lave et skalarprodukt af (L,,L,,L,) med en enhedsvektor
(rh,n,,nz) lige som i (236) og derved konstruere en generator for
bevaegelse i retning af denne enhedsvektor, sd en vilkarlig
Lorentz transformation uden rotation (akseparallel bevagelse) kan
laves efter opskriften
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Lz(x) = exp(xL;) (240)

In

1

Hvis vi sammensatter to Lorentz transformationer uden
rotation, som gdr i forskellige retninger, sd vil det vise sig,
at den resulterende transformation ikke er en Lorentz transfor-
mation uden rotation. Med andre ord: selv om det andet koordinat-
system har akserne parallele med det fo¢rstes, og det tredje med
det andets, s& vil det tredje koordinatsyStems akser ikke vare
parallelé med det forstes. Dette faznomen, der er kendt som Thomas
precessionen (se f.eks. Mpller), hénger sammen med, at kommuta-
tor-relationerne mellem L'erne (239) inddrager D'erne. ”
A De 6 generatorer, som nu er beskrevet, udspander tilsammen -
rummet af metrisk antihermiteske 4*4 matricer. Den samlede gruppe
af egentlige Lorentz transformationer (som har determinanten 1)
kan derfor defineres som en 6-parameter Lie gruppe ved konstruk-
tionen '

L(byi by b,rXsr Xyr X)) = exp(K) , hvor
K = d)xDx +é,D, + &,D, + x,L, + XyLy + XL,

(241)
Hermed har vi skitseret den grundlaggende kinematik i SRT.

For at behandle dynamikken‘i;en partikels bevageise, ma vi
diskutere, hvad en kraft er, og hvordan den andrer partiklens
hastighed. I energibandsbeskrivelsen af klassisk (ikke-relati-
vistisk) dynamik reticuleres Newtons anden lov ved hjalpAaffet
lineart x-lager med en inertans, som er partiklens masse, en x-
level, som er partiklens impuls, og et spandingsinput, som er
kraften pa partiklen. Strgmoutputtet fra x-lageret er partiklens
hastighed.Den simplest mulige generalisatioq af dette billede til
SRT ga&r ud pd at benytte samme reticulation i den firedimensiqnaJ'
le vektorbdndsformulering. Vi md derfor starte med at definefé et
lineart x-lager for generelle vektorband. o '

Et lineart lager ‘har en energi%unktion, som er kvadratisk
i level-variablen, og outputtet fra lageret bestemmes i;ed
differentiation af energifunktionen med hensyn til m;e?el-
variablen. .Input rate til et x-lager er en spandingsvektor, som
er den tidsafledede af x-levelen. Hvis vi lader spandingen
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(kraften) vere covariant, sd md x-levelen (impulsen) ogsa vare en
covariant vektor. Den afledede af den skalare energifunktion med
hensyn til impulsen, altsd outputstrgmmen (hastigheden) vil sa
vaere contravariant. Hvis vi kalder impulsen for P. , .energifunk-
tionen €(P.) og kraften F. , har vi jo

4
oe oe i L |
o= = w = UiF. (242)
. 30,7 " X 3p a ;

1

hvor w er energistrgommen ind til lageret, som jo er en skalar,

der udtrykkes som en sum af produkter af de covariante speaen-

dingskoordinater med de contravariante str¢mkoordinater.
Sammenhazngen mellem energifunktionen og outputstr¢gmmen for

det lineare lager er sa

e(p.) = Lpg-p |
2m } (243)
U':.@ﬂ-ig"p_:lp'
oP. m m

For en fri partikel er kraften 0, og vi kan benytte

fplgende reticulation

Figur 61 Fri partikel.

Vi har set, at partiklens 4-hastighed er underlagt den
restriktion (214), at dens normkvadrat skal have vardien - c2.
Hastigheds-4-vektoren er bundet til en hyperflade i 4-rummet, som
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‘kaldes en pseudokugle med ligningen (214). Det er derfor ikke
muligt at addere 4-hastigheder for partikler med brug af o-
samlere; hvis man g¢r det, vil den resulterende stromvektor ikke
kunne fortolkes som en mulig partikel 4-hastighed. Vi kan
konstatere, at multiport o—samlefe ikke kan forekomme i den
relativistiske partikeldynamik. (Dette gaelder dog kun for de
firedimensionale vektorbdnd. Hvis vi reticulerer ud p& lavere
dimensionale band, f.eks. laver en skalar udgave af en Lorentz
transformer, vil der selvfgplgelig forekomme o-samlere.) Derimod
har x-samleren en vigtig funktion i dynamikken, hvilket antydes
af, at der forekommer en toport x-samler i  figur 61. Hvis
partiklen ikke er fri,ldvs. hvis den er pdvirket af en kraft, mad
denne komme ind i billedet via en tredje port pd x-samleren.

L U”

"Figur 62 Partikel pavirket af en kraft.

Af (243) og (214) finder‘vi fplgende udtryk for x-lageréts
energifunktion 4

€e=-mUG..U = -Zmc? (244)

Denne lagringsfunktion er altsd noget helt andet end det, vi
normalt forstdr ved partiklens energi. Hvis partiklens masse er
konstant, md € beholde den samme konstante vardi. Udtrykker vi €

ved den contravariante 4-impuls, far vi
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_ 1 4. - _ 1 (=2 4y21 (245)
€ = —P' G..P = — - (P ]
> > (D (P*)

Af dette udtryk, hvor vi har indfert 3-impulsen, der for sma
hastigheder er det samme som den Newtonske impuls, finder vi

p* = J/m?c? + B2 =

2 246
mc,|1 + y2 L = € = ymc ( (240)
c? 2
1 - —
C?z

Denne st¢rrelse kan sa identificeres som partiklens energi E,
divideret med c. Udtrykket for E og dets r®kkeudvikling for sma
hastigheder giver nemlig

2
m
E = cP% = ¢ =~ mc? + %mv2
L 2 (247)
2
c

altsd det velkendte Einstein udtryk for partiklens hvileenergi
plus den sadvanlige kinetiske energi.

Da lagringsfunktionen € skal vare konstant (for konstant
m), md skalarproduktet af str¢gm og spending i det nytilkomne band
pd samleren i figur 62 vare nul. Vi har derfor

A
F4 - = FAU = _iFAV)‘ = —_j;gg (248)
C74 C C CiT

Kraftfeltets arbejdshastighed er sdledes

dE _ dEdt _ —l-FAVA (249)
dt

dt dt Y

hvilket tyder pd, at Newton-kraften er givet ved de tre forste
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komponenter af 4- kraften divideret med tidsforlangelsesfaktoren
Y. Vi har jo ogsa: ' '

ap, d(y V) ‘ dv, F, dy
— b =g A = = —r = 2 _ (250)
ar " ar i T y ™igg

hvilket viser, at i det ¢jeblikkelige hvilesysteﬁ hvor v, er
nul, og hvor koordinattiden f¢lger partiklens egentld gazlder
Newtons anden lov, hvis kraften er F, /Y.

Lad os udregne partiklens bevagelse, ndr den starter fra
hvile i nulpunktet til t = t = 0 og er padvirket af en konstant
kraft, dvs. ndr den har en konstant acceleration i forhold til
sit ¢jeblikkelige hvilesystem. Vi far - ‘

1 dp _ d(yw)

a, = m & - T ar

(251)

Hvis kraften og accelerationen a gdr i x aksens retnlng, far vi
for hastigheden v’ i x—retningen.

v at

1
jAl]
o+
!

V= — _
> .. 2 X .
e e
. ' c - | c

Det ses, at hastigheden gar asymptotisk mod ¢ for t > . Ved

(252)

yderligere integration finder vi x som funktion af egentiden:

< at
(o
2 . 2 2 :
5 = € f udu _ c \Jl +(at)__ - 1] (@253

Grafen af x som funktion af t er en hyperbel med linjen X = Cct
som asymptote.

Den simpleste'relativistiske kraftlov svarer til en linear
l-port koblet til samleren pd figur 62. Da energifunktionen for
lageret skal vare bevaret, md denne l-port vare metrisk antiher-
mitesk, dvs. den ma vare en gyrolzk, jfr. figur 38. Som vi skal
se, kan en ladet partikels bevegelse iet elektromagnetlsk felt
beskrives pé denne made.
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N F. P* /1 0 U o~
P. — ——— > X"

Figur 63 Bevagelse styret af gyrolak.
Hvis partiklen har ladningen q og den bevager sig i et elek-

tromagnetisk felt med den elektriske feltstyrke E ‘'0og ‘den

magnetiske induktion B , er den antihermiteske matrix A.. givet

ved

( )

EX

0 ""BZ By _—C

E

B, 0 -B -2

C

A.. =g (254)

0 -Z=

By B T

E, Ey E, 0
\ C C C )

Kraften pd partiklen bliver jo sa

Ig=%F = -IA. U = R=qg (E+ ¥#xB) (259

X
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hvilket er den velkendte Lorentz kraft. Den simple mdde, dette
udtryk fremkommer pd, tyder pd, at elektrodynamikken sd at sige
er f¢dt relativistisk, og det var da ogsd udgangspunktet for
Einsteins afhandling "Zur Elektrodynamik bewegter Korper" fra
1905. - | -
En feltbeskrivelse kraver imidlertid et helt andet
syﬁspunkt end partikelmekanikken, som jo bygger pa, at vi kan
fplge den enkelte partikel i dens bevaegelse. For felter hé vi
benytte Euler-synspunktet, som refererer til et fast koordi-
natsystem, og hvor tiden er den med standardure udmdlte koor-
dinattid t. Vi kan tanke os det tredimensionale koordinatsystem
inddelt i sma celler, og vi sd for hver enkelt celle holde
regnskab med, hvérdan feltst¢rrelser, som f.eks. ladningstethedén
varierer som funktion af koordinattiden. Denne tid, t,-indgér jo
som ct i fjerdekomponenten i den_contrévarianfe koordinatvektor.
Vi kan definere en firedimenéiodal differentialoperatof, der

virker som en covariant vektor pa f¢lgende made:
0. = 9 | | (256)
0X’
Hvis vi har en masse 1adedelpartikler, kan vi beskrive dem med en

ladningstathed p og en str¢mtethedsvektor 7 og- med disse

storrelser kan vi danne en firevektor, den contravariante 4-
strgmtaethed: '

Kontinuitetsligningen, som'udtrykker ladningsbevarelse

Vi + 9p _ 0 T (258)
- Jdt

kan sd udtrykkes pad den invariante tensorform
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- 8.T =0 (259)

_Ser wvi ‘nu pd Maxwell 1ligningerne for den magnetiske

feltstyrke H og den elektriske forskydning D

_a__. = fi
ot > (260)

VD = p

]

kan vi fremstille dem éé lignende kompakt form. Vi indfe¢rer en

felt;fensor, ﬁ%is 3-variant er

(0 -H, H, cD)

z y
T. . - HZ 0 _HX CDy (261)
-H, H, 0 cD,

\-¢D, -cD, -cD, O

og kan sd skrive (260) pd formen
a ‘P L = J' (262)

I vacuum galder

—)

B = p.of-i i D = €,FE (263)

Vi ser da, at tensoren ¥ (261) og tensoren A (254) ligner
hinanden utrolig meget, faktisk s& meget, at de md vare pro-
portionale, hvis de overhovedet skal vare tensorer, dvs.
transformere ved Lorentz transformationerne, ndr man skifter
inertialsystem. Denne proportionalitet findes kun, hvis va-
cuumkonstanterne i (263) stdr i en bestemt relation til "den

metriske hastighed"” c:
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o€y = i = A =qgp,¥ - (260)

Hermed bliver vi i stand til at identificere c med lyshastigheden

i wvacuum,
De to andre Maxwell ligninger
= . 0B ’
VxE + =—— =0
T ot -\ (265)
VE=0

kan udtrykkes pa en tensérform lige som (262) med O pd hejre
men vi vil i stedet indf¢re

side. Det. vil vi dog ikke g¢re
vektorpotentialet og det skalare potential ved deflnitionerne

(266)

B = VxA ; —-—V(b ' at

hvorved Maxwell ligningerne (265) automatisk er opfyldt. Vi
indfgerer nu 4-vektorpotentialet, hvis contravariante form er

A" = (Ax'-Ay‘; Az' Q) (267)
(O
Felttensoren ¥ kan sé udtrykkes pa formen
uO‘I’ = 0,A; - 0; A - (268)

Potentialvektoren A er ikke éntydig, men kén e&ndres ved en
gauge transformation. Vi vil benytte den sdkaldte Lorentz gauge,
der er defineret ved ' T .

5.4 =0'a. =0 - VA L oo o
C,?.. at e .
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Den elektromagnetiske bglgeligning for wvacuum far s& sin
-simpleste udformning, nadr vi pa (262), med h¢jresiden sat til- O,
~benytter (268) og (269): ) o

TG 9 = 3'(9;4; - 9,4)) =~ (878.)4; = 0 (270)

Vi har her introduceret d'Alembert operatoren, den 2. ordens
differentialoperator, der er Lorentz-metrikkens generaliserede

‘'udgave af den euklidiske metriks Laplace operator:

Do vi- L& am
c? Ot?

Feltbeskrivelser, der involverer differentialoperatorer,
lader sig ikke uden videre reticulere ud pd firedimensionale
vektorband. Vektorbdndenes berettigelse i denne forbindelse
ligger i deres definition af den grundlaggende metrik, som er
basis for brug af tensorformalismen i feltbeskrivelsen. Parti-
keldynamikken i vektorbdndsformulering er det fundament, som
feltbeskrivelsen bygger pda, idet feltsymbolernes betydning
defineres ud fra den ikoniske forestilling om en pr¢vepartikel
som i diagrammet figur 63 og den tilhgprende formel (254).

Nar vi skal reticulere feltligninger ud, md vi bruge
skalarband til opbygning af en dynamisk enhedscelle, der sa ved
repetition i det tredimensionale euklidiske rum kan reducere de
partielle differentialligninger i rum og tid til et sat ordinare
differentialligninger i tid. Det nytter ikke noget at indfo¢re
enhedsceller og gitter struktur for "det firedimensionale rum",
for der er ikke noget firedimensionalt geometrisk rum. Vektor-
badndsformalismens fortjeneste i relativitetsteorien kan netop
vere, at den fritager os for geometriske forestillinger om et
"firedimensionalt rum-tids kontinuum", hvor dynamiske fanomener
bliver til geometriske mgnstre af "verdenslinjer" uden udvikling.
Der er en simpel grund til, at den firedimensionale tensorforma-
lisme, byggende pa Lorentz-metrikken, er sd fundamental, og denne
grund er strukturen af vektorbdndet, der beskriver dynamikken af
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en provepartikel. Euler synspunktet pd felter, hvor vi star fast
i et koordinatsystem og holder ¢je med udviklingen af et felt ved
hjelp af partielle differentialligninger eller periodisk
repeterede energibdndsceller, bygger altid pa Lagrahge syns-
puhktet, hvor vi fglger den enkelte partikel i dens bevagelse.
Dette gelder i lige h¢j grad for hydrodynamikken og den generelle .
relativitetsteori. I kvantefeltteorien f4r man ganske vist let
dét, indtryk, at feltbeskrivelsen er den fundamentale, at '
partikelforstillingen ma bygge pa en feltligning, men til syvende
og sidst er de kvantemekaniske feitligninger'semantisk rodfastede
i klassiske forestillinger og korrespondensprincippet, som Bohr
altid fastholdt. |

Lad os se pd, hvordan de "fpdt relativistiske" elektro—
magnetiske feltllgninger for vacuum tager sig ud i skalar
energlbéndsformulering Vi kan starte med at se pa en situation,
hvor det elektriske felt gar i x- retningen og den magnetiske
induktion i y-retningen. En sédan situation kan forekomme, nar vi
har en plan polariseret bplge, der udbreder sig.i z-retningen.
Begge felter vil da kun afhznge af z og t. Af (260) (uden strem
og ladning) og (265 ) fér vi: ‘

oD OH 0B,  OE

x - _ 2y, y = - X% (272)

ot oz ' ot T ez

Denne form antyder, at ste¢rrelserne D og B mé:knyttes til level-
variable, medens E og H md knyttes til rates. Da E-feltet er
proportionalt med kraften pd en prg¢veladning, dvs. en spahding,
md E og D vare o-variable, medens B og H er x-variable. Vi mé'ny
udtrykke de partielle differentiélligninger (272) til sadvanlige
differentialligninger i tid. Vi indferer derfor integrerede
levels knyttet til en kasseformet celle, der gdr fra x til x+Ax,
fra y til y+Ay og fra =z til z+Az. Som o-level indferesden
elektriske flux D,;AyAz og som x-level den magnetiske flux B,AzAx.
Vi skal sd tanke pd kantlangderne Ax, Ay og Az som smd i forhold
til bplgelangden, sdledes at feltsteorrelserne med tilnarmelse er
konstante over kassen. Vi vil dog ikke tanke pa kassen som
infinitesimal, men snarere som et finite element, der skal give
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den bedst mulige approximation til de partielle differentiallig-
ninger for en endelig ste¢rrelse. Hvis vi lader den elektriske
flux vare defineret ved feltvardien i z, kan vi approximere den
rumlige differentialligning bedst muligt ved f¢lgende dif-
ferensligning: : '

d ol = _A - 4Bz
S [Px(2) AyAz]: = H (z-27) Ay H, (z+52) Ay (273)

og en tilsvarende ligning for level-variablen:EgAzAx. Da rate
variablen HAy skal knyttes til z-vardierne z-Az/2 og z+Az/2, ma
de magnetiske levels ogsd knyttes til disse pdnkter midtvejs
mellem de elektriske levels. Vi ndr derved frem til fglgende

retigulation:
> y
Z+-AZ Dx AVAZ AyDz O
0 Ax
X + E, (2+Az ) AX
2+40z/ 2 By AZAX T o ax /\%>
Lo St
&y + E, (Z2)AX
O //\ HY(Z+AZ/2)AY
D, AyA
& x Y52 AV AZ \§>>
0 4x NHy (2-02/2)0Y

Figur 64 Udsnit af plan bplge i z-retningen.

P4 lignende mdde kan vi reticulere hele sattet af Maxwells
ligninger for vacuum som en tredimensional gitterstruktur, hvor
et bestemt finite element, enhedscellen repeteres i alle tre
dimensioner. Det er dog ikke sd nemt at tegne enhedscellen, sa pa
den fgplgende figur har vi udeladt lagrene og kun vist samlerne og
energibandene. Til gengzld er det hele vist i tredimensional
projektion pd en sddan mdde, at enhver samler er parallel med den
flade, som er vinkelret pa& fluxvariablen i det tilknyttede
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(usynlige) lager. Lagerkapaciteterne skalerer alle proportionalt
med arealet pd denne flade, altsd som AxAy for en z-flux, ogA
omvendt proportionalt med langden af cellen i feltretningen. P&
tegningen er A'erne dog erstattet med d'er for at vise, at de
partielle differentiallignihger fremkommer i gransen, hvor

kantlengderne er infinitesimale.

Figur 65 Maxwells ligninger for vacuum (enhedscelle).

Signaltegnene for E og H felterne i bandene er ogsa tegnet,
sd de viser retningen af den pagaldende feltkomponent. Ser vi
f.eks. pd de to band, som gar i z-retningén, sd indholder det ene
(som er det, der vises pd figur 64) spandingen E,dx og strgmmen
Hdy, og det andet har spendingen E,dy og strgmmen H,dx. Den
samlede energistrgm i z-retningen er altsa '

(EH, - E,H,)dxdy = S,dxdy

(274)
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.hvilket er arealelementet af. enhedscellen vinkelret pé& z-
retningen ganget med z-komposanten af energistr¢mtatheden, -den

sdkaldte Poynting vektor:
S=FExH (275)

Den samlede energi i enhedscellens lagre er

1524+ 15 dxdydz = u dxdydz (276)
2¢€, 21,

hvor u er energitatheden. Energibevarelsen udtrykkes ved

kontinuitetsligningen

VS + == =0 (277)

som svarer til (258) for ladningen. Lige som i (257) kan vi sd
konstruere en firevektor af Poyntings vektor og energitatheden,
sdledes at kontinuitetsligningen kan udtrykkes pa tensorform som
(259).

Nar man ser en feltreticulation som figur 65, er det ikke
umiddelbart synligt, at den er relativistisk invariant, dvs. har
samme form i alle inertialsystemer, og at det hele kan udtrykkes
pad kompakt tensorform. En skalar reticulation som denne vil i de
fleste tilfalde vere endemdlet for energibands-semiotiske
overvejelser, da den tillader numerisk l¢snihg af de partielle
differentialligninger med standardmetoder, og man kan naturligvis
komme til den uden alle disse overvejelser om vektorbéand.
Vektorbandsformalismens berettigelse ligger i, at den kan g¢re
rede for den bagvedliggende logik og derved give modellen en
storre teoretisk dybde. Den relativistiske partikelmekanik, som
udtrykt i figur 63, rummer forklaringen pd, at der netop er 6
uafhangige elektromagnetiske feltstorrelser, fordi det er
antallet af forskellige elementer i en antihermitesk 4*4 matrix
(gyrolakken A).
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Tell L n Hamilton.

Lige som i den simple formalisme kan vi udnavne en bestemt
del af en energibéndémodel til at vaere det sadkaldte skeletdiagram
(jfr. tekst 8, kapitel 5 ff). Det er den topologiske del af
modellen, som g¢r rede for, hvordan de forskellige dele hanger
sammen. Alle samlerne i modellen hgrer til i skeletdiagrammet,
men ogsd transformere og metriske transducere be¢r. henregnés
hertil. Karakteristisk for de komponenter, der indgar i skelet-
diagrammet, er, at de alle har to eller flere porte,‘og at de
hver isar frembarer en ren strgmrelation, ‘der er uafhangig af
spandingerne, og en ren spahdingsrelation,‘der_er uafhengig af
strgpmmene. Gyratorer h¢rer‘altéé ikke med'til skeletdiagrammetl
Hvis to systemer har samme skeletdiagram, inclusive de symbolske
udtryk for transformerné, Siger vi, at dé er topologisk zkviva-
lente. Ser vi pa skeletdiagrammet for sig, vil det vare forbundet
til de andre systemkomponenter (som vi'nu ser bort fra) med en
rekke porte, af hVilke nogle har strgminput og nogle har
spandingsinput. Pa nedenstdende figur har vi anbragt str¢mportené
til venstre og nummereret dem med lafinsk index, medens span-
dingsportene er til h¢jre og er nummererede med gresk index. Vi
indicerer alle porte med orientéring ind mod skeletdiagrammet og
vaelger blandede varianser med covariante spandinger og contra-

variante str¢mme.

Figur 66 Skeletdiagrammet.

Bandene pa figur‘66 behgpver ikke at vare af samme type; de kan
vaere forskellige med hensyn til dimension og metrik. Vi kan slé
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flere band sammen til ét, hvis vi blot fastholder, at str¢m-
relationer og spandingsrelationer ikke ma. blandes. Dvs. i-band
kan slds sammen med i-badnd (stregminput) og a-band med a-band
(spandlng51nput), men aldrig et i-band med ‘et a-bdnd. P& denne
made kan vi ende med en situation, hvor der kun er to band
tilbage, nemlig samlingen af de oprindellge i-bénd og samlingen
af de oprindelige a-bdnd. Skeletdiagrammet er da blevet til en
transformer: B

, E. o

% ; @} ;

e £°

VAN

Figur 67 Reduktion af skeletdiagrammet figur 66 til en enkelt
transformer ved sammenlagning af band. )

P& denne made far vi en meget bred fortolkning af "de
topologiske egenskaber", som skeletdiagrammet  beskriver.
Ligeledes er reglen om, at der ikke md forekomme gyratorer i
skeletdiagrammet mindre streng, for en transformer i en ikke
euklidisk standardmetrik vil indeholde gyratorer, nar den
reticuleres ud pd skalarbdnd. F.eks. viser nedenstdende figur en
transformer-reticulation for en tredimensional standardmetrik med
1 pd de to feorste diagonalpladser og -1 pd tredje plads.

Figur 68 Skalar reticulation af tredimensional trans-
former i ikke euklidisk standardmetrik.
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De to bdnd pa figur 67 kaﬁ have forskellig dimension og metrik,
og i sd tilfalde er transformeren ikke en egentlig transformer,
men en form for transducer. Det er ikke en metrisk transducer,
fordi strem og spending i sekundarbandet ikke n¢dvendigvis er
fremgdet af samme transformation af strgmmen og spandingen i
primerbandet, sd vi vil behandle den som en transformer, men ma
tage hensyn til, at den tilknyttede tensor er en exotensor, dvs.
involverer to forskellige metrikker. Hvis' de to band haf
forskellig dimension, vil den til transduceren knyttede exotenéor.
ikke have nogen reciprok, sa& ikonvending kan ikke komme pa tale.
Variansskift og dualitet af exotensoren involverer sd to
forskellige metriske tensorer -og protensorer;'som beskrevet i

kapitel 6. Hvis vi har protensoren h' pa sekundazrsiden, kan vi

definere A :
£ = Rh!T S (278)

og vi har s

-2 e

hvor de fede O'er star for kvadratiske nulmatricer, medens t'erne
i almindelighed er rektangularé.matricer med forskeliigtrantal
razkker og s¢jler. | | ' ' !

Formen (279). er det mest kompakte udtryk for, at épan-
dingsrelationer og str¢mrelationer er helt adskilte i skelet-
diagrammet. Vi kan forestille os, at spandingerne e og E hbref
til en fysisk situation (1) og strgmmene til en anden fYéiSk
situation (2). Maske refererer (1) og (2)ftilftd forskellige
tidspunkter i samme systems udvikling, eller'méské-h¢rer dé'fil
to helt forskellige systemer, som er topdlogisk ERVivalente, dvs.
har samme skeletdiagram. I alle tilfelde har vi: ‘
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e fR = (£ EW ) F@ = e ot £ ) (280)

EW+ p@: = _gMs g+ f@-

og dette kan stilles op som en slags "arbejdsprincip"” eller
energibalance for skeletdiagrammet, hvilket det jo imidlertid
ikke er, ndr (1) og (2) stdr Ffor to forskellige fysiske situa-

tioner:

e(l)*.f(z)- + E(l)*.F(z)' =0 (281)

Vi har hér en meget sammentrazngt form for Tellegens teorem
"(jfr. tekst 8, kapitel 8), fordi alle de oprindelige band med
“ spandingsinput er samlet til &t band og alle oprindelige band med
strominput er samlet til ét andet bdnd. Vi kan imidlertid nemt gd
den anden vej og genoplgse de samlede band, sd vi far de
oprindelige tilbage, for hvert skalarprodukt i (281) er en simpel
sum af tilsvarende skalarprodukter for de oprindelige band. Der
er heller ikke i (281) nogen forskel pd, hvordan band med span-
dingsinput og badnd med strgminput optrader i den sum af ska-
larprodukter, som giver nul. Vi kan derfor opstille et sadant
sumregnskab for alle de oprindelige porte til skeletdiagrammet pa

formen

(1) * (2) - _
Ze £ =0 (282)
K

hvor summationsindexet k nu omfatter bdde i-b&ndene og a-béndene
fra figur 66. Herved har vi den almene formulering af Tellegens
teorem. Der er selvfglgelig andre formuleringer med samme
generalitet. Vi kunne lige sa godt have brugt covariante strgmme
Og contravariante sp@ndinger, men det er vigtigt, at varianserne
er forskellige. Vi kunne ogsd have komplekskonjugeret strgmmene
i stedet for spandingerne, men det er vigtigt, at enten strgmmene
eller spandingerne (men ikke bade og) optrader komplekskon-
jugeret, hvis anvendelsen kraver komplekse vektorer. I an-

vendelserne inden for den analytiske mekanik, som vi snart skal
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se pa, er vektorerne dog reelle, og vi behgver ikke at bekymre os
om komplekskonjugering;

Hvis (1) og (2) refererer til samme fysiske situation,
udtrykker (282) et arbejdsprincip for processer, der er sammen-
koblede via skeletdiagrammet. Et sdadant princip benyttes som
grundlag for Br¢nsteds energetik; der pd mange mader afviger fra
den klassiske termodynamik og har meget tilfalles med energi-
bands-synspunktet. Arbejdsprincippet kan siges at udtrykke
energibevarelse, men det behg¢ver ikke at vare energi i s&dvanlig
A forstand, der str¢mmer i bandene, hvilket vi jo har set et

eksempel pd i den'relativistiske partikeldynamik i foregdende
kapitel. Det er karakteristisk for energibandsmetoden og for
Br¢nsteds energetik, at man ikke pd forhand béh¢ver at definere,
hvad det er for en slags energi, der lgber i bépdene; om det
f.eks. er Helmholtz' eller Gibbs' fri energi eller noget hélt
tredje. Enérgiens "frihed" eller mangel pa samme hangér sammen
med i hvor hgpj grad det er muligt at lade systemet udfgre arbejde
pa et "arbejdéreservoir"'i omgivelserne, f.eks. et lod, der kan
haves og sankes, og denne mulighed fremgér' af den samlede
energibdndsstruktur og kan ikke diskuterés for det enkelte band,

uafheangigt af sammenhangen.

Hvis (1) og (2) er to forskellige 31tuat10ner har (282)

1kke noget at g¢re med energibevarelse. Man udtrykker. ofte
Tellegens teorem ved at sige, at str¢mvektoren og spandlngs—
vektoren ligger i ortogonale vektorrum, men det mé betones at
det ikke er muligt at definere én spandlngsvektor og én str¢m—
vektor; de to band, der er tilbage pa figur 67 kan ikke sléas
sammen til ét band. :

En rakke nyttige formuleringer af teoremet opnds ved
indfgorelse af begrebet virtuelle &ndringer. Hvis vi benytter
(282) med situation (2) er forskellig fra situation (1) og derfra
fratrzkker versionen, hvor (2) er identisk med (1), -fas

Ze(l)*k_ (f(Z)k' - f(l)k') =0 (283)
k
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Differensen mellem de to stromvektorer kaldes en virtuel, dvs. en
tznkt endring—af - str¢gmmen. Det er jo en forudsztning, .at
skeletdiagrammet er det samme for de to situationer (1) og (2).
For en virkeiig udvikling af et fysisk system vil skeletdiagram-
met ofte indehélde transformere, der er parametrisk afhangige af
visse level-variable. NA&r strgmmene &ndres som resultat af
systemets dynamik, vil level variablene ogséd @ndres, og derfor er
#ndringer af strommene med fastholdt skeletdiagram en 'Eaﬁkt
endring, som muligvis ikke kan finde sted som led i et systems
tidslige udvikling. Vi benytter symbolet & for en virtuel @ndring
og kan sd skrive (283) pd formen |

Y et .0 =0 (284)

T k

Selvfplgelig har vi sd ogsa

Y de' . fim =0 ; Y de" .8 =0 (285)
k k

plus en hel del andre versioner, hvor der er skiftet varianser,
eller hvor komplekskonjugeringen er flyttet fra e til f£f.

Vi kan ogsd til hvert enkelt band knytte cykliske levels,
en cyklisk impuls p (x-level), som er tidsintegralet af spandin-
gen, og en cyklisk forskydning q (o-level), som er tidsintegralet
af strgogmmen. Vi kan sd lave forskellige integrerede versioner,
f.eks. svarende til (284) far vi

Ze*k.ﬁqk' =0 (286)
K

Som eksempel pd& anvendelsen af Tellegens teorem Kkan vi se
pd fplgende problem: Hvis vi har et stort elektrisk netvark med
modstande i alle grenene og vi forbinder en spandingskilde til to
vilkarligt udvalgte knuder i nettet, hvordan vil den resulterende
ledningsevne, set fra spandingskilden, variere, nar vi andrer en

af grenenes ledningsevne?
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I tekst 8, kapitel 8 er det vist, hvordan det topologiske
'system -af knuder, grene og masker, der udgér et elektrisk
netvark, kan oversattes til et skeletdiagram, der udelukkende
indeholder samlere. I en sadan skalar reticulation vil nogle af
grenmodstandene fa strgminput og andre spandingsinput, og desuden
vil et enkelt skalarbdnd forbinde skeletdiagrammet med spandings-
kilden. Vi kan samle alle bandene med spandingsinput til
grenmodstandene til et enkelt vektorbdnd og alle bandene med
strgminput til grenene til et andet vektorbdnd, medens vi
beholder bandet til spandingskilden som et skalérbénd. Alle disse
tre band er sa euklidiske, sd vi behgver ikke at skelne mellem
covariante og contravariante vektorer. Vi villnu alligevel angive
variansen i de to vektorbdnd af heﬁsyn til den generelle
formulering. Vi satter spandingen fra Spandingskilden til 1, og
str¢mmen i dette band er sa givet ved Y, netvarkets resulterende
ledningsevne. . | ’ o

N Hh

'R

Figur 69-Netvark med spandingskilde og grenmodstande.

Da netvarket kun indeholder separate grenmodstande, vil
‘ledningsevdetensoren K og modstandstensoren R have diagonale

" matricer med reelle og positive diagonalelementer. Vi benytter nu



156

to forskellige versioner af Tellegens teorem, forst med virtueille
'stromendringer-og dernast med virtuelle spandingsandringer.-Da
bandet til spandingskilden har modsat orientering af de to
wvektorband, vil det optrade med modsat fortegn i summen, 6g vi
trazkker derfor produktet for dette band over pa den anden side af
llghedstegnet I den anden version af teoremet bliver dette led

0, for spendlngskllden skal have den konstante verdi 1.

E*.OF + e*.0f" =0Y (a)
F*'8E. + £f**8e. =0  (b)

(287)

‘Hvis de virtuelle @&ndringer af strgmme og spandinger alene

skyldes en andring af ledningsevnetensoren K, har vi: T

e*.0f =e*. K 'de. + e*.0K 'e.
f* de. = e*.K "de. *
*.0F' = F*'8E. = F*'R..8F"

(288)

J

Vi har her benyttet, at K- og R-matricerne er diagonale og
reelle. Ved subtraktion af (287 b) fra (287 a) og benyttelse af
(288) far vi s

80Y = e*. 0K "e. (269)

Hvis der kun er én af grenledningsevnerne, der &ndres, K;, er der
kun ét af diagonalelementerne i 8K matricen, der er forskelligt
fra nul. Vi finder da

oY
0K

1

le;|? (290)
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Dette resultat ser simpleré ud, end det egentlig er. Hvis vi i
stedet for det dybsindige Tellegen teorem havde brugt det simple
arbejdsprincip, kunne vi straks skrive

Y = ZK le;|? + ERleklz (291)

og det ser da ud som om, vi kunne fa (290) direkte ved bafe at
differentiere Y med hensyn til K,. Dette argument holder dog
ikke, for hvis K, &ndres, vil alle grénspandingerne og -strgmmene
ogsd @ndres, og derfor kan man ikke udlede (290) fra (291) uden
ekstra overvejelser. |

Vi skal nu se, hvordan Tellegens teorem kan benyttes til’
udledelse af grundlaggende principper for den analytiske mekanik
i energibéndsformulefihg Vi vil i det f¢lgende regne ﬁed at de
mekaniske systemer beskrives ved reelle generallserede koordlna-
ter (forskydninger, o- levels) og at alle krafter 1mpu1ser og
hastigheder er reelle. Vi beh¢ver derfor ikke tage hensyn til
komplekskonjugeringen i de forskellige formulerlnger af Tellegens
teorem. - ' , 4

Det mekaniske system antages at vare autohomt, dvs. at vi
ikke behgver kilder i reticulationen. Vi vil ogsd se bort fra
gnidning og andre former for dissipation, dvs. lakke forekommer
heller ikke. Systemets tilstand skal Kunne beskrives ved en o-
level vektor Q, som vi kalder koordinatvektoren, og en x-level
vektor p, som vi kalder impulsﬁektoren, og der md kunne angives
en energifunktion af disse to vektorer.'Vi antager desuden, at
koordinat- og impulsvektoren har samme dimension, og at alle
vektorbdnd ogsa vil have denne dimension, samt en fzlles metrik.

I almindelighed vil det ikke vare muligt at separere de
variable i energifunktionen dvs. skrive energifunktionen som en
sum af led, der hver kun afhanger af en enkelt af de dynamiske
variable. Dette vil dog undertlden vare mullgt hvis man valger
Q og p pd en bestemt mdde, men forelgbig vil vi tanke os, at 0 og
p er valgt ud fra et andet kriterium, f.eks. at de virker
"naturlige". Generalisérede koordinater'valgés som regel ééledes,
at de pd en simpel mdde udtrykker de forskellige stive band, som
systemet er pdlagt, sadaledes at man i beskrivelsen slipper for at
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skulle indregne de reaktionskrefter, som s¢rger for, at bandene
overholdes. Hvis vi f.eks. har en stiv stang, som kan rotere om
et fast punkt, sd er det naturligt at velge en drejningsvinkel om
dette punkt som generaliseret koordinat, idet man sd stiltiende
gdr ud fra, at navet er stift nok til at fastholde omdrejnings-
punktet, ndr stangen roterer. Impulser kan valges, sa de pa en
simpel made h&nger sammen med de generaliserede hastigheder,
f.eks. som inertimoment gange vinkelhastighed. Valget af simple
eller naturlige koordinater og impulser kan sa have den ulempe,
at det forer til en indviklet energifunktion, og man md sa i
anden omgang overveje, om det kan betale sig at omdefinere de
variable for at f& et simplere udtryk for energien. Vi vil dog ga
ud fra, at koordinatvalget ligger fast, og at vi kan klare os med
at omdefinere impulser, og derfor betegner vi koordinatvektoren
med stort Q og kalder den kanonisk.

Impulsvektoren, som indgdr i energifunktionen har ikke
nogen kanonisk status, sd vi betegner den med lille p. Vi vil dog
stille det krav til impulsvektoren, at den sammen med koordi-
natvektoren muligger en lukket dynamisk beskrivelse, dvs. der ma
ikke optrazde andre energibdndsvektorer i form af hastigheder og
krefter end dem, der kan afledes af energifunktionen. I f¢rste
omgang vil vi altsd ikke acceptere en reticulation som figur 63,
hvor krazfterne fra det elektromagnetiske felt introduceres via en
gyrolzk. Der md heller ikke optrade gyratorer, som jo afspejler
et ydre felt, der bryder tidsvendingssymmetrien (jfr. kapitel 5).
Hele dynamikken ligger i et toport energilager med en p-port og
en Q-port og i det skeletdiagram, som forbinder de to porte. Vi
kan derfor benytte nedenstadende reticulation, hvor der dog
foruden de npdvendige bestanddele er indfert en cyklisk impuls P,
der senere vil blive identificeret som den kanoniske impuls i
Hamiltons ligninger. Forelg¢big er den kun en regnest¢rrelse, som

ikke er ne¢dvendig for dynamikken,
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° X
' O .
Q) ~O—@—F
e T -~
e [ . AN
£ | E.
AT, @
Figur 70 Autonomt mekanisk system.
En integreret version af Tellegens teorem giver nu:
. 9 . a 292
f'ép. = F'§P. (292)
Vi indf¢rer Lagrangé—funktionen L ved definitionen
e . ' . (293)
L - PIF - €(p- ,Q )

og far sa ved brug af (292)

8L = P.8F" + F'8P. - f'8p. - E.80" | (200)
= P.OF - E.80°

Den virtuelle #ndring af Lagrange funktionen kan altsd udtrykkes
ved de virtuelle @ndringer af koordinatvektoren (Q) og hastig-
hedsvektoren (F). Disse to vektorer er ganske vist 1ikke uaf-
hengige, for hastighedsvektoren er jo den tidsafledede af
koordinatvektoren, men de virtuelle &ndringer i (294) behgver
ikke at respektere denne afhangighed. Vi kan derfor definere
partielle afledede af L, som om den var en funktion af to

uafhangige vektorer:
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AL(F ,0)\ .o . [SL(F,Q)\ _ _. (295
L )Q. P. ; 5 )F. E.

Vi vil nu se pd et tankt forlgb, hvor de virtuelle
koordinatendringer starter til et tidspunkt t, og slutter til et

andet tidspunkt =,.

30 (t) =0 for v <t, og T 2T, (296)

Vi finder da ved delvis integration, idet vi udnytter, at
E. er den tidsafledede af P. med modsat fortegn, og F- er den

tidsafledede af Q-, samt at 8Q° forsvinder i granserne T, Og T;:

T2 T2 T2

. _ _ [dP. . _ . (297)
!E.GQ drt !—_—d‘r 60 drt tfP.(‘SF dt
1 1 1

Heraf og af (294) kan vi sd udlede Hamiltons princip:

5fL dt =0 (298)

Integralet af Lagrangefunktionen over tid kaldes virk-
ningsintegralet, eller blot virkningen, og (298) udtrykker altsa,
at virkningen har et ekstremum for den historie af virtuelle
koordinatendringer, som er den virkelige historie, sddan som
dynamikken dikterer den. I (298) er der taget hensyn til, at den
virtuelle &ndring af hastighedsvektoren ikke er uafhangig af de
virtuelle koordinatendringer, sa historien tegnes alene af
koordinaterne som funktion af tiden t, systemets egentid. Ved
variationsregning fe¢rer ekstremumsbetingelsen til Euler-Lagrange

ligningen
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T2 T2

f{aaQLGQ " o 5F} ,‘f{a‘g‘- - d(ai;r‘)}bo'dr =0

Ty T1

(299)

= Aéagp- - é?fr-

Sp¢rgsmalet er nu, hvordan Lagrange funktlonen skal

oL d(aL)zo

bestemmes, for definitionen (293) involverer to sat 1mpulser ~og
de cykliske impulser P. har  ikke direkte noget med energien at
gere. Vi vil ge¢re den antagelse, at‘systemets kinetiske energi
kan udtrykkes som en homogen kvadratisk form i'hastighederne:

€xin = %FMF =%f{m_ £ (300)

Dette betyder sa 6gsé at den klnetlske energi er kvadratlsk i

p., og at der er en llnear sammenhang mellem p. og f- s

€rin = lp.mt p. ; p. = m. f

(301)
5 T

Da vi nu ogsé‘har en 1inear'sammenheng mellem de to hastig#
hedsvektorer, givet ved transformeren T i figur 70:

. . . . . (302)

F, = T+ . f = f T| C ' . o
har vi fglgende sammenhazng mellem de to ine:tiftenSOrer i (500):
m = TMT"* | (303)

Den linezre sammenhang mellem de to hastighedsvektorer i (302),
kombineret med (292), viser, at der md galde en tilsvarende

line®r sammenhzng mellem p. og P. :
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(304)

sdledes at vi ogsd har:

€in = SP.MPP. ; P, =M..F ©%®

Vi far. sa:

P.F' =p.f =26, (306)

Lagrange funktionen (293) kan derfor skrives pa formen

L(F',0°) = €u(F',0°) - € (0)

hvor €,, er den potentielle energi, som kun kan afhange af
koordinaterne, hvorimod €,,, gennem inertanstensoren M kan afhange
af koordinaterne udover den kvadratiske afhangighed af hastig-
hederne. Summen af den kinetiske og den potentielle energi er
energifunktionen € , som vi kan udtrukke som funktion af impulser
og koordinater, og i stedet for de oprindelige impulser p. kan vi
substituere den kanoniske impulsvektor P. ved brug af (304). Den
sdledes fremkomne energifunktion kaldes systemets Hamilton
funktion H(P.,Q'). Vi har ved brug af (293) og (294):

8H=8(P.F' - L) =F 8P, + E.OQO°
(@), 7 ), o

Da F- er den tidsafledede af Q- og E. er den tidsafledede af P.
med modsat fortegn, far vi Hamiltons ligninger:

(308)
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do' _ [ OH . dP. _ _ [ OH (309)
dt (aP.) S dt (aQ')

Det viser sig altsda, at diagrammet figur 70 kan reduceres
til den kanoniskeé form '

[H(P. ,Q" )]

Figur 71 Hamiltons ligninger.

Ved udledningen af Lagrangeligningen (299) og Hamilton-
1igningerne (309) er der gjort en rakke forudsatninger, som ikke
alle er ngdvendige for llgnlngernes gyldighed. Vi kan f. eks.
vise, at den relat1v1stiske bevagelse af en ladet partikel i et
eiektromagnetlsk felt, som blev behandlet i kapltel 9, kan
udledes af Hamiltons ligninger, nar vi bruger Hamilton funktionen

H(P.,X') = L(P. -~ gA.)G " (P. - gA.) (310)

Her er X- partiklens koordinatvektor; svarende til Q; i dette
kapitel, og P. er den kanoniske impuls, som imidlertid ikke er .
identisk med 4- 1mpulsen fra foregdende kapltel Vi far nemlig af
- den fg¢rste Hamilton ligning:

dx = U = __aﬂ =1(p - gA’) (311)

dt oP. m

hvorimod den tidligere bényttedé 4-impuls jo er lig‘méd masseh.
gange 4-hastigheden. Hamilton funktionen afhanger af koordi-

natvektoren gennem A. , s& den anden Hamilton ligning giver:
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dr ox1), m

Vi finder da ved kombination af (311) og (312) fglgende udtryk
for 4-kraften F. i figur 63:

' du;  dp; . | ; i
F,=m dq;l = drl - q(ain)UJ = - AijUJ (313)

hvor vi har benyttet udtrykkene (264) og (268) for gyrolakken A
i figur 63.

Vi ser altsd, at Hamilton formalismen fungerer i dette
tilfelde, selv om forudsaztningen om, at den kinetiske energi er
kvadratisk i impulsen, ikke er opfyldt med Hamilton funktionen
(310). (Energien er dog kvadratisk i hastighedsvektoren, lige som
for en fri partikel). Den kanoniske impuls P i (310) og (311l) er
mindre anskuelig end den kinetiske impuls mU i figur 63.
Hamiltonformalismen er en symbolsk teori, der knytter an til
mange discipliner i fysikken, men ndr det galder ikonisk ansku-
elighed og direkte numerisk l¢sbarhed star den noget tilbage for
badde Lagrange- og energibdndsformalismen. Lagrangeformalismen
krazver, at den kinetiske energi udtrykkes som funktion af
hastighederne, og det er som regel ret nemt saledes at beétemme
Lagrange funktionen, ndr den kan udtrykkes som i (307). Hamilton-
formalismen kraver yderligere, at den kanoniske impuls bestemmes
af (295) udtrykt ved hastighederne, og at man dernast eliminerer
hastighederne +til fordel for de kanoniske impulser i den
kinetiske energi, og det kan godt vare ret kompliceret. Energi-
bandsformalismen opererer med koordinater og impulser (o- og x-
levels) 1lige som Hamiltonformalismen, men kraver ikke, at
impulserne skal vare kanoniske. Det er derfor muligt med
energibdndsformalismen at udnytte det ekstra spillerum mellem de
to andre formalismer og valge den i den givne situation simpleste
og mest anskuelige l¢sning.

Lad os igen forudsatte, at den kinetiske energi er
kvadratisk i den kanoniske impulsvektor P. , dvs. at den kan

udtrykkes ved en inertanstensor M.. som i (301). Denne tensor ma
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vare hermitesk og kan derfor diagonaliseres til en form m.. med
reelle diagonal elementer ved hjzlp af en transformer a :

M'lllP m'1"P' . M-i-np.
X St e X .
P, ¢ =,1p.l%_<ﬁa|% <

M m

Figur 72 Diagonélisering af inertanstensor.

Vi har sd (jfr. (303) og (304)):

p. =a.'P. ; m=aMa" (314)

I almindelighed vil den oprindelige inertitensor M afhange af
kbordinatvektoreh Q- , men vi kan ved passende valg af trans-
formeren a opnd, at den diagonale inertiteﬂsor m er uafhengig af
koordinaterne. Det vil sa& betyde, .at a kommer til' at vare
koordinatafhangig. Da koordinaterne a@ndrer sig‘undér syétemets'
udvikling, kan vi ikke iegne med, at den transformerede im-
pulsvektor er tidsintegralet af den transformeréde Spandings-
vektor. Desuden kan vi heller ikke régne med, at den utrans-
formerede spendingsvektor er den tidsafledede af den‘kandniske
impuls, for den partielieiafledede éf energifunktioﬁen med hensyn
til koordinatvektoren er noget andet, nar den nye impuls p. er
fastholdt, end ndr den kanoniske impuls fastholdes. For den nye

energifunktion E, har vi

E(p.,0') = H(P.,0")
TN S
OF —:: o 5P - e 5Q

Kaldes den utransformerede spanding, dvs. spandingen pd pri-

mersiden af a-transformeren for e. , har vi



- (GE) _ ap; ,ko( affk) w
J 007 dr dt \ 907
\ 007/, OV | (a16)
_ dp; _ dpxdaty |
dr dt g9p7 ! J
'Den tidsafledede af den nye impuls p. er sé
dp; d Jip y. 1
: = 2 . P,’ =
dt dr (a,7P;)
\ (317)
: da1, ! - da,;7 _
aiJ ej + Uk—a—“—fk‘pl + Pj _l' Uk
307 0k |

hvor vi igen har indfe¢rt vektorsymbolet U for den tidsafledede af

koordinatvektoren. Vi benytter nu:

J a1 1
p. = g1.1 . -1 ,laai = - ,jaa J_ (318)
J a“;’pb;p i a7y k a; k
' /e, o0
og kan sa skrive (317) pad formen
- -1 1
dr 1 J 9ok 007 1

Med dette udtryk fa&r vi en opskrift pd reticulation, som
viser sig meget anvendelig. For @et forste har vi fdet separeret
energifunktionen i en potentiel ;nergi og en diagonal kinetisk
energi, og for det andet finder vi et bidrag til kraften, der kan
udtrykkes ved en gyrolazk, lige som i figur 63, idet faktoren, som

hastigheden ganges med i (319) er en antihermitesk tensor:
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-1 1 ‘ -1 1

f?jk' ,é}g)lc | | é}c;;i |

Vi kan altsa& benytte fplgende diagram:

(320)

X
P ) <G|+

B

Figur 73 Standard mekanisk reticulation.

‘ I neste kapitel skal vi se, at den her angivne metode har
en rakke anvendelser fra klassisk analytisk mekanik til generel
relativitetsteori. ' -
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Vi skal i dette kapitel se pa en rzkke mekaniske eksempler,

 som alle beskrives med et sat éeneraliserede koordinater Q- og et
st 4impulser p., som ikke er de til koordinaterne hg¢rende
kanoniske impulser, men som har det fortrin, at de diagonaliserer
den kinetiske energi. Som vi éﬁél se, fgrer ffgur 73 til den ﬁest
anvendelige generelle opskrift pad reticulation, men i visse
tilfzlde kan det betale sig at afvige lidt fra den. Vi skal se
pd en anden variant, som indeholder den samme diagonaliserende
transformer a som figur 73, men hvor der optrader en gyrolak C,

der er rykket over pa den anden side af transformeren.

X | e, U'IO_I
P. . //25} ; <8> \»[ Q

E

pot

B

v

Figur 74 Alternativ til figur 73.

Da den nye gyrolak C skal give samme spandingsinput til p-lageret
som den tidligere B, men har et andet hastighedsinput og er pa
den anden side af transformeren, md den have en anden tensor. Vi
har

(321)
a. B..U

S
I
]
<
[
<
]
a
S
[

sa vi faAr af (320):
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| Jat,™ oat
Ciy = a;*a;'By = asa;! [ ank - an ] p, (322)

Med brug af (318) og efterfglgende ombytning af de dobbelte
indices k og 1 i et af leddene finder wvi:

da .l - da.l
C.. =|lg.¥x—21_ - g.k_"1 P, (323)

YT |M Ta0x T TapF

altsd et forholdsvis simpelt udtryk i de Hamiltonske kanoniske
variable P og Q. Det viser sig, at opskriftén figur 74 lagger sig
tat op ad Hamiltonformalismen, hvor figur 73'ligger nearmere ved
Lagrangeformalismen. For ét se dette indfe¢rer vi deﬁ sdkaldte
Poisson parantes af to ste¢rrelser A og B, der begge opfattes som |
funktioner af de kanoniske variable:

oA 9B _ 9A OB

14 Bl = 50% 3P, ~ BB, ap*

(324)

Ved de partielle dlfferentlatloner underforstér vi nu, at det er
de ¢vrige kanoniske varlable ‘som fastholdes. Det er ikke nogen
tilfeldighed, at vi bruger den firkantede parantes bade til
Poisson paranteser og til kommutatoren af to matricer (jfr. (235)
og (239)), for ; kvantemekanikken viser det sig, at kommutatoren
af to observabel-dperatorer er nert forbundet med den klassiske
Poisson parantes. For enhver funktion A, der ikke afheﬁger
eksplicit af tiden, men kun implicit gennem de kanohiske variable
(vi siger sd, at A er en fasefunktion), galder s& i kraft af
Hamiltons ligninger: »

da _ [A, H] - (325)

dt

For de kanoniske variables Poisson paranteser finder vi:

[0, 07) = [P, P} =0 ; [0%,P;] =38, (326)
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Nar vi indferer impulsvektoren p. fra figur 73 og 74 i stedet for
den_kanoniske impulsvektor P. , finder vi. (jfr. (314)):

o°; _ i op; ,aai,l,~~

9B, 1 7 3ok~ 3ok

i
e
b~
_
=
N
N
A

og jefmed
[p;, 071 = -a,
[ZDi,ZDj] = -_C&j '

(328)

Vi ser sdledes, at alle de koefficienter, -der indgdr i
transformeren og gyrol@zkken p& figur 74, p& en simpel og logisk
made er udtrykt ved Poisson paranteser mellem pracis de variable,
de forbinder. Dette galder ikke for figur 73, som derfor
umiddelbart ikke fremtrader sd smukt relateret til den analytiske
mekanik (se f.eks. Goldstein). Som pdvist af Jesper Gundermann
(1976) er der imidlertid en anden metode, der bygger p& Lagrange
paranteser, som er lettere at anvende end Poisson parantes
reticulationen. Lagrange parantesen af A og B er defineret ved

_ 80k 9P, 9P, gpk
4B = 238 " 3 oB (329

og for koefficienterne i figur 73 galder
-1 J _ 1
at;? =10%,pj

B;; =10%, 0%

(330)

Lagrange paranteserne ser ikke sd indbydende ud som Poisson
paranteserne, men brugen af figur 73 kraver sddan set ikke, at
man benytter (329) og (330). vi vil kalde figur 73 Lagrange-
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reticulationen og figur 74 Poisson-reticulationen. For at benytte
Lagrange reticulationen skal man gennemfg¢re f¢lgeﬁde program:

1) Valg et passende sat generaliserede koordinater Q- .

2) ‘Udtryk den kinetiske energli ved de generaliserede hast-
igheder ' S '

U = iid%- i By = 2UMQ) ..U

3) Bestem en line®r hastighedstransformation, a™!, som diagona- .
liserer den Kkinetiske energi, sdledes at den transformerede
inertitensor er uafhangig af koordinaterne

V' =Uai (7). i Egp = 2VImLV

4) Indfeor impulsvektoren p. =m..V’ og be_stém gyrolakken
B.. ved ligning (320)..

Ved brug af Poisson reticulationen skal man ogsd starte med
at gennemfgre punkt 1), 2) og 3) som ovenfor, men dertil kommer

sd et ekstra punkt:

3a) Bestem den kanoniske impulsvektor P. ved at differentiere
den kinetiske energi med hensyn til hastighedsvektoren U-.

Dernazst gennemfgres punkt 4) med den endring, at det nu er
gyrolakkén C.., der skal bestemmes ved 1ligning (323). Ved
numerisk integration af den sdledes fremkomne model skal man
l¢bende holde regnskab med bdde den diagonaliserende impulsvek\tor
p. og den kanoniske impulsvektor. Alt i alt er det derfor noget
mere kompliceret at bruge Poisson reticulationen, figur 74, end
at bruge Lagrange-reticulationen, figuf 73.
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Der ef,dog visse tilfelde, hvor en gyratorstruktur som C
pd figur 74, der er tat knyttet til impulsvektoren, byder sig -
naturligt til. Som eksempel pd dette, skal vi se pé Euler
ligningerne for et stift legemes bevagelse i tre dimensioner med
en euklidisk:metrik. Til et sadant legeme er knyﬁtet en iﬁertimoj 7
ment-tensor I.., som diagonaliseres i et til legémet fast knyttet

koordinatsystem efter legemets tre hovedakser, ﬁi . Impulsmo-

—

mentvektoren L og vinkelhastigheden @ (begge normale

tredimensionale vektorer) kan sd opleses i komposanter efter de
tre hovedakser:

(331)

og sammenhzngen mellem disse ste¢rrelser er s& givet ved den

diagonale inertimoment-tensors vardier:

L, =Ilw, ; L,=1w, ; L,=1I,0,; (332

Drejningen af 1legemet far hovedakserne til at @ndre
retning:

dn;

dt

= (;)xfji (333)

(der er nu ingen grund til at skelne mellem egentiden Tt og
koordinattiden t). Hvis legemet er pavirket af et kraftmoment

M , vil ®ndringshastigheden af impulsmomentet i forhold til

inertialsystemet vare givet ved dette kraftmoment,
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dL _ =
== =M © (334)
dt

og det betyder( at impulsmomentets komposanter efter de tre
hovedakser @ndrer sig af to grunde, (333) og (334):

dL; d = S, S
= Ln,) =Mn, + L*(0xXI;
dt dt (L) 1 ! i ,  (335)

i

Denne Euler -ligning kan udtrykkes ved nedenstaende
reticulation, hvor vi ser gyrolzkken C fra figur 74 udviklet pa

tre skalare gyratorer:

Figur 75 Euler ligning for stift legemes bevagelse.

Gyratorstrukturen pd figur 75 er altsd en fast ingrediens
i ethvert stift legemes bevagelse, men derfra og til at fuldende
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den dynamiske beskrivelse kan der vare et langt stykke vej.
Transformeren a fra figur- 74 vil -i dette- tilfzlde transformere

fra inertialsystemet til legemets hovedaksesystem og kan f.eks.
udtrykkes ved Euler-vinklerne (se Goldstein). Desuden kan der
optrade kinematiSke béndi som f;lning pa et 'underlagi eller
lignende, som vi ikke her vil gd i detaljer med.

Som et ikkeQrelativistisk eksempel pa brug af Lagrange-

reticulationen figur 73 vil vi se pd det matematiske dobbelt-
pendul, der bestar af to stive, masselgse stanger med langderne
1, og 1, og med punktmasser m; og m, for enden. Den feorste stangs

endepunkt fungerer som omdrejningspunkt for den anden stang. Som-

generaliserede koordinater Q! og Q? valger vi de to stangers
vinkler med lodlinjen, 6, og 6,.

Figur 76 Dobbeltpendulet.

Den potentielle energi af dobbeltpendulet er

E,..(0,,0,) =mgl (1 - cosb,)

+ mgl[l,(1 - cos6,) + 1,(1 - cosB,)] =  (336)

~gl(m, + m,)1,cos8, + m,1,cos6,] + konst.|

dvs. den potentielle energi kan separeres ud pad to simple, men
ikke-lineare o-lagre.
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For at bestemme den kinetiske energi som funktion af
hastighederne, finder vi fg¢rst de normale hastighedsvektorer for
hver af de to partikler:

- , do . - ‘ ' , do

¥, = 1,(cos8,,sinb,) —= ; ¥, = ¥, + 1,(cos6,,sind,) .—2(337)
dt dt

Det viser sig da, at der i den kinetiske energi optrader et

produkt af de to hastigheder, hvilket betyder, at vi md i gang

med punkt 3) i det ovenfor givne program, diagonalisering af den

kinetiske energi gennem transformation af hastighederne..

Epin = sm%2 + cm%? = 2 (m+m) 1,% (U")?
| (338)
+ my1,1,cos(0,-0,) UTU? + —m,1,2(U?)?

hvor U!' og U? nu som f¢r stdr for hastighederne af koordinaterne
8, og o,. | ' ' ) |

Ved diagonaliseringen af den kinetiske energi gzlder det
om at fa4 a-matricen til at indeholde sa mange nuller som muligt,
fordi det giver den simpleste skalare reticulation. Vi valger at
lade matricen have den nedre trekantform, dvs. med nuller pé alle
: pladser over diagonalen. Inertéhstensoren M.. i (338) har
koefficienterne '

M, = (m+m,) 1,°

_ _ _ 339) °
M,=M, =mllcos(0,-0,) ; (339)
- 2
My, = my1, J
Vi skal sd diagonalisere M .. til en koérdinatuafhmngig form
m.. =a. M .a*'". =
(340)

"

1 1 1
a,;” 0 M, M,|a," a,

a,t a,’\My, My )\ 0 a,?

/
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Der er s& stadig frihed:tilbage i valget af a'erne. Vi kan valge
at satte a,’ = 1l-og at lade de to koefficienter m;,-og m,, i den
diagonaliserede inertanstensor vare 1ig med henholdsvis M,; og
M,,, som jo er koordinatuafhangige. Altsa:

, _ . Ly . 3 f,; 5
mll - (m1+m2) ll r m22 = mzlz (341)

Vi finder da a oéfmé deSuden bestemme:--den reciprokke at,

som jo skal bruges til bestemmelse af gyrolakken B.. i figur 73:

( 1 0 ﬁ
Lo (342)
a.' = _ l,cos(68,-0,) Y :
m, |m X ny 2 n 2 -
\ 11J1+;§J%i+31n2(61”02) ST (6, 62))

og
1 0
a?t." =| 1,cos(6,-6,) | %*Siny‘(el-ﬁz) (343)
11(1+';"‘21) 1+%:

For gyrolakken B, som jo er antihermitesk, er der kun én
koefficient, der skal udregnes fra (320) og (343):

m,8in (6,-6,)

B, =
12 m. +m
L

1, | m, +m 44
—£p, - cos(6.-6,) 1 2 (344)
1,7t v J m,+m,sin? (6,-6,) i

Vi har sd alle parametre for den skalare reticulation af
figur 73. Ved at flytte 1lidt rundt pa transformere og samlere kan
vi bringe diagrammet pd& formen
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X O
P 6,
mii [Epi(ei)]
= 2
O
73 N °,
>

m , . . . A N )
22 ] [Epz(e )]
Figur 77 Skalar reticulation af dobbeltpendul.

Her er Em(e ). og Eﬁ(ez) de to separate bidrag til den potentlelle
ener91 som optrader 'i (336).

Efter dette eksempel, som er rimeligt representativt for
den ikke-relativistiske analytiske mekanik, vender vi tilbage til
diskussionen fra kapitel 9 om den relativistiske partikeldynamik.
Vi skal se, at den udviklede standardmetode, Lagrange reticula-
tionen figur 73 fungerer lige sd godt i relativistisk sammenhang.
Den vasentligste forskel ligger i metrikken, idet de relativisti-
ske partikelkoofdinater kraver en ikke—euklidisk standardmetrik,
medens den klassiske analytiské mekanik altid vil have euklidisk
standardmetrik, medmindre man medtager x-levels i sin définition
af generaliserede koordinater. |

I den relativistiske partikeldynamik m& vi ogsd tage det
forbehold, at en potentiel energifunktion af partiklens fire-
dimensionale koordinatvektor ikke kan forekomme. Ganske vist kan
det elektriske potential for en ladet partikel indgad i dynamiké
ken, men kun som komponent af 4-vektorpotentialet, ikke som en -
skalar. Hvis kraftfelter. skal kunne henfgres til materielle
kilder, sdsom fjerne masser og ladninger, sd md kraftens virkning
formidles lokalt af et felt, hvori virkninger af forstyrrelser
af kilderne udbredes med en hastighed mindre end lysets. Denne
filosofi passer godt med, at kréften i figur 63 optrader i
forbindelse med et antihermitesk tensorfelt, gyrolakken, der
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virker 1lokalt pd partiklens plads, og hvis udbredeléé fra
kilderne -kan beskrives med lokale partielle differentialligninger
~( Maxwells ligninger, (262), (270)), der kan formuleres i den til
metrikken knyttede tensorformalisme. Derimod passer den ikke til
en skalar, potentiel energifunk;ign af koordinatvektoreh, der pa
forhdand er sat op som parameérisk styret af kildernes kon-
figuration. Energifunktionen for lagre md vere lokal, ellers er
den ufysisk, og derfor star maﬁisig ved atf"krange den ud" og
omsatterden til den form for strukturel ihformation, der kan
beskrives med samlere, transformere og gyratorer, for nadr den pd
den made kommer til at indgéd i energibdndene, der jo direkte
synligger energiens veje, ge¢res lokalitetsprincippet eksplicit.
Dette har varet hovedmotivet for at foretrekke Lagrange-reticula-
tionen frem for Hamiltons ligninger, og ndr vi gar videre til den
relativistiske partikeldynamik, hvor koordinatvektoren Q- i figur
73 er partiklens sted-og-tid-vektor X-°, vil vi derfor undgd at
introducere en energifunktion EN“(Xﬁ.

Forskellen pd den specielle relativitetsteori, SRT, og den
generelle, GRT, er, at i SRT har metrikken altid samme form,
standardformen (211), hvorimod i GRT kan den vare hvadsomhelst,
bortset fra, at den skal vare hermitesk og reel (g.. symmetrisk)
og have (211) som standardmetrik. I SRT fastlagges afstande og
tider med standardmdlestokke og specielt synkroniserede standar-
dure, i GRT kan de benyttede mdlestokke og ure defineres
specifikt for hvert enkelt tilfezlde. Vilkarligheden af metrikken
i GRT kan ikke afskaffes ved at gd over til standardmdlestokke
og standardure, for permanente gravitationsfelter vil umuliggere
en global koordinattransformation, der standardiserer metrikken,
selvom den selvfplgelig altid kan standardiseres lokalt.

Ser vi pd en fri partikel i GRT med en koordinatafhangig
metrik g..(X"), wvil den have en Hamiltonfunktion, som er rent
kinetisk, men ikke desto mindre stedafhangig:
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. . sy e (345)
H(P.,X') = B, = —zl}-np.g(x ) ' P.

Hamiltons ligninger kan reticuleres som i figur 71, idet vi blot
karakteriserer det blandede lager med den skalare masse m, idet

vi underforstar, at inertitensorens 0O-variant er mg..

Figur 78 Hamiltonsk beskrivelse af GRT fri
partikel.. -

Selv om partiklen er "fri", vil den alligevel vare styret af en
4-kraft F. , ndr metrikken er stedafhangig. Af den anden Hamilton
ligning 1 (309) far vi: ' ' '

. dP. OH
F. = = — (346)
drt ( )p

Venstresiden kan omskrives til
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dp, _ 4 dx*

drt M7\ ik dt

| | \ (347)
o | d2x* | 09y dx* dx
Jik"qez | ax1 dt dr | |

Ved ombytning af de summerede indices k og 1 i sidste led i
parantesen, kan udtrykket skrives mere symmetrisk:

drt ¥ de2 0 2\ ox! oxk) dr dr

Hpjresiden af (346) bliver - — : )

OH 1 ag” 1 ag’s k 1
- = - — 2 _pp = - — - P P
(axi)P_ 2m gxi T ° 2m gx1 oxk Il (349)

-1 rs 9951 pxp1 - 199 dx* dx! _( oH
2mgrkg axip P 2maXi dtr drt oxi .

L

Vi finder da, at (346) giver

d?x* _ _p dx*dx‘

g — , (350)
1k de i,kl1 drt dT
her har vi indfert Christoffel-symbolet
0g. 0g.; o

Lk 2lax? axk axd

Det kan vises (Mgller, IX.103), at I' ikke transformerer som

en tensor, medmindre den metriske transducer er koordinatuafhan-
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gig. Inden for en given metrik kan vi imidlertid have f¢rste
index pd normal mdde og sdledes definere

j = gJi |
e = 97 (352)

og bevagelsesligningen (350) kan sa omformes til den sdkaldte
geodztligning:

a2xJ _ _ py  dxkdx!?
dt? S Hdr de

(353)

Ved en geodatisk kurve forstas den kurvé mellem to givne
kurver, som har den mindste buelangde. I eukiidisk geometri er
de geodetiske kurver rette linjér, og inertiens lov‘kan udtrykkes
pa& den made, at bevagelsen af en fri partikel fglger en géodmtisk
kurve. PA& ‘en kugleflade er geodeterne storcirkelbuer, og
tilsvarende kan man for enhver differentiabel flade indléjret i
det tredimensionale e_uklid'iske rum bestemme et metrisk tensorfelt
og derfra systemét af geodater. Nu ‘er den 'firedimensionale
energibdndsmetrik, som ligger til grund for (353) 1kke geometr1
og ndr vi her taler om buelzngde og geodatiske kurver, er det kun
en analogi til den Rlemannske,fladegeometrl, som man ikke skal
lzgge for meget 1i. ' - ,

For at indse, at (353) er analog til en parameteffrem—
stilling af en geodatisk kurve, bemarker vi fwrst at energien
af den frie partikel er kvadratisk i 1mpu1serne eller hastig—
hederne, og da der ikke er nogen potentiel energi, har Lagrange

funktionen samme vardi som Hamilton funktionen'
L(U ,X') = H(P.,X") = E,, 9
Vi kan opfatte egentiden t som en naturlig parameter for

partiklens bane i det firedimensionale koordinatrum. Nar t far
en lille tilvakst dt, har vi:
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L dt? = imdX'g..dX' = - Zmds? @9

og storrelsen ds er s& ahalog til den tilbagelagte véjlangde ved
bevegelse pa ‘en Riemahnsk flade. Det negative fortegn er
ngdvendigt, hvis ds® skal vare positiv, nér’partikieﬁébevager sig
1angsbmmere end lyset. Da L er lig med energifunktionen, erréen

en bevagelseskonstant, givet ved (244), dvs.

ds _ | -2L

ar m

= o (356)

Hvis vi sammenligner den virkelige bevagelse med alle virtuelle
bevagelser fra t, til t,, ved vi, at virkningsintegralet (298)

antager et ekstremum. Vejlangden for de virtuelle bevagelser er

T2

S(tl'tz) =f —_2_L drt (357)
d m
1

sd for sma virtuelle ®ndringer omkring den virkelige bevagelse,
hvor (356) g®lder, finder vi

T2

ds(t,,T,) = - 1 6der =0 (358)
mc J
1

Det er i denne forstand, at partiklens bevagelse siges at folge
en geodatisk kurve i det firedimensionale rum-tids kontinuum.
"Vejlangden" s er dog ikke minimal som for en virkelig geodat,
men maksimal, hvilket vi kan indSe ved at betragte en klassisk
inertiel bevagelse i standardmetrikken, for hvilken det galder
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s? = c?(t,-t;)? - D? (359)

hvor D er den tilbagelagte vejlangde i det tredimensionale rum.
Da D er minimal for den retlinede inertielle bevagelse, fplger
det, at s er maksimal. Det f¢lger sd ogsd af (358), ét virk-
ningsintegralet er minimalt. B

Filosofien i GRT gér ud pd, at sdkaldte fiktive krafter,
der optrader i accelererede koordinatsystemer, ikke lokalt:kan
skelnes fra gravitationskrafter. Egentlige gravitationskrazfter
er lige sd "fiktive" som f.eks centrifugalkrefter, idet de kun
indgdr i dynamikken via den metriske tensors afledede, som
skildret i geod®tligningen. Da massen ikke indgar i geodat-
ligningen, er den et udtryk for akvivalensenbmellem tung og trag
masse. Egentiig indgar tidéh heller ikke, for egentiden t kan
erstattes med en hvilkensomhelst anden parameter A, der er en
monoton og differentiabel funktion af t, s& vi far: |

d2x7 _ i dx¥dx‘
dA2 Kda da

(360)

Den "frie" GRT partikels dynamik kan ogsé.beskrivés ved
hjzlp af standardmetoden, Lagrange reticulationen figur 73. Her
gelder det sd om at diagonalisere den kinetiske energi, hvilket
bliver det samme som at diagonalisere den metriske tensors O-
variant g.., idet (jfr. (345)) |

= 1 . . (361)
Vi skal altsd finde en hastighedstransformation a, saledes at

U =V'a.' ; Egy,=5mVG. .V 2
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hvor G er standardmetrikken (211). Normalt vil en sadan hast-
ighedstransformation vare-lokal, dvs. den kan ikke integreres til
en global koordinattransformation. Hvis der findes en sadan
global transformation, sdledes at

. /- . .
U = —d;i_ ;o Vo= ——dé(r ;o X't = FI(XT)
(363)
sd galder
a'lji‘ = gf; (36;1)
X

og dette forer til f¢lgende integrabilitetsbetingelse, som a-

transformeren md tilfredsstille:

-1 1 -1 1
gat;" _oaty”

oxk ox7

(365)

Hvis der findes en s&dan global (og muligvis ikke-linear)
koordinattransformation f, som forbinder de givne koordinater X-
med koordinaterne i et inertialsystem X'®, sd vil den tilhg¢rende
lineare hastighedstransformation a diagonalisere den kinetiske
energi. Vi ser da ved sammenligning af (365) og (320), at
gyrolazkken B, horende til en sddan transformation, forsvinder
identisk. Hvis der findes en global transformation til et
inertialsystem, er det altsd muligt helt at borttransformere de
gravitationelle krafter, som gyrolakken beskriver, dvs. krafter-
nes tilstedevarelse skyldes sd udelukkende, at det benyttede
koordinatsystem er accelereret i forhold til et inertialsystem.
Hvis det ikke er muligt at finde en global transformation til et
koordinatsystem, m& vi konkludere, at gyrolazkken beskriver et
permanent gravitationsfelt. Der er sdledes en vidtgdende parallel
mellem den made, de elektromagnetiske krafter optrader p& i SRT,
og den mdde, de permanente gravitationsfelter optrader pad i GRT.
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Hovedopgaven for GRT er sa at formulere en teori for sadanne
felters udbredelse fra deres kilder i form af tensor-differenti-
alligninger, der bestemmer de trak ved metrikken, der er
invariante over for wvilkarlige koordinattransformationer;
Einsteins feltligninger giver et bud pd en s&dan teori, men de
er ikke entydigt bestémt ud fra krévet'om, at de skal reproducere
Newtons teori for smd hastigheder, afstande og massetatheder. Det
er ikke muligé i ¢jeblikket at afggre eksperimentelt, hvilken
teori, der er den rigtige. Af de tre kendte eksperimentelle
tests,‘lysafb¢jningen ved en solforme¢rkelse, r¢dforskydningenAi
et tyngdepotentiale, malt ved Mbssbauer-effekt; bg Merkurs peri-
heldrejning, er det kun den sidste, der viser afvigelser fra den
klassiske teori, som ikke kan udledes alene af SRT, men Merkurs
faktiske periheldrejning er langt st¢rre end GRT effekten pa
grundvaf perturbationer fra dé andre planeter, sa effekten'sl¢res
for meget af klassisk ste¢j til, at en afgwreise kén findes. En
"kattersk" diskussion'af disse forhold er givet af Draminsky.
Endelig kan navnes den mulige eksistens af sorte huller, som
forudsiges af Einsteins teori, men fo;e1¢big ~savner sikker
verifikation. _ . _
Vi. skal ikke her géAind i den egentlige gravitationsteori,
men vil ngjes med diskussionen af, hvordan en given rumafhahgig
metrik pavirker partiklers bevageléé. Som eksembel pad bevagelse
i et accelereret koordinatsystem'vil vi genoptage diskussionen
af den roterende skive, som blev introduceret i kapitel 7. Det
er her naturligt at benytte de polare koordinater r og ¢, som vi
kan tanke os udmalt med standardmdlestokke og pamalet skiven,
inden den sattes i rotation. Som tidsmal benyttes ure, som under
rotationen kan afstemmes til at f¢olge gangen af de synkroniéerede
standardure i laboratorie-inertialsystemet, som de passerer pa

vej rundt.
Xt=r ; X?=¢ ; X3=t¢t (366)

Den metriske tensor for skivens system, som vi nu vil kalde g,
er sd givet ved udtrykket (189). For at knytte forbindelse til
diskussionen ovenfor om globale koordinattransformationer vil vi
nu kalde laboratoriesystemets koordinater X'-, idet vi holder os
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til to cartesiske rumkoordinater X'' .= x og X'’ = y og en
tidskoordinat X'® = -ct. Den globale transformation :til et -

inertialsystem, som givet i (363) er sa

x'1 = FI(X') = x = rcos (P+@t) |

(367)

~

X'? = F2(X') =y = rsin(¢+wt)
x'3 = f3(X") = ct

J

Den linezre hastighedstransformation svarende hertil er sa ifglge

(364) givet ved matricen

cos (p+wt) sin(¢+wt) O
-rsin(¢+wt rcos (¢p+wt) 0
-rwsin(¢+wt) rwcos(P+wt) c

(368)

a1’

Med dette valg af transformeren a i figur 73, bliver der altsa
ikke brug for gyrolakken B, da integrabilitetsbetingelsen (365)
er opfyldt. Der optrader ingen former for fiktive krafter eller
gravitationskrafter i beskrivelsen, som blot f¢rer hele problemet
tilbage til laboratorie-inertialsystemet, hvor partiklen bevager
sig javnt og retlinet. Metoden er utilfredsstillende, fordi
transformeren a er tidsafhazngig, medens den metriske tensor i
skivens system (189) er vuafhangig af tiden. Vi ¢nsker at
reticulere problemet p& systemets egne pramisser, dvs. pa
grundlag af den metriske tensor alene, sa de benyttede elementer
md vare tidsuafhangige.

Vi vender derfor tilbage til den metode, der blev benyttet
for dobbeltpendulet, dvs. vi bestemmer den diagonaliserende
transformer a, sdledes at dens l-variant har den nedre trekant-
form. Der skal altsd galde (jfr. (361) og (362)):

. + (369)



187

hvor G.. er standardmetrikken i‘(182) og g.. er matricen (189),
og a.- skal have nuller pad alle pladser over diagonalen. Den
simpleste l¢sning er

Nl O .
O O

a. - (370).

()

1
. 0
0

nle

Ved skalar reticulation af en transformer i metrikken g kan der
hpjst forekomme fem skalare transformere og fire ‘skalare
gyratorer, som vist pd figur 68. Med a givet ved (370) reduceres
dette til en enhedstransformer og to ikke-trivielle transformere,
r og c, samt én gyrator, w/c. Gyrolakken B, som nu kan bestemmes
af (320) og (370), kunne i princippet indeholde én skalar
gyfator, B,,, og to skalare'transfofmere, Bn'og'Bn,vmen det viser
sig, at B,, er nul, fordi a' hverken afhanger af ¢ eller t, sa
tilbage er kun | ' ' S ‘

By, = -p, i B3 = -wp, (371)

Vi kan sd gennemfgre den skalare reticulation og nadr frem
til diagrammet o ' B '

8‘eo> 8|‘Ho>

m

X
Pi
i}
@ N . | =%
i O—f—O0 U

Figur 79 Relativistisk partikel pa roterende skive.
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Bevagelsesligningerne for de tre koordinater er

dr _ P , d¢ _ P

dr ; s P2@ . dt | Ps (39
drt m dr mr mc drt mc

Det viser sig nu, at de to bidrag til str¢gmmen til o-lageret for
p;, som leveres gennem gyratoren w/c og transformeren c, netop
ophaver hinanden, dvs. p, er en bevagelseskonstant. .

p, = —mcy | (373)

hvor y er tidsforlangelsesfaktoren. Da den samlede energifunktion
af de tre x-lagre ogsd er en konstant, -i%mc? (244), og da p,/m og
p,/m ifplge (372) og (373) er henholdsvis. den radiale og den
azimuthale del af partiklens hastighed u i forhold til labora-
tofie—inertialsytemet, malt med partiklens egentid, fas

u? 1
2 2
v (374)
o, 1 -
C

hvor v er partiklens normale hastighed i forhold til labora-
toriet, malt med laboratoriets ure. Disse udtryk bekrafter kun,
at der er tale om en SRT fri partikel, nar bevagelsen beskrives
fra laboratoriesystemet, og at de gravitationelle eller fiktive
krzfter i skivens system, som bl.a. skyldes gyratoren p,, kan
transformeres bort.

Vi vil n¢pjes med at se pa de fiktive krefter i den
klassiske granse, v << c. Vi kan sa erstatte p;-lageret med en
spandingskilde med den konstante spanding c. Denne spandingskilde
ses nu gennem gyratoren /¢ som en strgmkilde med strgmmen o,
hvilket er en mere tilfredstillende reticulation, da c m& udgd
fra bevegelsesligningerne i den klassiske grznse. Nar spandings-
kilden erstattes med str¢mkilden ®, bliver transformeren -wp, til
endnu en x-gyrator p,. P4 denne mdde forsvinder alle relativisti-
ske trak; t-lageret kan undvares, da der ikke vil wva&re nogen
forskel pd& koordinattiden t og egentiden t. Vi ender da med
felgende diagram:
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>
L///’

Figur 80 Ikke-relativistisk partikel pa roterende skive.

Bevagelsesligningerne for dette diagram er:

dr _ P, db_ P _, |
dt m ' dt mr
_ : 3 (375)
dpl - dd) dpz _ b dr ‘
dt'(“’* )Pz ' dqe ~ T rac
Ved elimination af de to impulser fas
d2r = r((&) + d_d))z ‘
dt? dt
» \ (376)
d2¢ = - _.2__d'_(w + id)_)
dt? rd dt

Heri findes en hastighedsuafhangig, radialt udadrettet acce-
leration rw?, centrifugalaccelerationen, medens de ¢vrige,
hastighedsafhangigeled,tilsammenudg¢fCoriolis—accelerationen.
Hvis vi indf¢rer enhedsvektorer efter voksende radius og voksende
azimuth, kan partiklens hastighedsvektor skrives pa formen



: gLz + g (377

De indfg¢rte enhedsvektorer fplger partiklens bevagelse:

,dé’r ~ dcb dé’¢ dcb (378)

dt ac’ " dt ac’r

Partiklens acceleration er sa

d?r _ dé)\2

dt? de

Nar vi heri indfgprer udtrykkene (376) kan vi skrive accelera-
tionen som sum af centrifugal- og Coriolis-acceleration, hvor

- v
§=9v

= ,dr dé d2¢ z (379)
dt e

dt dt dt

— _ 2—0
Acent ~ rw e,

(380)

8ror = 2VX® = 2r0—+ d(b - 2w-a-Ee¢

De ikke permanente gravitationsfelter, som karakteriserer
accelererede koordinatsystemer +til forskel fra inertialsy-
stemerne, kan ifglge Machs princip forstds som egentlige
gravitationsfelter, der skyldes bevagelsen af den kosmiske
massebaggrund i forhold til det accelererede system. P& lignende
mdde md man teznke sig, at den faktiske eksistens af inertialsy-
stemer, hvor SRT gelder, skyldes denne kosmiske baggrund. Selve
lyshastighedens universelle vardi md pd en selvkonsistent mdade
kunne henfgres til universets st¢rrelse og massetathed. Disse
spekulationer, som er grundlaggende filosofi for GRT, kan dog
ikke uden videre finde formalistiske udtryk med teoriens
begrebssat. Maske skyldes gravitationsteoriens og de forenede
feltteoriers vanskeligheder, at man har set sig blind pa den
geometriske metafor og troet at tid og udvikling kunne reduceres

til mgnstre af verdenslinjer.
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Opgaver.
(is@r til kapitel 6 og 7)

1. Vis, at de metrisk uhitare transformere danner en gruppe.
Vis endvidere, at den duale til en metrisk unitar tensor ogsa er
metrisk unitar. Hvad kan man ellers sige om en tensor, der bade
er metrisk unitar og metrisk hermitesk? Gennemga derpad de samme
spsrgsmdl, nar "metrisk" erstattes med "1-".

2. Vis, at en selvdual spejlingstransformer er ikonsymmetrisk.

3. udfyld nedenstéende.diagrammer i alle varianter

f. |‘ . e.
B N

N
/

-+

en ’ fn
> ;@ +
4. Vi betragter den todimensibﬁale o,-standardmetrik
1 0
G.. =0, =|.
0 -1

Vi lader symbolefne E, mog C Betegne tensorer, hvis l-varianter
er de tre Pauli matricer ' ‘

01 , 0 -i . |
£.° =ox=(10); n. =oy=.(i O); (." =g,

Vi ser nu pa me&ngden af transformere indeholdende tensorerne

+G, th, +iG, tih, 2§, n, £{, +if, zin, 2i{

a) Blandt disse 20 er der kun 16 forskellige. Hvilke?
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b) Hvilke af disse er metrisk hermiteske/ ‘metrisk unitare/
ikonsymmetriske/ l-unitare/ l-hermiteske/ spejlinger (2-cykli-
ske)/ 4-cykliske/ reversible/ antireversible?

c) Hvilke af disse transformere er der i forvejen indfert
ikoner for i teksten. Lav passende ikoner for de resterende.

d) De reversible elementer udge¢r en ikke-kommutativ under-
gruppe, som kaldes den dihedraleigruppe. Lav en multiplika-
tionstabel for denne gruppe. ”

e) Vis, at den i d) unders¢gte gruppe er isomorf med gruppen
af flytninger, hvorved et kvadrat bringes til at dakke sig selv.

5) Vis, at en selvdual gyrator er ikonsymmetrisk og reciprok
(reversibel), hvis den er metrisk antihermitesk, og at den er

antireciprok, hvis den er metrisk hermitesk.

6) Lad K vare response-tensoren for en 1l-port med span-
dingsinput. Vis formlen

‘:> | x = I t'Kt

Lav derpd en tilsvarende formel, hvor transformeren t er
erstattet med en metrisk transducer A. Kan denne formel begrunde,

at K transformerer som en tensor ved koordinatskift?

7) Lad t vere en tensor og A en metrisk transducer, sd t i det

2ndrede koordinatsystem er givet ved
t! = AtA*

Vis, at den duale tensor transformerer efter den duale transducer

hd

£l = AEA"
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8) Ret eventuelle fejl i nedenstdende ikonformler

= - e

9) ~Bestem (alle varianter af) protensorerne h, H' og A for
metrikken (63). ‘

10) Bestem signaturen for metrikken
12

g.. = 5 3

Bestem protensorerne h, H' og A for denne metrik.
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56/82 "EN ~ TO - MANGE" -
En undersggelse af matematisk ¢kologi.
Projektrapport af: Troels-Iange:
Vejleder: Anders Madsen.

57/83 "ASPECT EKSPERIMENTET"-
Skjulte variable i kvantemekanikken?
Projektrapport af: Tom Juul Andersen.
Vejleder. Peder Voetmann Chr:.stiansen
. 57 er udgaet. .

58/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin-
ger over spredning af dyr mellem smibiotoper
i agerlandet.
Projektrapport af: Per Hammershgj Jensen og
Lene Vagn Rasmussen.
Vejleder: J¢rgen Larsen. R

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sgrensen.

60/83 "MATEMATISK MODEKSPERTISE"- et eksempel.
Projektrapport af: Erik 0. Gade, Jprgen Kar-
rebxk og Preben Ngrregaard.

Vejleder: Anders Madsen.

61/83 "FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION, SOM ET EKSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens Hpjgaard Jensen
og Jprgen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pa Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi 2. rev. udgave.
Af: Else Hgyrup.

63/83 "GREATING ENERGY FUTURES:A SHORT GUIDE TO ENER-
GY PILANNING".
ENERGY SERIES No. 8.
Af: David Crossley og Bent Sgrensen.

64/83 "VON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

65/83 "ANVENDT MATEMATIK - TEORT ELLER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Hedegard Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-~Jensen, Amnelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mpller
Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Griinbaum.

66/83 "MATEMATISKE MODELIER FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA COLI".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: Jgrgen Larsen og Anders Hede Madsen.

67/83 "ELEPSOIDE METODEN - EN NY METODE TIL LINEAR
PROGRAMMERING? "
Projektrapport af: Lone Biilmann og Lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt. ’

68/83 "STOKASTISKE MODELIER I POPULATIONSGENETIK"
~ til kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgard Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mglgérd Olsen.
Vevileder: Jgrgen Iarsen.
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69/83 "ELEVFORUDSETNINGER I FYSIK"
- en test i 1.9 med kommentarer.

Af: Albert C. Paulsen.

70/83 "INDLERINGS - OG FORMIDLINGSPROBLEMER I MATEMATIK
PA VOKSENUNDERVISNINGSNIVEAU".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor-
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle-
rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Vagn Ras-
nussen.
Yejleder: Klaus Grinbaum og Anders Hede Madsen.

71/83 "PIGER OG FYSIK" -
- et problem og en udfordring for skolen?
Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.

72/83 "VERDEN IFVILGE PEIRCE" - to metafysiske essays,
’ om og af C.S Peirce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

73/83 ""EN ENERGIANALYSE AF ILANDBRUG"
- ¢kologisk contra traditionelt.
ENERGY SERIES N8. 9
Specialeopgave i fysik af: Bent Hove Jensen,
Vejleder: Bent Sgrensen.

74/84 "MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi-
denskabeliggjort teknologi og nytten af at lzre

83/84 "ON THE QUANTIFICATION OF SBCURITY":
PEACE RESEARCH SERIES NO. I
Af: Bent Sgrensen :
nr. 83 er p.t. udgdet

84/64 "NOGLE ARTIKLER (M MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE".
Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

85/84 " CENTRIFUGALRECULATORER OG MATEMATIK".
. Specialerapport af: Per Hedegird Andersen, Carsten Holst-
Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mpller Pedersen.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

86/84 "SECURITY IMPLICATIONS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
FOPR. WESTERN EURCPE". .
PEACE RESEARCH SERIES NO. 2
Af: Bent Sgrensen.

87/84 "A SIMPLE MODEL CF AC HOPPING OCNDUCI‘IVITY IN DISORDERED
SOLIDS".
Af: Jeppe C. Dyre.

88/84 "RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINITESTMALS"
Af: Detlef Laugwitz.

89/84 "FIERNVARMEOPTIMERING".
Af: Bjarne Lillethorup og Jacob Mprch Pedersen.

90/84 "ENERGI I 1.G - EN TBORI FOR TILRETTELAGGELSE" .
Af: Albert Chr. Paulsen.

fysik.

Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko— . I
tak Jensen. 91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

Vejledere: Jens Hpjgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen, 1. Larervejledning

75/84 "MATEMATIKUNDERVISNINGEN I FREMITDENS GYMNASIUM"
- Case: Linezr programmering.
Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdshl
og Frank Mglgaard Olsen.
Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bigmeboe.

76/84 "KERNEKRAFT T DANMARK?" ~ Bt hgringssvar indkaldt

af miljgministeriet, med kritik af miljpstyrelscns

rapporter af 15. marts 1984.
ENERGY SERTES No. lo .
Af: Niels .Boye Olsen og Bent Sgrensen.

77/84 "POLITISKE INCEKS - FUP ELIER FAKTA?"
Opinionsundersggelser belyst ved statistiske
modeller.

Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen :

og Susanne Stender.
Vejledere: Jgrgen Larsen og Jens Bjgrneboe.

78/84 "JEVNSTRZMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I
AMORFT GERVMANIUM".
Specialrapport af: Hans Hedal Frank C. Ludvigsen
og Finn C. Physant.
Vejleder: Niels Boye Olsen.

79/84 "MATEMATIK OG ALMENDANNELSE".
Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wenner-
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm
og Morten Overgaard Nielsen.
Vejleder: Bernhelm Booss.

80/84 "KURSUSMATERIALE TIL. MATEMATIK B".
_ Af: Mogens Brun Heefelt.

81/84 "FREKVENSAFHANCIG LEININGSEVNE I AMORFT GERMANIUM".

Specialerapport af: Jgrgen Wind Petersen og Jan
Christensen.
Vejleder: Niels Boye Olsen.

82/84 "MATEMATIK - OG FYSIKUNDERVISNINGEN I DET AUIO"'
MATISERELE SAMFUND".
Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre
25-27 april 1983.
Red.: Jens Hpjgaard Jensen, Bent C. Jo)rgensen
og Mogens Niss.

100/85 "TALSYSTEMETS OPBYGNING".

Projektrapport af: Biger Imdgren, Hemi.ng Sten Hansen
og John Johansson.
Vejleder: Torsten Meyer.

92/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".
2. Materiale
Projektrapport af: Biger Lundgren, llcnnim Sten Hansen
o John Johansson. .
Vejleder: Torsten Meyer.

93/85 "THE SEMIOTICS OF QUANTUM -~ NON - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

94/85 "'I'RE:ENIGIEDEN BOURBAKI — generalen, natematikem
og an
Pm]ektrapport af: Morten Blomh¢], Klavs Frisdahl
og Frank M. Olsen.
Vejleder: Mogens Niss.

95/85 "AN ALTERNATIV DEFENSE PIAN FOR WESTERN EUKJPE
PEACE RESEARCH SERTES NO. 3
Af: Bent Sgrensen

96/85"ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".
Af: Bjarne Lilletorup.
Vejleder: Bent Sgrensen.

97/85 "ON THE PHYSICS OF A.C. HOPPING CDI\IDIX'JI‘IVI’I‘Y"
. Af: Jeppe C. Dyre.
98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATIONSALDEREN".

Af: Bent Sgrensen.

99/85 "Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Je¢rgensen og Mikael Klintorp.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

Af: Mogens Niss.

101/85 “"EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILLS IN

PERTURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Sengupta.

102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE ‘MJDE[IER, BELYST

VED MODELIER OVER KZERS FODEROPTACELSE OG - QMSEINING".
ProYektrapport af: Lis Eilettzen, Kirsten Habekost, L:Lll Rgn
og Susanne Stender. ,

Vejleder: Klaus Griinbaum.




103/85 "¢DSIE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER".
Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen.
Vejleder: Bent Sgrensen.

104/85 "ANALOGREQEMASKINEN OG I.ORE:NZLICNINGER"
Af: Jens Jager.

105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPRCIFIC HEAT AF THE
(TASS REANSITION".

Af: Tage Christensen.
"A SIMPLE MODEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.
Contributions to the Third International Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
in Grenoble July 1985.

106/85 "QUANTUM THEORY OF EXTENDED PARI‘ICLES
Af: Bent Sgrensen. .

107/85 “EN MYG GPR INGEN EPILTMI",
- flodblindhed som cksempel pd matematisk modelle-
ring af et epidemiologisk problem.
Projektrapport af: Per Hedegard Andersen, Lars Boye,
CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen og Erling
Mpller Pedersen.
Vejleder: Jesper Larsen.
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108/85 "APPLICATIONS AND MODELLING IN THE !VATEMATICS CCR -
RICULUM" - state and trends - ) w
Af: Mogens Niss. ;

109/85 “COX I STUDIETILEN" Cox‘s regressionsmdel anvendt pa
studenteroplysninger fra RUC.
Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-
ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

110/85"PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORCEN RUNDT PA FIADE KORT".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VIDENSKABELIGGZRELSE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATICN
FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPIER".
Projektraprort af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn
Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBCLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDEISE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE

124/86

125/86

126/86

127/86

128/86

130/86

" 120/86 "ET ANTAL STATISTISKE STANDARDMODELLER".

Af: Jg¢rgen Larsen

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".

Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "GN THE MBCHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre.

123/86 "GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERLEN",

Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RIC.

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

"UVBY,@ - systemet - en effektiv fotametrisk spektral-
klassitikation af B-,A- og F-stjerner".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTBEORI".
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

"GALOIS' BIDRAG TIL UDVIILINGEN AF DFN ABSTRAKTE
ALGFBRA" .

Projektrapport af: Pernille Sand, Heine Larsen &
Lars Frandsen.

Vejleder: Mogens Miss.

"SMAKRYB" - am ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klmtorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PHYSICS IN SOCIETY"

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

"Studies in Wind Power"
Af: Bent Sgrensen

131/86 "FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-

projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmassige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brend,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup, Jergen Vogelius,

Jens Hejgaard Jensen.

132/86 "FYSIK OG DANNELSE"

Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jordgen Vogelius.

133/86 "CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.

ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Serensen.

AF KONTIGENSTABELIER".
Projektrapport af: lone Biilmann, Ole R. Jensen
Og Anne-Lise von Moos.

Vejleder: Jdrgen Larsen.

115/85 "“MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TIL REN?ESSANCEN".
Af: Mogens Niss.
116/85 "A PHENCMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-

NELDEL RULE".
Af: Jeppe C. Dyre.

117/85 “KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING"
Af: Jacocb Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

134/87

135/87

"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hpst Pedersen,
Petr Visc¢or

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
TEORETISKE FORUDSATNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen
[}

136/87 "Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendommens
" 3 3"
118/85 TILFELDIGHEDEN OG NZDVENDIGHEDEN IFYLGE forste og andet mode med grask filosofi
PEIRCE OG FYSIKKEN". Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen
Af: Peder Voetmann Christiansen Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hojgaard Jensen
137/87 "HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE

119/86 "DET ER GANSKE VIST — - EUKLIDS FEMIE POSTULAT
KUNNE NOK SKABE RJRE I ANDEDAMMEN".
Af: Tben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling
Af: Jeppe Dyre

Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.

Vejledere:




138/87 "JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP." . 152/87 "PSEUDO-DIFFEﬁﬁNTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY

Paper presented at The International OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS"

Workshop on Teaching Nonlinear Phencmena : . A ) ,
.at Universities and Schools, "Chaos in

*Education”. Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987. by: Bernhelm Booss-Bavnbek

Krzysztof P. Wojciechowski ,

By: Peder Voetmann Christiansen’

153/88 "HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELI;EM MILITRERE

13 9/87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik . : ) "
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit . 0G CIVILE'KREFTER
der Natur" . : Et eksempel p& humanistisk teknologihlstorle
Af: Bernhelm Booss-Bavrbel Hlstomespecmle K

Martin Bohle-Carbonell ‘ ) ) Af: Hans Heda;
_ ' C Vejleder: Ib Thiersen
140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"
o ) 154/88 "MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND
By: Jéns Gravesen . . . . THE GLASS TRANSITION" "

141/87 "RADIOMETERS .UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR ~ By: Jeppe Dyfe

. ET TEKNOI.NIHISIORISK PROJEKT"

PrOJektrapport af Finn C. Physant . ' 155/88 "A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
leder: Ib Thlersen .
vejle SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

142/87 "The Calderén Proyektor for Operators With by: Michael Peder sen

Spllttlng Elliptic Symbols"
A 156/88 "THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC .
by: Bernhelm Booss-Bavnbek og CONDUCTION IN' DISORDERED SOLIDS" :

sztof P. Wojciechowski
Krzysz ) by: Jeppe C. Dyre

14}5'/87 "Rursusmateriale til Matematik.pé NAT-BAS" ) 157/88 " STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
. . BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL
af: Mogens Brun Heefelt A pseudo-differentlal approach.'
s A h by:_ Michael Pedersen
.144/87 "Context a.nd Non-Locality - A Peircean Approach - )

Paper presented at the Symposium on the : " 158/88 "UNIFIED FORMALISM ‘FOR. EXCESS CURRENT NOISE IN
Foundations of Modern Physics The Copenhagen " RANDOM WALK MODELS" o
Interpretation 60 Years after the Camo Lecture. . :

. Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987. . . bJ{~ Jeppe Dyre’

By Peder Voetmann Chrlstlansen R ) R . .
159/88 “STUDIES IN SOLAR ENERGY" L

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND - .by‘: ‘Bent Szrex{éen :
) MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA" R T

Manuscript of a plenary lecture delivered at 160/88 "L oUP AN INSTA .EN 10N TWO"
ICMIA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987 /88 "LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO

. * by: Jens Gravesen
By: Mogens Niss Y .

y 161/88 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
"BESTEMMETL AF BULKRES IVITETEN I SILICIUM" . e
146/87 "BE SE 1ST OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS: '

- enny frek sbaseret mal tode. Dirichlet feedback control problems"

Fys:.kspecmle af Jan Vedde' by Michasl Pedersen
Vejledere~ Niels Boye Olsen & Petr vigor

162/88 "PIGER & FYSIK - 0G MEGET MERE"

" 2 o n . .
147/87 Rapport om BIS pa NAT-BAS . AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,
i : Mogt Brun fel }
redJ.g_eret af ens Hee t . Jette Reich , Mette Vedelsby
148/87 "Naturvidenskabsundervisning med ‘
- Somfun ds;g:gze:‘ézvﬁ” e me 163/88 “EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
. . h L PERMEABILITETEN FOR BLOD-NETHINDE-BARRIEREN'
af: Peter Colding-Jergensen DLH ‘
Albert Chr. Paulsen Af: Finn Langberg, Michael Jarden, Lars Frellesen

149/87 "In-Situ Measurements of the dens:ﬂ:y of amorphous Vejleder: Jespexj Larsen

germanium prepared in ultra high vacuum'

' by: .Petr Visdor ’ . 164/88 ""Wurdering af matematisk teknologl
. Technology Assessment
150/87 "Structure and the Existence of the first sharp Technikfolgenabschatzung"
diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ" . Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med

- J H d Jen
by: Petr Vik¥or Martin Bohle-Carbonell og Jens Hgjgaard Je sen

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING" 165/88 "COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

Matematikprojekt af: by Jens Gravesen

Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

. ) Vejleder: Mogens Niss



166/88 "Grundbegreber i Sandsynllgheds—A . , 178/89 "BIOSYNTESEN AF PENICILLIN - en matematisk model"
regningen"
e af: Ulla Eghave Rasmussen, Hans Oxvang Mortensen,

Af: Jergen Larsen ) Michael Jarden

vejleder i matematik: Jesper Larsen

biologi: Erling Lauridsen
167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller" & &

Af: Jorgen Larsen = f'
7 - 179a/89 "LERERVEJLEDNING M.M. til et eksperimentelt forlab
167b/88 "BASISSTATISTIK 2. Kontinuérte om kaos"
modelter® - af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal

Af: Jorgen Larsen PR - ) i
’ : - ) : Vejledere: Peder Voetmann Christiansen

) : ) Karin Beyer
168/88 “OVERFLADEN AF PLANETEN MARS" o

La:“a“‘t‘ie‘zlgﬁle€1“3P°ge"2‘é§§'§’;ai°g" : 179b/89 "ELEVHEFTE: Noter til et eksperimentelt kursus om ¢
undersegt ve 9?5 auerspek! skop L kaos" ) ..
Fysikspeciale af: : i 3
- . . o af: ‘Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal »
i Lund ..
Birger Lundgren . ]
Vejleder: Jens Martin Knudsen ' - Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Fys.Lab./HC® : Karin Beyer
169/88 "CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN 0G MQRTEL . . " . , . .
TIL EN METAFYSIK." - 180789 "KAOS I FYSISKE -SYSTEMER eksemplificeret ved
- torsions- og dobbeltpendul®. B
Fem artikler fra tidsskriftet "The Monist". . . . . . :
1891-93. af: Andy wlered, Seren Brend og Jimmy Staal
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen
Introduktion og oversazttelse:
: 181/89 "A 2ERO-PARAMETER CONSTITUTIVE RELATION FOR PURE
Peder Voetmann Christéansen SHEAR VISCOELASTICITY"
- B . . by: Jeppe Dyre - -
-170/88 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK" .
Samtlige opgaver stillet i tiden
1974 - juni 1988 183/89 "MATEMATICAL PROBLEM SOLVING, MODELLING. APPLICATIONS -
X . AND LINKS TO OTHER SUBJECTS - State. trends and
" Dira ation with Light-Cone Data
171/88 "The Dirac Equ g issues in mathematics instruction
af: Johnny Tom Ottesen
by: WERNER BLUM, Kassel (FRG) og
172/88 "FYSIK Oé VIRKELIGHED" MOGENS NISS, Roskilde (Denmark)
Kvantemekanikkens grundlagsproblem
i gymnasiet. 184/89 "En metode til bestemmelse af den frekvensafhengige
Fysikprojekt af: varmefylde af en underafkelet veske ved glasoverganger"
Erik Lund og Kurt Jensen ’ .
‘. -af: Tage Emil Christensen
Vejledere: Albert Chr. Paulsen og
Peder Voetmann Christiansen
185/90 “EN NESTEN PERIODISK HISTORIE" f
- Et matematisk projekt ’
173/89 "NUMERISKE ALGORITMER" : af: Steen Grode og Thomas Jessen
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af: Mogens Brun Heefelt . Vejleder: Jacob Jacobsen
174/89 v GRAFISK FREMSTILLING AF 186/90 "RITUAL OG RATIONALITET i videnskabers udvikling"
FRAKTALER 0G KAOS" B . redigeret af Arne Jakobgen og Stig Andur Pedersen ) 3
af: Peder Voetmann Christiansen 187/90 “RSA — et kryptografisk system" ;
' af: Annemette Sofie Olufsen, Lars Frellesen b

175/89 " AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIME
Ole Maller Niel |
DEPENDENT SPECTRUM OF THE NON-STATONARY - og Ule er Nielsen |

SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATION Vejledere: Michael Pedersen og Finn Munk i

af: Michael Pedersen

188/90 “FERNICONDENSATION - AN ALMOST IDEXL GLASS TRANSITION"

176/83 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR
by: Jeppe Dyre

RESPONSE THEORY"

af : Jeppe Dyre 189/90 "DATAMATER I MARTRMATIKUNDERVISNINGEN PA
GYMNASIET OG HQ@JERE LEREANSTALTER

177/89 "HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstrom,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia
Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen

af: Finn Langberg

Vejleder: Mageny Brun Heofaelt |
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Projektrapport af :

“FIVE REQUIREMENTS FOR AN
APPROXIMATE NONLINEAR- RESPONSE
THEORY"

by: Jeppe Dyre

"MOORE COHOMOLOGY, PRINCIPAL
BUNDLES AND ACTIONS OF GROUPS
ON C*-ALGEBRAS"

by: Iain Raeburn and Dana P. Williams:

"Age-dependent host mortality in the
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