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Dette nummer af IMFUFAtekster omfatter de tre fgrste haefter i en serie med titlen ” Konkrete
algebraiske strukturer”, som jeg har skrevet til algebrakurset (E1) pa matematikuddannelsen
ved IMFUFA pa RUC.

Haefterne skal ses i sammenhaeng med en anden serie hafter med titlen ” Abstrakte algebraiske

strukturer”. Disse to serier udggr hver sin kabe i en knibtang.

Naturligvis ville det veere tomt (og frustrerende) at undervise i abstrakt algebra uden ind-
dragelse af konkrete eksempler og det ville veere fattigt (og perspektivforladt) kun at gen-

nemga konkrete eksempler uden at inddrage de underliggende abstrakte strukturer.

Pa den anden side er der en vis skgnhed i at fremhzeve den abstrakte karakter ved at isol-
ere den og lade dens top-down karakter fremsta tydeligt som i det forksetrede forbillede
”Matematikens elementer” af Bourbaki. Starte med de groveste strukturer og efterhanden
tilfgje finere strukturelementer. Alle resultater, som gar igen og igen, formuleres og bevises

en gang for alle.

Ligeledes er der en tilfredsstillelse forbundet med at lade de enkelte konkrete strukturer sta
sa enkelt som muligt, uden overflgdige dikkedarer, das Ding an sich. Og der er forngjelsen

ved at se det essentielt samme argument komme igen og igen i forskellige forklaedninger.

Udover den astetiske tilfredstillelse ved den rene abstraktion og den rene forngjelse ved
de konkrete detaljer har begge disse perspektiver en stor erkendelsesmaessig betydning og

bidrager til udviklingen af kompetencer som er vaesentlige for matematikere.

Jeg har valgt at fremhave de to modsatrettede men samspillende perspektiver ved den
opdeling som de to serier reprasenterer. De enkelte konkrete strukturer er fremstillet i
enkeltstaende fremstillinger uden indbyrdes referencer. Stof som forudsattes flere steder er
medtaget hvert sted. Men udvalget af detaljer er foretaget pa en sddan made at det bedst

muligt kan levere stof til den abstrakte del.

Den matematiske kerne for de enkelte haefter, uden forbindende tekst og illustrationer, har
foreligget tidligere i mere ra form beregnet pa uddybning ved forelaesning og ikke egnet til
selvstudium, ikke mindst pa grund af utallige trykfejl og tanketorsk, som de studerende med
stor talmodighed har fanget. Dette skylder jeg dem tak for og derfor er hafterne tilegnet alle

tidligere og nuvarende studerende pa E1, som jeg takker for deres medvirken.

Anders Madsen, november 2006

IMFUFA tekst nr 454/2006 - 104 sider — ISSN : 0106-6242
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Dette er et heefte i en serie med titlen ” Konkrete algebraiske strukturer”, som jeg har skrevet
til algebrakurset (E1) pa matematikuddannelsen ved IMFUFA pa RUC.

Haefterne skal ses i sammenhaeng med en anden serie haefter med titlen ” Abstrakte algebraiske

strukturer”. Disse to serier udggr hver sin kaebe i en knibtang.

Naturligvis ville det veere tomt (og frustrerende) at undervise i abstrakt algebra uden ind-
dragelse af konkrete eksempler og det ville vaere fattigt (og perspektivforladt) kun at gen-

nemga konkrete eksempler uden at inddrage de underliggende abstrakte strukturer.

Pa den anden side er der en vis skgnhed i at fremhzeve den abstrakte karakter ved at isol-
ere den og lade dens top-down karakter fremsta tydeligt som i det forkaetrede forbillede
”Matematikens elementer” af Bourbaki. Starte med de groveste strukturer og efterhanden
tilfgje finere strukturelementer. Alle resultater, som gar igen og igen, formuleres og bevises

en gang for alle.

Ligeledes er der en tilfredsstillelse forbundet med at lade de enkelte konkrete strukturer sta
sa enkelt som muligt, uden overflgdige dikkedarer, das Ding an sich. Og der er forngjelsen

ved at se det essentielt samme argument komme igen og igen i forskellige forkleedninger.

Udover den aestetiske tilfredstillelse ved den rene abstraktion og den rene forngjelse ved
de konkrete detaljer har begge disse perspektiver en stor erkendelsesmazessig betydning og

bidrager til udviklingen af kompetencer som er vaesentlige for matematikere.

Jeg har valgt at fremhaeve de to modsatrettede men samspillende perspektiver ved den
opdeling som de to serier reprasenterer. De enkelte konkrete strukturer er fremstillet i
enkeltstaende fremstillinger uden indbyrdes referencer. Stof som forudsaettes flere steder er
medtaget hvert sted. Men udvalget af detaljer er foretaget pa en sadan made at det bedst

muligt kan levere stof til den abstrakte del.

Den matematiske kerne for de enkelte haefter, uden forbindende tekst og illustrationer, har
foreligget tidligere i mere ra form beregnet pd uddybning ved forelaesning og ikke egnet til
selvstudium, ikke mindst pa grund af utallige trykfejl og tanketorsk, som de studerende med
stor talmodighed har fanget. Dette skylder jeg dem tak for og derfor er haefterne tilegnet alle

tidligere og nuveerende studerende pa E1, som jeg takker for deres medvirken.
Hefterne findes i netudgaver med alle referencer som aktive links og med opdateringer:
http://milne.ruc.dk/~am/algebra

Anders Madsen, november 2006
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1: Prolog

I dette heefte skal du mgde forskellige konkrete eksempler pa algebraiske struk-
turer. Vi taler om en algebraisk struktur, nar vi har en bestemt type objekter
og en eller flere operationer pa denne type objekter, der forer til et objekt af
samme type, samt nogle regneregler for disse operationer.

Det mest oplagte eksempel har som objekter de reelle tal, som operationer de
saedvanlige aritmetiske operationer med de saedvanlige regneregler.

Vi skal i det fglgende se tilsyneladende meget forskellige strukturer, som dog er
sa meget beslaegtede i strukturel henseende, at de kan beskrive samme problem.
De kan derfor ogsa i et vist omfang beskrive hinanden.

I den ene er objekterne de drejninger i rummet som drejer en vis given terning
over i sig selv, og der er to operationer, nemlig sammensatning af to afbild-
ninger og invertering af en enkelt afbildning.

I den anden er objekterne de afbildninger som fremkommer til beskrivelse af
hvordan drejningerne ombytter hjsrnerne af terningen. Det drejer som om
bijektive afbildninger af en endelig maengde ind i sig selv. (Denne type af-
bildninger kaldes saedvanligvis permutationer, for hvilke der findes en elegant
teori, som vi dog ikke kommer til at ggre brug af. Operationerne er ogsa her
sammensaetning og invertering.

I den tredje struktur er objekterne ord skrevet med bogstaver fra specielle al-
fabeter og den ene operation er seedvanlig ordsammensaetning (konkatenering).

Vi skal se hvordan disse strukturer kommer i spil ved at vi giver afkald pa flere
og flere informationer, og som det viser sig, overflgdige informationer.

Endelig skal vi beskeaeftige os med frivilligt at give afkald pa informationer,
hvorved objekter, som efter dette informationstab er ens, slas sammen i klasser,
og operationerne ”flyttes” til at veere operationer pa klasserne.

Fremstillingen kraever ingen forudssetninger ud over en intuitiv geometrisk op-
fattelse af drejninger og den simpleste viden om afbildninger, sa som hvad der
forstas ved sammensaetning, invers, injektiv, surjektiv og bijektiv. Desuden
introduceres diverse regulaere legemer (terning, tetraeder etc ). Der vil veere
en opsamling med tydeligorelse af den rgde trad i epilogen.

2: Drejningsgruppen




2.1: Identifikation af gruppen

Vi vil kunne regne med drejninger!

Hvis man sammensatter to drejninger, hvis akser har et skaeringspunkt, far
man en drejning hvis akse gar gennem dette skeeringspunkt. Dette faktum er
ikke intuitivt klart og er heller ikke umiddelbart at bevise.

Vi vil i det fglgende se nogle eksempler, hvor det nemt indses, og vi vil vise
hvordan man kan benytte algebra til at beregne hvad der kommer ud af sam-
mensatning af drejninger.

Vi vil se pa visse specielle maengder af drejninger, nemlig sadanne som bestar af
drejninger, som fgrer en vis given geometrisk konfiguration, f.eks. en terning,
over i sig selv. Vi vil sige at konfigurationen er invariant mht en sadan drejn-
ing og at drejningen bevarer konfigurationen. Maengden af samtlige bevarende
drejninger kalder vi for konfigurationens drejningsgruppe. Denne betegnelse er
i overensstemmelse med det generelle begreb gruppe, hvilket dog ikke spiller
nogen rolle for os lige nu.

Vi vil bygge pa en rent intuitiv opfattelse af, hvad drejning er.

Studiet af drejningsgrupper for geometriske konfigurationer spiller en stor rolle
i fysik og kemi, f.eks. ved studiet af krystaller.

En generel made til angivelse af drejninger

Vi angiver en vilkarlig drejning ved en akse og en drejningsvinkel. Denne vinkel
skal regnes med fortegn i forhold til fglgende konvention. Aksen skal have
en orientering, gennemlgbsretning, og vinklen skal angive den vinkel som er
mellem enhver linje vinkelret pa aksen og den linje som fremkommer heraf ved
drejningen. Dette skal ske i forhold til en omlgbsretning i den normalplan som
udspeendes af disse to linjer, og denne omlgbsretning skal vaere den ssedvanlige
(dvs mod uret), nar planen betragtes fra den side af sig selv, som aksen peger
ind i. Det noteres, at hvis vi @endrer orienteringen af aksen, sa vil drejningsvin-
klen skifte fortegn. E1 E2

En speciel made til angivelse af drejninger

Hvilke terningbevarende drejninger findes der da, altsa drejninger som fgrer en
given terning over i sig selv. Her teenker vi alene pa terningen som en maengde
af punkter. Vi ser altsa i den forbindelse bort fra at vi kan kende forskel pa
dens sider.



Nar vi skal bestemme drejningerne er det imidlertid bekvemt at teenke pa at
siderne er forsynet med et antal gjne. Lad os derfor benaevne siderne med det
tal som angiver antallet af gjne. Pa en ssedvanlig terning vil siderne 1, 2,3 da
udgare en hgjreskruning, hvilket per definition betyder at den korteste drejning
som fgrer 1 over i 2 set fra 3 er en drejning mod uret. Herudover er placeringen
af siderne bestemt af at modstaende sider har summen 7.

En drejning vil da resultere i at siderne skifter placering i forhold til en vis
udgangsposition. Lad os tenke os terningen lagt pa et bord som har en
fremhaevet kant (en forkant maske) og pa denne et fremhaevet hjgrne (det ven-
stre maske) pa en sadan made at terningens ene hjgrne ligger i det fremhaevede
hjgrne. Vi kan da angive en placering ved et par at sidenumre, det fgrste er
nummeret pa den side som er lodret over den fremhaevede bordkant og det
andet nummeret pa den side som vender op. Man kan overbevise sig om at
to forskellige drejninger fgrer til forskellige placeringer ved at udnytte at en
drejning er entydigt fastlagt ved dens virkning pa tre punkter som ikke ligger
pa samme linje. @3 04

En fuldstendig liste over drejningerne

Vi indser nemt at der er 24 mulige placeringer. Der er derfor hgjst 24 mulige
drejninger. Vi vil vise at der faktisk er 24 drejninger ved opstille en liste. Men
forst keere laeser en lille formaning: Snyd ikke dig selv for den lykkefglelse der
er forbundet med selv at lave en liste inden afslgringen, som fglger nu:

De mest oplagte drejninger har en akse som gar gennem midtpunkterne pa to
modstaende sider med en vinkel som er enten 90°,180° eller 270°, hvor den
sidste ogsa kan angives som —90° . Der er tre af den slags akser og for hver
akse tre drejninger. Vi kalder disse 9 drejninger for sidebevarende.(Se Figur 1)

Den naeste type har akser som forbinder midtpunkterne pa to modsatte kanter,
kanter som er parallelle og ikke kanter af samme side. Her er der 6 mulige akser
og for hver sadan akse netop en drejning, nemlig den med vinklen 180°. Vi
kalder disse 6 drejninger for kantbevarende.(Se Figur 1)

Ved en diagonal vil vi forsta en linje som gar gennem to diametralt modsatte
punkter. Det er ikke helt sa oplagt, men lidt leg med en terning kan overbe-
vise en om at enhver diagonal ogsa er drejningsakse for en drejning, som ved
gentagelse tre gange bringer terningen tilbage i sin udgangsposition og derfor
ma have en vinkel pa 120° eller —120°. Der er 4 diagonaler og for hver af dem
to drejninger. Vi kalder disse 8 afbildninger for hjornebevarende.(Se Figur 1)



Figur 1. De tre drejningstyper: sidebevarende, kantbevarende, hjornebevarende.
Hjornenummereringen forklares senere

Vi opfatter ogsa den identiske afbildning som en drejning, selvom den ikke har
en entydigt bestemt akse, og vi nar dermed op pa netop 24 drejninger ialt. ¥5
06

Forste mal nas: sammensetning af drejninger giver drejning

Vi har dermed fundet samtlige drejninger, der kan ikke veere flere end dem vi
umiddelbart fandt oplagte. Vi har samtidig set at der svarer netop en drejning
til hver af de mulige placeringer. Herved kan vi ogsa besvare spgrgsmalet om
sammensaetning af drejninger: Enhver sammensaetning af to drejninger giver
anledning til en placering, og denne ogsa kan opnas ved en enkelt drejning. Sa
hvad angar virkningen pa siderne vil en sammensatning af to drejninger igen
give en drejning.

2.2: Regning med drejninger

Neste mal: regning med sammensaetning af drejninger

Vi har nu alene ved brug af (intuitive) geometriske betragtninger identificeret
drejningerne. Nu geelder det sammensaetning.

Seedvanligvis skrives sammensaetningen af to afbildninger F' og G som F o G.
Undertiden anvendes den bekvemme konvention at skrive F'G i stedet for. Vi
vil til lejligheden benytte endnu en bekvem skrivemade, nemlig F for F~!.
For den identiske afbildning benyttes I. De velkendte regler for regning med
sammensatning kan da udtrykkes saledes:

F(GH)= (FG)H, IF=FI=F, FF=FF=1I, FG=GF.



Vi kan bestemme sammensatningen af to drejninger vha en fysisk terning. Det
er dog et neerliggende gnske at kunne beregne disse sammensaetninger uden at
skulle gribe til fysiske repracsentationer.

Til det formal indfgrer vi et koordinatsystem. En (oplagt) metode til algebrais-
ering ville nu veere at beskrive de enkelte drejninger med formler for hvordan de
virker i dette koordinatsystem og derpa forsgge at beregne en formel for sam-
mensaetningen. Dette er da ogsa den mest oplagte made og den kan bekvemt
gennemfgres vha linezer algebra, hvor hver enkelt drejning repraesenteres af en
matrix og sammensaetning af drejninger svarer til multiplikation af matricer.

I den konkrete situation, hvor vi kun betragter en afgreenset maengde af drejninger
kan vi imidlertid slippe langt nemmere. Her vil vi blot benytte koordinatsys-
temet til at forsyne os med nogle bekvemme notationer for hjgrnerne og for de
enkelte drejninger.

Vi teenker os en helt bestemt udgangsposition for terningen valgt og et koordi-
natsystem anbragt saledes at koordinatsystemets begyndelsespunkt er ternin-
gens centrum, og akserne er parallelle med kanterne, som har leengden 2. Vi
nummererer hjgrnerne pa folgende made (a = —1)

0 1 2 3 4 5 6 7
(a,a,a) (a,a,1) (a,1,a) (a,1,1) (1,a,a) (1,a,1) (1,1,a) (1,1,1)

Metoden for nummerering er principielt ligegyldig for vores formal, de enkelte
hjorner skal bare have et nummer. Den her valgte metode besidder nogle
mnemotekniske bekvemmeligheder, f. eks. vil numre for diametralt modsatte
punkter have summen 7. (Hvis vi saetter a = 0 vil koordinatsaettet give cifrene

i nummerets fremstilling i totalsystemet med z-koordinaten som mindst bety-
dende ciffer.)



Figur 2. Terning anbragt i koordinatsystem med nummerering af hjornerne
som forklaret i teksten. (Fanget i korrekturen: ombyt 1 < 4 og 3 < 6)

3: Drejninger i forkleedning

3.1: Forkleedt som permutation

Nok at kende hjornevirkningen!

En drejning vil veere entydigt bestemt af sin virkning pa hjgrnerne og kan derfor
repraesenteres af en afbildning af hjgrnemsengden {0,...,7} ind i sig selv, en
afbildning som klart er en bijektion. Afbildningen kan sammenfattes i en tabel,
f.eks. vil den afbildning af hjgrnemaengden, som svarer til en drejning pa 90°
om z-aksen, lad os kalde den X, give anledning til folgende tabel:

Vi kan samle flere afbildninger i en tabel, f.eks. vil drejningerne pa 90° om
y-aksen og z-aksen, lad dem hedde Y og Z, give anledning til folgende tabel

h 01234567
Y(h) 40625173
Z(h) 13025746

9



Regning med hjornevirkninger

Enhver drejning bliver da repraesenteret af en afbildning, som vi vil kalde den
tilhgrende hjornevirkning. Sammensasetningen af to drejninger vil da blive
repraesenteret af sammensatningen af de to hjgrnevirkninger. Den drejning
som fremkommer ved fgrst at dreje 90° om y-aksen og dernaest 90° om z-aksen
vil da have hjgrnevirkningen XY, som det er nemt at beregne. Den har folgende
tabel

h 01234567
XY((h) 02461357
Af denne tabel ses det at hjgrnerne 0 og 7 er fixpunkter for XY. Det betyder at
vi har at ggre med en af drejningerne om diagonalen (0, 7) og da 1 drejes i 2 ma
der veere tale om den med drejningsvinklen 120°. Vi har altsa kunnet beregne

den sammensatte drejning uden at skulle foretage fysiske manipulationer.

Vi tager endnu et eksempel, XY Z:

h 01234567
XYZMh)26043715
Vi ser at XY Z ombytter endepunkterne bade af kanten mellem 0 og 2 og den
modstaende kant, (mellem 7 og 5. Vi har altsa at ggre med den drejning pa

180° hvis akse forbinder disse kanters midtpunkter.

P& denne made kan vi regne os frem til virkningen af enhver kombination af
drejninger. Vi behgver blot som udgangspunkt at kende hjgrnevirkningsfunk-
tionen af hver af de 24 drejninger.

@7, 08, 09, 910, B11, @12, D13

3.2: Forklsedt som ord

Glem det uvesentlige — fokuser pa det strukturelle

Vi har i det foregaende set at vi kan lave en effektiv kalkyle, selv om vi har
givet afkald pa en masse information. Det kan lade sig ggre nar vi beholder den
vaesentlige information. Vi skal nu se hvordan vi kan ga endnu videre i retning
af at give afkald pa information og alligevel effektivisere beregningerne.

I fgrste omgang ignorerede vi at drejningerne er defineret som afbildninger af
hele rummet ind i sig selv, og ngjedes med at se pa dem som afbildninger af
hjgrnemeengden ind i sig selv. Nu vil vi helt glemme at de er afbildninger, og

10



fokusere pa at de er en slags objekter som kan kombineres i overensstemmelse
med visse regler. Vi vil i det fglgende benytte samme betegnelse for en drejning
som for dens hjgrnevirkning.

Vi indleder dette program med at observere at enhver drejning kan opnas som
resultatet af gentagen brug af de tre drejninger X, Y og Z, fordi enhver placer-
ing af terningen kan fas pa denne made med udgangspunkt i grundpositionen,
og fordi enhver drejning svarer til en vis placering. 14

Vi har ovenfor set at drejningen pa 120° om hoveddiagonalen med endepunk-
terne 0 og 7 kan skrives som XY. En simpel overvejelse, som overlades til
laeseren, viser at enhver drejning kan opnas ved gentagen sammensaetning af
X, Y og Z. Vi udtrykker dette ved at sige at maengden af terningbevarende
drejninger er frembragt af {X,Y, Z}. Man kan endda ngjes med sammenszetning
af maximalt tre af disse drejninger. En sadan kortest mulig form kalder vi for
en XY Z-kortform. Den er ikke ngdvendigvis entydigt bestemt.

Vi seetter ord pa og regner med dem

Med den skrivemade for sammensatning, som vi enedes om ovenfor, vil der
til hver sammensaetning af denne art veere knyttet et ord skrevet udelukkende
med XY og Z feks. "XYYZYYY XX” og hvert sadant ord svarer til en
drejning. Forskellige ord kan svare til samme drejning, det geaelder f.eks. de
to ord "X XX X” og "YYYY” som begge svarer til den identiske afbildning.
Hvis vi kender ord for to drejninger, da vil et ord for den sammensatte drejn-
ing fremkomme ved at skrive de to ord i forlengelse af hinanden. F.eks er
"XYZ?XXY? =7XYZXXY”. (Denne operation pa ord kaldes i program-
meringssammenhang for konkatenering.)

Pointen ved denne leg med ord er nu, at selv om sammensatning af afbildninger
giver anledning til et leengere ord, sa er det muligt ved hjeelp af visse regler
at gore ordene kortere og kortere indtil vi kan identificere hvilken drejning det
beskriver. For eksempel ses at ordet " XYYYY XX X”, som fremkommer ved
konkatenering af "XYYY” og Y XXX”, kan reduceres til "X XX X” som
beskriver den identiske afbildning. Dette leder os til endnu en konvention,
nemlig ogsa at betragte det tomme ord, ordet uden bogstaver, som vi vil lade
vaere betegnelse for den identiske afbildning. Udover at skrive ”” for det tomme
ord, vil vi ogsa betegne det med symbolet I, som altsa er et symbol for det
tomme ord og ikke et ord med det ene bogstav I. Vi vil i det hele taget benytte
symboler for ord. Hvis vi f.eks. seetter A ="XY” og B="YY X", daer AB
betegnelse for konkatenering af A og B og vi har at AB="XYYYX”. Vivil
benytte betegnelsen [A] for den drejning som svarer til ordet A. Vi har altsa
at " XY”7] = XY.

11



Find det mest sigende ord

Hvis nu to ord A og B betegner den samme afbildning, altsa [A] = [B] sa vil
vi sige at de to ord har samme betydning og vi vil skrive at A ~ B. Vi gnsker
at formulere nogle ordomskrivningsregler, der ggr det muligt at omforme et ord
til et kortere ord med samme betydning. Vi vil seette lighedstegn mellem to
ord for at markere at de har samme betydning, selvom det jo er misbrug af
lighedstegnet.

Mange regler udledes af at terningens drejninger alle har en vis orden, som er
det antal gange, de skal gentages for at give den identiske afbildning.

Vi har allerede udnyttet dette ved formulering af den regel som siger at man
kan fjerne delordene ” X X X X” og ”YYYY” fra et ord uden at dette ord skifter
betydning. Begge ordene ” X” og Y” har altsa orden 4. Dette er de simpleste
ordomskrivningsregler.

Nogle nyttige formler

Vi har brug for nogle (fa) ordomskrivningsregler, som er baseret direkte pa vores
geometriske viden. Denne viden kan f.eks. opnas ved at bruge hjgrnevirkningerne.

Vi har ovenfor pa denne made set at XY er en drejning pa 120° og derfor har
ordenen 3 og at XY Z har ordenen 2. Vi far ogsa brug for at XY X har orden
2, sa check eventuelt lige det.

Vi kan igen ved regning pa hjgrnevirkningerne konstatere at XY =Y 7 = ZX.
(Se ogsa E15.) Da XY X har orden 2 og XY har orden 3 har vi at I =
XYXXYX = XYXYXY hvoraf vi slutter at XY X =Y XY.

Vi har nu et lille arsenal af ordomskrivningsregler. Ved at benytte dem kan vi
udvide arsenalet lidt, f.eks. fas at XXYYZZ = XYZXY Z = I og heraf at
XXYY =XXYYZZZZ = ZZ og tilsvarende at YY ZZ = X X osv. Lad os

resumere vort lille arsenal af ordomskrivningsregler:
XY =YZ=ZX,XYX=YXY, XYXYXY =I[,XXYYZZ=1.
Vi kan komme ret langt med dette arsenal.

(Vi har her og vil ogsa i det folgende undertiden undlade anfgrselstegnene.)

Det kan (uden spidsfindigheder) vises at det alene ved hjelp af de nu anferte
omskrivningsregler er muligt at bringe ethvert ord pa XY -kortform, hvorved
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den tilknyttede drejning kan afslgres. Vi vil ikke ga i detaljer, men ngjes med
et par eksempler, hvor vi benytter de omskrivninger vi lige har fundet:

YXYXYX =YXY XYX=XYX YXY=XYXYXY =1,
XYYYXYYXXYY =XYY YXY YXXYY =

XYY XYX YYXXYY =XYYXYXYYXXYY =
XYXYXYYYYXYYXXYY =YYYXYYXXYY =
YYXYXYXXYY =YXYY

Vi kan ggre denne kalkyle mere effektiv ved at inkorporere inversdannelse i
ordkalkylen. Vi indfgrer endnu tre bogstaver i alfabetet nemlig X,Y og Z,
som vi kalder de inverse bogstaver. Vi definerer ogsa for hvert ord det inverse
ord, som det ord som fremkommer nar hver bogstav erstattes af sit inverse og
skrives i modsat reckkefplge. Vi betegner det inverse af ordet A med A, f.eks,

"XXYXY” =Y XY X X”. Det fglger af regnereglerne for sammensaetning
af afbildninger at det inverse af et ord hgrende til en vis afbildning netop er

ordet svarende til den inverse af denne afbildning. Pa formel [A] = [A]. Enhver
forekomst af formen A A kan fjernes fra et ord uden at det sendrer betydning.

De enkelte afbildninger kan nu skrives vha kortere ord og omformningsreglerne
bliver ogsa mere kortfattede.

Denne made at foretage drejningsgruppens algebra er ikke gennemgaet her for
at give et konkret instrument til praktisk brug. I neervaerende sammenhaeng er
det den principielle mulighed for at flytte beregningsarbejdet fra ét algebraisk
univers til et andet, som er i fokus. Derfor vil jeg heller ikke ga naermere ind pa
hvordan man i praksis ville gribe en sadan opgave an. For illustrationens skyld
folger her to tabeller over omformninger, som dels kan bruges i reduktionerne,
dels kan bruges som en slags facitliste. 16

XY YZ zZX

Xy yz zX

) . XY Yz zx

Tabel over alle ord pa to forskellige bog- Y yZ Zx
staver, som ikke kan skrives med ferre X2 YK Y
bogstaver. Alle ord i samme rekke giver —_—
. . XZ Yx ZY

samme drejning. De § drejninger er ne- T X 2y
top de hjornebevarende. Vi skriver x 1 AR A
stedet for X osv. L
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XXz XXz xyx XYX xzy XzZY yxy YXY yyZ YYZ yZx YZX Zxx ZXX zyy zYY
xXY XXY xYz XYZ xzx XZX yxx yXX Yzz YZZ zxz ZXZ zyx ZyX zzy ZZy
Xyy XYY xzz xZZ yxz YxZ yyx YYX yzy YZY zXy ZXY zyz ZYZ zzX ZZX
XXZ XXZ xYx XyX xZY XZy yXy YXY yyz YYz yzX Yzx zxx zXX Zyy ZYY
XXy XXy XyZ Xyz xZx XzX Yxx YXX yzz yZZ zXz ZxZ zYX ZYx zzY ZZY
Xyy XYY Xzz XZZ yXZ YXz yyX YYX yzZy YzY zXY Zxy 2zYz 2ZyZ zzx ZZX

Tabel 1. Tabel over alle ord pa tre bogstaver, som ikke kan skrives med faerre
bogstaver. Alle ord i samme rekke giver samme drejning. De 6 drejninger er
netop de kantbevarende. Vi skriver x i stedet for X osv.

4. Undergrupper og klassifikation

4.1: Tetraedersekvivalens

Udvidelse af konfigurationen og indskraenkning af gruppen

Vi vil nu ga over til at studere andre konfigurationer som er baseret pa ternin-
gen. Vi vil se pa hvilket forhold der er mellem terningens drejningsgruppe og
disse andre konfigurationers drejningsgruppe. Det er ikke overraskende at dette
vil fgre til at faerre drejninger vil bevare den udvidede struktur. Vi starter med
at tilfgje et tetraeder til terningen.

Tetraederbevarende drejninger

Lad os betragte delmeengden {1,2,4,7} af hjgrnemeengden. Vi kan ved inspek-
tion overbevise os om at disse hjgrner parvis er endepunkterne for en diagonal
pa en side af terningen. De indbyrdes afstande mellem disse punkter er derfor
konstant og de vil derfor udggre hjgrnerne i et reguleert tetraeder. Af denne
beskrivelse folger ogsa at de resterende punkter i hjgrnemaengden kan rekon-
strueres ud fra denne delmaengde. Vi gnsker at finde de drejninger som bevarer
dette tetraeder. Vi observerer at enhver tetraederbevarende drejning ogsa er
terningbevarende.
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Figur 3. To tetraedere hvis hjgrner ogsa er hjorner i terningen. Laseren bedes
selv seette hjornenumre pa figuren

Det omvendte er ikke tilfeeldet. f.eks. vil drejningen X, (90° om z-aksen) fore
1,2,4,7 overi3,0,5,6. De terningbevarende drejninger falder altsa i to klasser:
de tetraederbevarende og de ikke-tetraederbevarende.

Vi vil argumentere for at de to klasser er lige store.

Lad da A veere tetraederbevarende, da vil X A ikke veere det, da X ikke er det.
Det betyder at tilordningen A — X A definerer en afbildning af maengden af
bevarende ind i maengden af ikke-bevarende.

Den er injektiv. Thi hvis A og B er forskellige drejninger, da vil XA og X B
ogsa veere forskellige.

Den er surjektiv, thi hvis C er ikke-bevarende da vil C' vaere billede af X C,
som er bevarende.

Af reesonnementet fglger ogsa at enhver drejning, der svarer til et lige antal
bogstaver i en XY Z-fremstilling, er tetraederbevarende, og de gvrige ikke er
det. Lad os kalde de to klasser for de lige og de ulige.

Hvis vi siger at to drejninger er tetraederekvivalente hvis de ggr det samme
ved tetraederet, sa vil to drejninger veere tetraederens netop hvis de begge er
lige eller begge er ulige. Der findes da netop to klasser bestaende af indbyrdes
tetrederackvivalente drejninger, nemlig de lige og de ulige. Hvilken klasse en
sammensaetning af to drejninger havner i aftheenger nu kun af hvilke klasser de
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to drejninger er taget fra og vi kan formulere dette kort: lige sammensat med
lige giver lige, lige sammensat med ulige giver ulige osv.

Hvis vi gnsker at kunne skrive drejningerne i den indskraenkede gruppe som ord
med bogstaver, som selv svarer til drejninger i gruppen, kan vi jo ikke bruge X
og Y. Lad S og T betegne XY og XX. Ved at vise (men det tager vi os ikke
af her) at ethvert ord med et lige antal bogstaver i alfabetet med bogstaverne
X og Y kan reduceres til et ord skrevet i alfabetet med bogstaverne S og T' kan
vi vise, at meengden af tetraederbevarende drejninger er frembragt af {S,T}.
Vi kan benytte omskrivningsreglerne S® = T2 = (T'S)? = I til at finde en kort
fremstilling. @17

Lidt perspektiv pa ordproblemer

Hvis man tager et vilkarligt alfabet og definerer nogle omskrivningsregler, sa
har man et problem. Nemlig det at finde en algoritme som kan afggre om to
ord betyder det samme, altsa om det ene kan omskrives til det andet. Dette er
en ret lgs formulering af det sakaldte ” ordproblem”, som har udfordret matem-
atikerne meget siden 1911, hvor Dehn gjorde opmaerksom pa at dette var et
fundamentalt problem . Isser hvis man stiller den meget ambitigse opgave at
finde en universel algoritme, altsa en som kan bruges i alle situationer. I 1955
praesenterede Novikov en meget overraskende afklaring. Der findes et eksempel,
hvor det er uafgorligt om der findes en algoritme. Det vil ga for vidt her at ga
naermere ind pa hvad der forstas ved uafggrlig, men det er uhyggeligt.

4.2: Farveaekvivalens

Lad os legge farver pa

Lad os nu taenke os at terningens sider er farvet, saledes at modstaende sider
har samme farver og nabosider altid er forskellige. Lad os for at vaere konkrete
sige at siderne 1 og 6 er bla, siderne 2 og 5 er gule og siderne 3 og 4 er rgde.
Vi vil sige at to drejninger er farveekvivalente hvis man ikke kan se forskel
pa virkningen af de to drejninger, hvis man kun tager hensyn til farverne og
negligerer sidetallene.

Lad os fgrst notere os at der netop er fire drejninger, som er farvesekvivalente
med den identiske afbildning, hvis virkning altsa ikke kan ses, lad os kalde dem
virkningslgse. Det drejer sig om de tre drejninger pa 180° om koordinatak-
serne, XX, YY og ZZ udover den identiske afbildning selv. Dette kan ses
ved en inspektion af listen. Vi lader H betegne denne klasse af virkningslgse
afbildninger.
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Hvis nu to drejninger A og B er farveasckvivalente da ma A~'B vaere virkn-
ingslgs.Der findes altsd en virkningslgs drejning C siledes at A1 B = C eller
med andre ord B = AC. Den klasse af drejninger, som er farveskvivalente
med A, udggres altsa af drejningerne af formen AC, hvor C' gennemlgber de
virkningslgse drejninger. Der er derfor lige mange elementer i hver klasse.

Eksempelvis bestar klassen af drejninger som er farvesekvivalente med X af X,
XXX, XYY og XZZ.

Vi noterer at der generelt er 4 drejninger i hver klasse, og at der derfor er ialt 6
klasser. Lad os for enhver drejning A med [A] betegne den klasse som indeholder
A. Vi kan da overbevise os om at de 6 klasser er [I],[X],[Y],[Z],[XY],[Y X],
da man ved elementaer sammenligning kan se at der blandt disse ikke nogen
indbyrdes farveackvivalente. Vi kan lave en tabel over klasserne:

I | I XX YY ZZ ingen farvezendring
X] | X X XYY XZZ ombytning af gul og rgd
Y] |Y YXX Y YZZ ombytning af bla og red
Z] | z zZXX zyYy Z ombytning af gul og bla
[XY] | XY XY XY XY bla—gul—rgd—bla
YX]|YX YX YX YX rod—gul—bla—red

Tabel 2. Hver rekke i skemaet er en klasse af ekvivalente drejninger. I kolon-
nen yderst til venstre er klassen angivet ved en typisk representant. Resten af
reekken udgores af klassens medlemmer. I klassens raekke er ogsa angivet dens
farvevirkning

I tabellen indgar ogsa en beskrivelse af farvevirkningerne, som vi nu vil definere
og beskrive. Farvningen er foretaget pa en sadan made at to ensfarvede sider
efter en drejning vil befinde sig pa et sted, hvor der ogsa for drejning befandt sig
et par ensfarvede sider som vi vil kalde den drejede farve. Den afbildning som til
en farve knytter den drejede farve vil vi kalde for farvevirkningen. Det fglger nu
videre af definitionen pa farvesekvivalens at to farveasckvivalente drejninger vil
have samme farvevirkning. Vi behgver derfor kun at beregne farvevirkningen
for en af drejningerne i hver klasse og kan selvfglgelig med fordel valge den
enkleste, i klassen [X] er det naturligvis X. Resultatet fremgar som nsevnt af
skemaet.

Regning med farvevirkninger

Ved at benytte tabellen kan vi se at hver farveaskvivalensklasse har forskel-
lig farvevirkning. Farvevirkningen er derfor en entydig indikator for klassen.
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Kender vi farvevirkningen kender vi ogsa klassen. Da sammensatningen af
to drejninger har en farvevirkning som er sammensatningen af deres farve-
virkninger, sa kan vi regne med farvevirkningerne i stedet form med drejningerne.
Heraf ser vi at vi ogsa kan regne med klasserne i den forstand at klassen
for en sammensaetning af to drejninger alene afhsenger af hvilke klasser de
to drejninger tilhgrer. Denne regel kan vi sammenfatte i folgende skema:

I X 'Y 7Z XYYX

I
I 1 X Y Z XYYX
X I X I XYvyYx Yy ~Z
Y 'Y YX I XY Z X
Z | Z XYYX I X Y
XYIXY'Y Z X YX I

YXIYX Z X Y I XY

Tabel 3. Tabel for regning med klasser. Hver klasse er angivet ved et reprasentativt
medlem af den. Den kan ogsa opfattes som tabel for sammensetning i gruppen
af drejninger/spejlinger af en ligesidet trekant, se folgende tekst.

Y

Z

Figur 4. Den ligesidede trekant spejles i sig selv ved spejling i den bla hgjde
(X), den rode hgjde (Y) og den gule hojde (Z)

Betragt nu en ligesidet trekant, hvor hgjderne er farvet bla, gul og red. Vi
vil lade X (ogsa) betegne spejlingen i den bla hgjde og tilsvarende for de to
andre farver og symboler. Da vil XY vere den (plane) drejning om hgjdernes
skaeringspunkt som fgrer den bla hgjde over i den gule, og Y X er dens inverse.
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Gruppen af samtlige drejninger og spejlinger indeholder 6 elementer og de
kan alle frembringes af X og Y. De fremkommer faktisk ved at bruge de
repraesentanter som er valgt i Tabel 3 og denne angiver ogsa hvordan sam-
mensatning kan beregnes, hvilket kan indses ved simpel inspektion.

Det er oplagt hvad der skal forstas ved farvevirkningen af disse plane afbild-
ninger og det kan checkes at disse farvevirkninger kan aflaeses af farvevirkn-
ingsskemaet ovenfor i den alternative fortolkning. Det er derfor naerliggende at
identificere farvevirkningen med den tilsvarende afbildning af trekanten.

Vi kan pa denne made opfatte farvevirkningen som en karakteristisk egenskab
ved hver klasse. Vi kan beregne farvevirkningen af en sammensaetning af to
drejninger ud fra kendskab til farvevirkningen af de to drejninger. Vi skal bare
sla op i tabellen.

5: Billeder at gruppen

Billeder af gruppen vha fliselegning

Hver side af terningen deles af dens diagonaler i fire trekanter. Pa denne made
deles terningens overflade i 24 trekanter, som vi vil kalde fliser. Disse fliser
udggr tilsammen en fliselegning.

Enhver drejning i drejningsgruppen vil fgre enhver flise over i en flise. To
forskellige drejninger kan ikke fore to forskellige fliser over i den samme, hvilket
fremgar af fglgende argument: Hver flise har et centralt hjgrne, og dette ma
fgres over i det centrale hjorne af billedflisen ved begge afbildninger. De to
hjgrner i trekanten, som ogsa er hjgrner for terningen, ma fgres over i de to
tilsvarende hjgrner, men dette kan kun ske pa en made, fordi den indbyrdes ori-
entering af hjgrnerne skal bevares. Derfor vil de to drejninger stemme overens
i de tre hjgrnepunkter og derfor overalt.

19



Figur 5. Terningen deles i fliser (venstre). Grundflise markeres (midten).
Grundflise efter drejning (hojre)

Vi udpeger nu en bestemt af fliserne til at veere en slags referenceflise. Da der
er 24 drejninger ma der blive 24 billeder af denne referenceflise. Vi har jo lige
set at hver afbildning ma have sin egen billedflise. Enhver flise vil derfor veere
billede af referenceflisen! Nar vi til hver drejning knytter den billedflise far vi
sa en bijektiv afbildning mellem drejningsgruppen og fliselaegningen. Hvis vi
skriver drejningens navn pa den tilhgrende flise far vi en illustration af drejn-
ingsgruppen.

Plan illustration af fliselegning

Med et lille kunstgreb kan vi illustrere dette uden at skulle lave en tegning,
hvor nogle af fliserne ngdvendigvis er usynlige. Vi laver et stereografisk billede
af terningens overflade. Fgrst anbringes terningen i en omskreven kugle, som
den projiceres op pa med udgangspunkt i centrum. Derpa projiceres det billede
vi har faet pa kuglen op pa den tangentplan til kuglen som indeholder nord-
polen, ((0,0,1)). Denne sidste projektion har udgangspunkt i kuglens sydpol,
((0,0,—1)), som er det eneste punkt som ikke har en projektion.
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Figur 6. Terning i stereografisk projektion med fliselegning. De enkelte fliser
er markeret med den drejning som skal anvendes for at fa flisen frem ved drejn-
ing af referenceflisen, (som derfor er markeret med I)

Det der karakteriserer denne fliselseegning er at de enkelte fliser ikke overlapper
og at de tilsammen daekker hele overfladen. Naesten i hvert fald, idet ethvert
punkt i hvert fald ligger pa randen af en flise, rand her forstaet i intuitiv for-
stand. Desuden er fliseleegningen invariant i forhold til drejningsgruppen. Der
er mange andre mader at lave denne type fliselaegninger pa ved passende valg
af referenceflisen. F.eks. den der bestar af samtlige punkter der ligger pa
en bestemt side og teettest pa et bestemt hjgrne. Du kan jo give din egen
beskrivelse af den tilsvarende fliseleegning. ()18 Benyt det plane billede af
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fliseleegningen til finde frem til omformningsregler for flytningsgruppen ved suc-
cessivt at bruge andre drejninger end dem som er benyttet allerede pa figuren.
Vis f.eks. at XY og Y Z ggr det samme ved referenceflisen

Figur 7. Figuren pa naeste side. Til venstre: En Fliselegning af terningen med
kvadratiske fliser, set i stereografisk projektion med fire forskellige placeringer

af projektionspunktet. Terningen selv med tyk streg. Til hgjre: Tilsvarende for
et oktaeder
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6: Andre konfigurationer

6.1: Konstruktioner

Det regulere dodekaeder

Indtil nu har vi set pa konfigurationer som er forbundet med terningen. Vi
vil nu se pa hvordan metoderne kan anvendes pa andre interessante konfigura-
tioner.

Vi tager forst et dodekaeder, det regulaere polyeder, som har 12 sider (reguleere
femkanter), 30 kanter og 20 hjgrner (hvor 3 flader mgdes). Pa lignende made
som for terningen kan vi fastlaegge at der er 60 forskellige placeringer, som hver
kan realiseres ud fra udgangspositionen ved en serie af drejninger.

Figur 8. Dodekaeder
Der byder sig straks fglgende drejninger til:

sidebevarende: aksen forbinder midtpunkterne pa et par af diametralt modstaende
sider. Disse sider er invariante. For hvert par er der fire drejninger og der er 6
par. Dette giver 24 sidebevarende drejninger.

kantbevarende: aksen forbinder midtpunkterne pa et par af diametralt modstaende
kanter. Disse kanter er invariante. For hvert par er der en drejning (pa 180°)
og der er 15 par. Dette giver 15 kantbevarende drejninger.
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hjornebevarende: aksen forbinder to modstaende hjgrner, som er invariante.
Der er to drejninger per par og der er 10 par hvilket giver 20 hjgrnebevarende
drejninger.

Med den identiske afbildning indregnet er vi derfor oppe pa 60 drejninger, netop
en for hver placering, sa listen er fuldsteendig.

Og nu med fodbold. Det regulere ikosaeder mm

Hvis vi (pa passende made) bruger sidemidtpunkterne i et reguleert dodekaeder
som hjgrner fremkommer det reguleere ikosaeder, som har har 20 sider, som er
ligesidede trekanter, og altsa 12 hjgrner. Ud fra denne konstruktion er det let
at se at dodekaeder og ikosaeder har samme drejningsgruppe.

Hvis gar frem pa tilsvarende made med et ikosaeder fremkommer igen et do-
dekaeder. Vi har nu to dodekaedre, et omskrevet om og et indskrevet i ikosaed-
eret. Lader vi nu det omskrevne gradvist skrumpe til det nar det indskrevne
vil det gradvist skeere stgrre dele af ikosaederet. Den fremkaldte figur kaldes et
trunkeret ikosaeder og det vil besta af reguleere femkanter som gradvist bliver
storre og (ikke ngdvendigvis regulaere) sekskanter som gradvist bliver mindre.

Men pa et stadium vil sekskanterne vaere reguleere og du star da med modellen
for inddelingen af en moderne fodbold. Dens netveerk fremkommer nemlig ved
at projicere den fremkomne figur ud pa kuglen fra midtpunktet. Denne figur har
60 hjgrner. Anbringer man et kulstofatom i hver hjgrne fremkommer et stabilt
molekyle, Cgy. Kemiske forbindelser af denne type kaldes Fullerener, opkaldt
efter arkitekten Buckminster Fuller, som anvendte det trunkerede ikosaeder i
(spektakuleere) bygninger. )19
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Figur 9. Model af Cgy molekylet
Frembringere for dodekaedergruppen

Vi udvelger en af de sidebevarende drejninger pa 72° og kalder den S. Vi
veelger dernaest et par diametralt modstaende kanter, en pa hver af de to sider
som bevares af S. Den drejning pa 180° som bevarer disse kanter, kalder vi T',
og den drejning pa 180 grader som ombytter de to kanter, kalder vi U.

Vi veelger en af de to sider som bevares af S som en referenceside og forestiller
os at det er en lagkage skaret i 5 stykker ved snit gennem hjgrner. Vi vaelger
et af disse stykker ud som et referencestykke og vi ser at dette ved brug af S
gentagne gange kan flyttes over i de andre stykker pa referencesiden.
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Bruger vi T' pa alle stykkerne i referencesiden fas alle stykkerne i den side som
er naboside langs den bevarede kant.

Bruger vi sa S igen kan vi fa flytter alle stykkerne pa nabosiden over i samtlige
stykker pa de andre nabosider.

Vi kan altsa ved gentagen brug af S og T fa referencestykket flyttet over i
samtlige stykker pa referencesiden og dens fem nabosider. Disse 6 sider udggr
halvdelen af dodekaederet.

Det overlades nu til den kaere laeser og flittige studerende at overbevise sig om
at vi ved ogsa at anvende U kan fa alle lagkagestykker pa alle sider daekket.
20

Dette kan bruges som argument for at enhver drejning i dodekaederets drejn-
ingsgrupper kan frembringes af S, T og U.

Det kan veere en hjalp at benytte folgende figurer til at illustrere ovenstaende.
Husk at tage kopier, hvis du gnsker at overmale dem. E21
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Figur 10. FEn stereografisk skitse af dodekaeder og ikosaeder.

7: Epilog

Vi startede med den struktur, der som objekter har alle rotationer i rummet og
som operationer sammensatning og inversdannelse. Det blev naevnt at dette
er en algebraisk struktur fordi den er lukket mht disse operationer. Men det
blev ikke vist og heller ikke benyttet, men tveertimod fremhaevet som et mal
det kunne vaere veerd at straebe efter ved en anden lejlighed.
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Ved at indskreenke maengden af objekter til kun at omfatte de drejninger, som
forer terningen over i sig selv, men beholde operationerne, fik vi en struktur
som er lukket over for disse operationer. Dette skete via et ad hoc argument
som involverede en identifikation af maengden af drejninger.

Naeste skridt bestod i at indskreenke den maengde som drejningerne virker pa
uden at give afkald pa nogle af drejningerne. Hertil tjener meengden af hjgrner.
Derved er den enkelte drejning erstattet af en permutation af hjgrnerne og sam-
mensaetningen af drejninger er erstattet af sammensaetning af permutationer,
og sammensatning af permutationer giver bekvemme kalkyler. Vi havde igen
skiftet struktur, denne gang til Permutationer med sammensatning, som er en
algebraisk struktur.

Vi tog endnu et skridt ved at finde et (begraenset) saet af rotationer, som frem-
bringer hele rotationsgruppen for terningen. Derved kan der til enhver rotation
knyttes et ord, som beskriver hvordan den er frembragt og sammensatninger
af rotationer kan beskrives ved ordsammensatning. Vi har nu skiftet til en
struktur hvor objekterne er ord og operationerne er ordsammensatning og en
seerlig ordinvertering. Al den geometriske information er blevet transformeret
til nogle regler for hvordan ord kan omformes til ord med samme betydning. Vi
kunne udfgre alle kalkyler vedrgrende rotationer ved at regne pa ordene efter
disse regler.

Hertil havde vi kun givet afkald pa sa meget information, at vi stadig havde
helt styr pa den oprindelige struktur. Man kan ogsa studere de algebraiske
konsekvenser af frivilligt at give afkald pa mere information, saledes at man
ikke leengere kan skelne mellem alle rotationerne. Dette fgrte til inddeling af
objekterne i klasser og til at overfgre operationerne til at vaere operationer pa
disse klasser.
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8: Eksempler og gvelser

Eksempel 1:  Drejningsvinkel

Den drejning, som har z-aksen som drejningsakse og fgrer z-aksen over i y-
aksen, har drejningsvinkel 90°, nar drejningsaksen har samme orientering som
z-aksen

Eksempel 2:  Drejningsvinkel

Bestem drejningsvinklen for den drejning, som har y-aksen som drejningsakse
og fgrer x-aksen over i z-aksen, nar drejningsaksen har samme orientering som
y-aksen

Qvelse 3:  Detaljer argumentet
Udfyld detaljerne i argumentet for at en drejning er bestemt af placeringen

Qvelse J: Angivelse af drejning vha placeringer
Giv en nummerering af siderne i udgangspositionen og angiv placeringen af de
udvalgte sider efter en drejning pa 180° om x-aksen

Qvelse 5:  Drejningsgruppen for det requlere oktaeder (1)
Det reguleere oktaeder har otte sider som er ens ligesidede trekanter. Find de
bevarende afbildninger pa samme made som vi anvendte for terningen

Ovelse 6:  Drejningsgruppen for det requlere oktaeder (2)
Find drejningsgruppen ved at relatere oktaederet til terningen

Qvelse 7:  Andre konfigurationer
I hver af de fglgende gvelser @8, ¥9,0010,0 11er der specificeret en konfigu-
ration og en type afbildninger. velsen bestar i at finde de afbildninger af
den specificerede type som bevarer konfigurationen vha en geometrisk beskriv-
else som drejningsakse eller spejlingsplan. Der er ogsa en @velse i at beskrive
afbildningerne som permutationer

Qvelse 8:  Trekantbevarende drejninger i planen
Ligesidet trekant, drejninger. Se den generelle opgaveformulering ovenfor 7

Qvelse 9:  Trekantbevarende drejninger og spejlinger i planen
Ligesidet trekant, drejninger og spejlinger. Se den generelle opgaveformulering
ovenfor 7

Qvelse 10:  Trekantbevarende drejninger i rummet
Ligesidet trekant, drejninger i rummet.Se den generelle opgaveformulering oven-
for 07
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Qvelse 11:  Oktaederbevarende drejninger

Reguleert oktaeder, drejninger. Se den generelle opgaveformulering ovenfor (37.
Et regulaert oktaeder er det legeme som har otte sider som alle er ligesidede
trekanter. Lav en liste over drejninger som bevarer et oktaeder

Qvelse 12:  Midtpunktsbevarende drejninger
Betragt de 6 centre af siderne. Vis at disse udggr hjgrnerne i et reguleert
oktaeder

Qvelse 13:  Terningbevarende spejlinger
Bestem alle spejlinger som bevarer et givet reguleert tetraeder

Qvelse 14: Udfyld detaljerne!
Udfyld detaljerne i argumentet for at enhver drejning (som bevarer terningen)
kan frembringes af de tre drejninger om akserne.

Eksempel 15: XY =Y Z

Ligningen XY = Y Z er ensbetydende med Z = Y XY, og hvis man kender til
hvad det sker nar man skifter koordinatsystem, sa har denne formel den simple
geometriske forklaring, at hvis der laves et nyt koordinatsystemet ved at dreje
det gamle med Y, sa vil Z i det gamle system svare til X i det nye system og
overgang fra gamle til nye koordinater kan foretages ved at benytte Y

Owelse 16:  Forkort ordet
Forkort ordene XY ZX, XY ZXY

Qvelse 17:  Frembringning af tetraedergruppen
Se naermere pa pastanden om at tetraedergruppen er frembragt af XY og X X

Ovelse 18:  Gor det sa!
Giv en lidt skarpere definition af den foreslaede referenceflise, og ggr rede for
hele fliselsegningen

Qvelse 19:  Fullerene
Bestem drejningsgruppen for Cgg

Qvelse 20: S, T,U frembringer drejningsgruppen for tetraederet
Ja, vis det!

Eksempel 21:  Tetraederets drejningsgruppe
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I en tetraeder benaevnes hjornerne A, B, C, D og drejningen om A pa 120° om
en akse gennem og orienteret mod A kaldes ogsa A, mens dens inverse kaldes a.
Tilsvarende indfgres drejningerne B,b,C,c, D,d. Drejningerne pa 180 kaldes
x,1, 2, da deres akser kan bruges som koordinatsystem.

Pa Figur 10 er gruppen illustreret med en fliselsegning.

X

Figur 10. FEn Fliselegning af tetraederet. Referenceflisen er markeret med 1.
Se teksten for naermere forklaring

31




9: Stikordsregister
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Anders Madsen

KONKRETE
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STRUKTURER



Dette er et heefte i en serie med titlen ” Konkrete algebraiske strukturer”, som jeg har skrevet
til algebrakurset (E1) pa matematikuddannelsen ved IMFUFA pa RUC.

Haefterne skal ses i sammenhaeng med en anden serie haefter med titlen ” Abstrakte algebraiske

strukturer”. Disse to serier udggr hver sin kaebe i en knibtang.

Naturligvis ville det veere tomt (og frustrerende) at undervise i abstrakt algebra uden ind-
dragelse af konkrete eksempler og det ville vaere fattigt (og perspektivforladt) kun at gen-

nemga konkrete eksempler uden at inddrage de underliggende abstrakte strukturer.

Pa den anden side er der en vis skgnhed i at fremhzeve den abstrakte karakter ved at isol-
ere den og lade dens top-down karakter fremsta tydeligt som i det forkaetrede forbillede
”Matematikens elementer” af Bourbaki. Starte med de groveste strukturer og efterhanden
tilfgje finere strukturelementer. Alle resultater, som gar igen og igen, formuleres og bevises

en gang for alle.

Ligeledes er der en tilfredsstillelse forbundet med at lade de enkelte konkrete strukturer sta
sa enkelt som muligt, uden overflgdige dikkedarer, das Ding an sich. Og der er forngjelsen

ved at se det essentielt samme argument komme igen og igen i forskellige forkleedninger.

Udover den aestetiske tilfredstillelse ved den rene abstraktion og den rene forngjelse ved
de konkrete detaljer har begge disse perspektiver en stor erkendelsesmazessig betydning og

bidrager til udviklingen af kompetencer som er vaesentlige for matematikere.

Jeg har valgt at fremhaeve de to modsatrettede men samspillende perspektiver ved den
opdeling som de to serier reprasenterer. De enkelte konkrete strukturer er fremstillet i
enkeltstaende fremstillinger uden indbyrdes referencer. Stof som forudsaettes flere steder er
medtaget hvert sted. Men udvalget af detaljer er foretaget pa en sadan made at det bedst

muligt kan levere stof til den abstrakte del.

Den matematiske kerne for de enkelte haefter, uden forbindende tekst og illustrationer, har
foreligget tidligere i mere ra form beregnet pd uddybning ved forelaesning og ikke egnet til
selvstudium, ikke mindst pa grund af utallige trykfejl og tanketorsk, som de studerende med
stor talmodighed har fanget. Dette skylder jeg dem tak for og derfor er haefterne tilegnet alle

tidligere og nuveerende studerende pa E1, som jeg takker for deres medvirken.
Hefterne findes i netudgaver med alle referencer som aktive links og med opdateringer:
http://milne.ruc.dk/~am/algebra

Anders Madsen, november 2006
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1: Prolog

I dette heefte skal du mgde forskellige konkrete eksempler pa algebraiske struk-
turer. Vi taler om en algebraisk struktur, nar vi har en bestemt type objekter
og en eller flere operationer pa denne type objekter, der forer til et objekt af
samme type, samt nogle regneregler for disse operationer.

Det mest oplagte eksempel har som objekter de reelle tal, som operationer de
saedvanlige aritmetiske operationer med de saedvanlige regneregler.

Vi skal mgde to algebraiske strukturer, som er vaesensforskellige, men alligevel
ud fra et vist synspunkt ens.

I den ene algebraiske struktur er objekterne drejninger af rummet, med den
ene begraensning at deres akser alle har et punkt feelles, hvilket ogsa betyder at
de fgrer enhver kugle med centrum i dette punkt over i sig selv. Operationen
er seedvanlig sammensatning af afbildninger. Det er, nar vi starter, ikke klart
at der overhovedet er tale om en algebraiske struktur idet vi ikke ved om
sammensatning af drejninger forer til en drejning. Og vi ved det forst nar vi
nar slutningen.

I den anden algebraiske struktur er objekterne matricer, men kun visse specielle
matricer, de sakaldte specielle ortogonale matricer, som vi definerer rent alge-
braisk, men med geometrisk inspiration. Den algebraiske operation er multip-
likation af matricer.

Forbindelsen mellem disse strukturer er den som eksister mellem en lineser
afbildning (som en drejning) og dens matrix. Vi viser at drejningerne netop
er de afbildninger hvis matricer er specielle ortogonale. Vi ved sa fra den
generelle teori for lineare afbildninger at sammensaetning korresponderer med
multiplikation og at invers afbildning korresponderer med invers matrix.

Dernaest viser vi at de specielle ortogonale matricer er lukket mht. multiplika-
tion og dannelse af invers matrix og derfor udger en algebraisk struktur.

Via korrespondancen mellem drejninger og matricer ser vi sa at drejningerne
ogsa er en algebraisk struktur. Vi kan altsa slutte af med (en del af) svaret pa
det brzendende spgrgsmal: hvad sker der nar man sammensatter to drejninger?.

Vi kommer til at se nogle vigtige forhold, som vil kunne tjene som eksempler
inden for den sakaldte gruppeteori, hvilket da ogsa er et selvstaendigt formal
med haftet, men fremstillingen som sadan forudssetter ikke gruppeteori.



Vi gar ikke ind i det egentlige geometriske grundlag, men tager udgangspunkt
i en algebraisering af sa fa geometriske forhold som muligt. Vi formulerer dette
narmest som en slags aksiomer af den form, at visse geometriske begreber og
lovmaessigheder eksisterer og har dette eller hint algebraiske sidestykke. Det er
derfor muligt pa et andet tidspunkt at bringe forbindelsen fra den geometriske
"virkelighed” til den algebraiske "model” i orden.

Men, nar fgrste akt abner er det med drejninger af planen i rollerne. Der vil
vaere en opsamling med tydeliggrelse af den rgde trad i epilogen.

2: Drejninger 1 planen.

2.1: Forberedelser og terminologi.

Vi bygger pa intuitionen.

Vi vil ikke definere hvad der forstas ved en drejning, men basere fremstillingen
pa vores intuition. Intuitivt fremkommer en drejning ved at en ny udgave af
planen placeres over den gamle, faestnes i et enkelt punkt, omdrejningspunktet,
og den nye plan bevaeges nu uden at vrides eller straekkes og uden at forlade
underlaget, teenk for eksempel pa en stiv skive pa et plant underlag feestnet
med en enkelt stift, hvorom skiven kan drejes.

En drejning bevarer geometrien.

Har vi nu i udgangspositionen tegnet en geometrisk konfiguration, fx en trekant,
pa underlaget og gentaget den pa skiven som vi kan forestille os gennemsigtig,
da vil konfigurationen pa skiven efter drejningen vaere kongruent med konfigu-
rationen pa underlaget, hvilket betyder at korresponderende afstande og vinkler
vil veere ens. Det samme gaelder orientering. Hvis fx den korteste drejning om
en vinkelspids som fgrer en side af en trekant over i en anden er med uret,
da vil den samme relation vaere opfyldt mellem de tilsvarende komponenter i
den drejede trekant. Lad os kort (og upraecist) sige at geometrien bevares ved
drejning.

En drejning opfattet en afbildning.

Vi vil tzenke pa drejningen som slutresultatet af en bevaegelse, ikke som bevaegelsen
selv. Derfor kan den opfattes som en afbildning af planen ind i sig selv, nemlig
den afbildning som til et givet punkt i underlaget knytter det punkt i under-
laget, som efter drejningen ligger under det punkt pa skiven, som oprindeligt

la over det givne punkt.



Drejningsvinkel.

Vi teenker os nu et fast punkt F med afstanden 1 til omdrejningspunktet og
betegner med E’ dets billedpunkt ved en hvis given drejning. Hvis vi kan
komme fra E til E’ ved at dreje planen uden at skifte retning pa en sadan
made, at vi har tilbagelagt vejleengden u da siger vi at u er en drejningsvinkel
for den givne drejning. Vi regner vejlaengden for positiv, hvis vi hele tiden har
drejet mod uret og negativ hvis vi har drejet med uret. En drejning kan saledes
have mange drejningsvinkler, men de vil indbyrdes have en forskel som er et
helt tal gange cirklens omkreds. Vi ser at hvis en drejning har u, en anden v
som en drejningsvinkel, da vil u + v veere en drejningsvinkel for den drejning,
som fremkommer ved at lade den ene fglge efter den anden.

Dermed har vi afsluttet vores rent geometriske forberedelser, og vi gar videre
til at praesentere de vigtigste vaerktgjer:

2.2: Koordinatsystem og matricer.

Drejninger udtrykt i koordinater.

Vi teenker os nu et seedvanligt retvinklet koordinatsystem i planen, hvilket in-
debarer at y-aksen fremkommer af z-aksen ved en drejning med drejningsvin-
klen 7/2. En drejning vil da kunne udtrykkes ved at den sender et koordinatsaet
(x,y) over i et andet koordinatszet (z’,y’), altsa en afbildning af R? ind i sig
selv. Det kan vises ved anvendelse af bemaerkningen ovenfor om bevarelse af
geometrien at denne afbildning ma veere lineger, hvilket vi ikke vil ga nsermere
ind pa at begrunde her, selvom vi kommer til at benytte det kraftigt.

Om de trigonometriske funktioner sin og cos behgver vi kun at vide at (cost,sint)
er koordinatsaettet for det punkt, som fremkommer af punktet med koordi-
natsaettet (1,0) ved en drejning med drejningsvnklen ¢.

Sammenfatning af antagelserne.

Vi sammenfatter vores intuitive antagelser og den algebraiske repraesentation
af dem i fglgende saetning, som vi altsa hverken preaeciserer eller beviser, men
snarere tager som et slags aksiom med begreberne drejning og drejningsvinkel
som udefinerede (sakaldte indefinable):



1. Saetning: Fundamentale antagelser om drejninger

Til ethvert w € R findes en drejning om begyndelsespunktet, som har u som
drejningsvinkel. Vi lader D, wvere betegnelse for den tilsvarende afbildning
udtrykt i koordinater. Vi har da

1) Linearitet: D, er lineer.
2)  Ortogonalitet:
D,(1,0) = (cosu,sinu)
D= (1,0) = (0,1)
D=(0,1) = (~1,0)
3) Additivitet:
Dy oDy = Dyyo,

4)  Kontinuitet: Til to givne linjer gennem begyndelsespunktet findes en
drejning om begyndelsespunktet der forer den forste over i den anden.

(De valgte etiketter for egenskaberne forklares ikke nermere da de kun benyttes
af hensyn til muligheden for reference og lidt suggestiv virkning.)

En formel for drejningsmatricer.

Vi vil ud fra disse antagelser udlede en formel for drejningsmatricer og lader
A, betegne matricen for D,,. Additivitetsbetingelsen (3) kan da udtrykkes ved
at

AvAy = Ayso-
Vi minder om at sgjlerne i matricen for en linezer afbildning er koordinatsaettene
for billederne af basisvektorerne, (1,0) og (0,1). Heraf ser vi straks at

0 —1
1= (5 )
hvoraf det videre ses at
0o -1 COS U —sinu
D.(0.1) = D5 (1,0) = De(Du.0) = (T 1) (Gt = (o)

og dermed har vi fundet formlen, som vi sammenfatter i fglgende satning;:

2. Saetning: Matricen for en drejning.

Matricen for D,, er givet ved formlen

cosu —sinu
A, = )
sinu  cosu
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2.3: Ortogonale matricer.

En fundamental egenskab for drejningsmatricer.

Vi vil nu behandle en meget vigtig egenskab ved drejningsmatricer. Af additivitets-
ligningen A, A, = Ay1, far vi ved at sette v = —u at A,A_y = Ag = F og
har altsd at A;! = A_,. Vi ser ved udregning at A_, = A, og har altsa at
Azt =A,T.

En matrix A for hvilken AT = A1, hvilket er ensbetydende med at AAT =
ATA = F, kaldes ortogonal. Det ses nemlig nemt at dette er ensbetydende med
at dens sgjler er enhedsvektorer og indbyrdes ortogonale. En drejningsmatrix
er altsa ortogonal.

3. Definition: Ortogonal matrix.

Matricen A kaldes ortogonal hvis AAT= ATA=FE

Ved udregning ses det endvidere at det A, = cos? u+sin®u = 1 > 0. En matrix
med positiv determinant kaldes orienteringsbevarende, det kan nemlig vises at
dette er ensbetydende med at billederne af to vektorer har samme orientering
som vektorerne selv. Vi sammenfatter det udledte i et par definitioner og en
seetning:

4. Definition: Orienteringsbevarende matrix

Matricen A kaldes orienteringsbevarende hvis det A > 0

5. Saetning: En drejningsmatrix er ortogonal og orienteringsbevarende

En drejningsmatrixz er ortogonal og orienteringsbevarende

En grund til at fremhaeve disse to egenskaber ved drejningsmatricer er at de
karakteriserer dem, som det fremgar af folgende ssetning:



6. Saetning: En matrix som er bade ortogonal og orienteringsbe-
varende er en drejningsmatrix.

Lad

a x
A=
(b y)
veere en orienteringsbevarende ortogonal matrix. Da eksisterer der u € R

saledes at A = A,. Som u kan benyttes enhver lgsning til ligningssystemet
cosu =a og sinu=2>

Bevis : Ved udregning ses at

ATa— (@ b a x\ _[(a*+b ar+by
S \7 vy b y) \ar+by 2°+y?

Vi har altsa at ortogonalitetskravet medforer ligningssystemet

a?+b*=1 ar+by=0
ar+by=0 22+y?=1

Af ligningen a®> + > = 1 folger det klart at vi kan finde en lgsning u til
ligningerne cosu = a og sinu = b. Lad nu u vere en vilkarlig sadan lgsning.

Ved brug af simpel lineer algebra udleder vi af ligningen ax +by = 0 at der ma
findes t € R saledes at (x,y) = t(—b,a).

Orienteringsbevarelsen giver at det A = ay — bx > 0, der ved indsettelse af det
fundne udtryk for (x,y) giver at t(a® + b*) > 0 og dermed at t > 0.

Ved tilsvarende indseettelse i ligningen x° + y* = 1 fds at t*>(a® + b?) = 1, der
videre giver at t* = 1. Af de to betingelser vi nu har pd t fis da at t = 1
og dermed at (z,y) = (—b,a). Heraf ses at A = A,. Dermed har vi altsa
fundet en made hvorpa vi nemt kan afggre om en given 2 x 2 matrix er en
drejningsmatrix. 3

Sa nu er vi klar til at tage fat pa det 3-dimensionale rum:

3: Drejninger 1 rummet.

3.1: Koordinatsystemer og matricer.




Drejninger i rummet.

Vi gar nu over til drejninger af rummet og kaster os direkte ud i at sammenfatte
vores intuitive opfattelse i folgende aksiom:

7. Saetning: Antagelser om drejninger i rummet

For enhver linje a gennem begyndelsespunktet og ethvert u € R findes en drejn-
1ng med drejningsvinkel u og drejningsakse a. Den tilsvarende afbildning udtrykt
it koordinater benevner vi D .

1) Linearitet: D® er lineer.

2) Drejningsakse: For enhver vektor x, som er koordinatset for et punkt
pa a, gelder at D& (x) = x.

3) Drejningsplaner: Enhver plan P vinkelret pa a overfores i sig selv ved
drejningen. Lad der vere givet et sedvanligt koordinatsystem, som har
sin tredje akse liggende pa a. Restriktionen af drejningen til P vil da
1 det koordinatsystem som bestar af de to forste akser i det nye system
veere udtrykt ved D,. Enhver drejning i© denne plan fremkommer pa
denne made og kan altsa udvides til en drejning i rummet med planens
normal som akse.

4) Drejning af koordinatsystemet: Lad et koordinatsystem (det nye) frem-
komme af et andet (det gamle) ved en drejning. Lad P vere et punkt
og lad Q) veere billedet af P ved drejningen. Da vil det nye koordinatsaet
for QQ vere det samme som det gamle koordinatset for P.

For en ordens skyld skal det naevnes at vi opfatter det som en selvfglgelighed,
at fglgende gaelder:

Lad x og y veere koordinatset for to punkter P og (Q som bestemmer linjerne |
og m gennem begyndelsespunktet. Disse linjer star vinkelret pa hinanden, netop
hvis x og y er indbyrdes ortogonale, hvilket (per definition) betyder at x -y = 0.

Vi gar nu efter en formel for drejningsmatricen. I forste omgang ngjes vi med
at ggre dette i forhold til et seerlig simpelt koordinatsystem:

8. Saetning: En formel for matricen for en drejning.

Matricen for D% i et koordinatsystem, hvis z-akse ligger pa a har formen

cosu —sinu 0
sin u cosu O
0 0 1
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Bevis :  Af betingelsen for drejningsaksen folger det at billedet af (0,0,1) er
(0,0,1). Dette begrunder den sidste sgjle i matricen.

Punktet (1,0,0) ligger i drejningsplanen gennem begyndelsespunktet og har i
det tilsvarende plane koordinatsystem koordinatseettet (1,0), som ved den plane
drejning fores over i (cosu,sinu), der i det rumlige koordinatsystem har ko-
ordinatsettet (cosu,sinu,0). Dette begrunder den forste sgjle. Helt analogt
begrundes anden sgjle. D4

Vi sigter nu mod at kunne betstemme drejningsmatricen i forhold til et vilkarligt
koordinatsystem. Dette vil vi ggre ved at dreje det koordinatsystem der er givet
over i et, som er af den type vi allerede har klaret. Vi far altsa brug for at
kunne skifte mellem to koordinatsystemer. Dette er et teknisk problem som
klares i de neeste par ssetninger.

9. Satning: Koordinatskifte ved drejning af koordinatsystem.

Huis et nyt koordinatsystem fremkommer ved drejning af et gammelt om begyn-
delsespunktet, da fremkommer de gamle koordinater af de nye ved den afbildning
som udtrykker den givne drejning i koordinater.

Hvis A er drejningsmatricen i gamle koordinater da gelder det at u = Av hvor
u og v er henholdsvis gamle og nye koordinater for samme punkt.

Bevis : Lad Q) vere et punkt hvis nye koordinatset er v. Vi gnsker at finde
det gamle koordinatset, u for Q. Lad nu P vere det punkt, som ved drejningen
fores over i Q. Ved at bruge vores antagelse om drejning af koordinatsystemer
(S7) slutter vi at v er det gamle koordinatseet for P. Da D udtrykker drejningen
i forhold til det gamle koordinatsystem slutter vi heraf at D(v) er det gamle
koordinatseet for Q (D10), altsa u = D(v) = Av, og det var jo hvad vi gnskede
at konstatere.

Nu ved vi hvordan vi skifter mellem gamle og nye koordinater, hvis vi skifter
koordinatsystem ved en drejning.

En afbildning af rummet ind i sig selv vil kunne udtrykkes i hvert sit af de
to koordinatsystemer. Vi vil gerne veere i stand til at finde det andet af disse
udtryk ud fra kendskab til det ene. Da vi ogsa kommer til at beskeeftige os
med afbildninger, som ikke ngdvendigvis er drejninger, formulerer vi resultatet
helt generelt.
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10. Definition: Afbildning udtrykt i koordinater.

Lad F veere en afbildning af rummet ind i sig selv og lad U vere en afbildning
af R ind i sig selv. Antag at Q = F(P), og at x koordinatset for P og y
koordinatset for Q).

Vi siger at U er udtryk for F, hvis y = U(z) for alle P, Q, x of y som opfylder
betingelserne.

Denne definition er udtrykt i den nederste ramme i midten i fglgende tegneserie
af diagrammer; se ogsa diagramteksten.

. .
/ \

Tabel 1. De to trekantede diagrammer sammenfatter sammenhangen mellem
koordinatskifteafbildningen S og koordinatafbildningerne. Dobbeltpilene er sam-
menhaengen mellem et punkt og dets koordinatseet i forskellige koordinatsyste-
mer. De trapezformede diagrammer sammenfatter sammenhaengen mellem en
afbildning af rummet ind i sig selv og afbildningens udtryk i koordinater vha ko-
ordinatafbildningerne. Alle fire diagrammer er kommutative. Dermed menes at
hvis vi opfatter hver pil som en lovlig vej sa vil to ture som starter samme sted,
folger lovlige veje og slutter samme sted angive to mader at sammensette oper-
ationer pa, som giver samme resultat. De lodrette pile angiver sammenhaengen
mellem et punkt og dets koordinatset.
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X’ U ’ » y, X, U ’ » y’
s P—Fm0Q s s
X U -y X Y >y

Tabel 2.  Diagrammet til venstre fremkommer ved kombination af de fire dia-
grammer i Tabel 1. Det fremkomne diagram er kommutativt. Diagrammet
til hgjre fremkommer af det forste ved udeladelse af visse pile. Dette er ogsa
kommutativt og indeholder dermed resultatet om koordinatskifte.

11. Saetning: Koordinatskifte for en drejning.

Antag at der er givet et nyt koordinatsystem og et gammelt koordinatsystem
med felles begyndelsespunktet, og at overgangen fra gamle til nye koordinater
er givet ved en afbildning S.

Antag at en der derudover er givet en afbildning F', som i de gamle koordinater
udtrykkes ved U og i de nye ved U’ da gelder folgende tre relationer mellem U
og U':

SoU=U'0oS, U=81toU 0S8, U =8S0Uo0S"!

Beuvis :  Det ses ved sedvanlig regning med afbildninger at de tre betingelser er
ensbetydende, sa det er nok at eftervise den forste. Lad v vere givet og lad P
veere det punkt, som har v som sit gamle koordinatset, og set QQ = F(P).

Lad os se hvad venstresiden giver anvendt pa v. Vi ser at U(v) per definition
er det gamle koordinatseet for QQ og folgelig at S(U(v)) er det nye koordinatset

for Q.

Lad os dernest se pa hgjresidens virkning: S(v) er det nye koordinatseet for
P og U'(S(v)) derfor det nye koordinatseet for Q ifslge S9. Vi far altsa det
samme pa de to sider af lighedstegnet.

De to gurige ligninger kan ogsa nemt fortolkes direkte. Prov!
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Beviset kan ogsa afieses direkte af Tabel 1

Vi ved nu hvordan vi forbinder udtrykkene for en drejning svarene til forskel-
lige koordinatsystemer. Dette vil vi gerne oversaette til matrix algebra. Men
for at kunne bruge matricer, ma der veere tale om linezre afbildninger. Det
geelder faktisk at enhver koordinatskifte afbildning er lineser, men da det ikke
er intuitivt helt sa indlysende som vore andre grundantagelser veelger vi her
at give et bevis. Men det kan du jo sa ogsa afheengigt af dit temperament og
tidligere erfaringer springe over.

Vi ved at drejninger er linezere (det er en af vores grundantagelser). Det gor
folgende seetning nyttig:

12. Saetning: Nye koordinatsystemer kan fas fra gamle vha drejninger.

Ethvert sedvanligt koordinatsystem kan fas ved to pa hinanden folgende drejninger
af ethvert andet koordinatsystem med samme begyndelsespunkt.

Bevis : Vi kalder det ene system det gamle og det andet det nye. De to x-
akser ligger i en felles plan og der eksisterer i henhold til vores grundleggende
antagelser (S1,4) en drejning af denne plan, som forer den gamle over i den
nye. Denne kan ogsa med henvisning til de grundleggende antagelser udvides
til en drejning af hele rummet (S7,3).

Vi kalder det system, som fremkommer af det gamle ved denne drejning, for
det reviderede system. Dette reviderede system har samme x-akse som det nye.
Nu ma den reviderede og den nye y-akse jo begge ligge i normalplanen til den
nye x-akse og der findes derfor en drejning om den nye x-akse som forer den
reviderede y-akse over i den nye, og jo altsa fastholder den nye x-akse.

Det koordinatsystem, som fremkommer ved denne drejning af det reviderede,
kalder vi for det nyreviderede. Da nu bade den nye z-akse og den nyreviderede
z-akse er vinkelret pa savel den nyreviderede x-akse som den nyreviderede y-
akse og da det nye og det nyreviderede har samme orientering, sa ma det nyre-
viderede stemme helt overens med det nye, som derved er fremkommet af det
gamle ved to pa hinanden folgende drejninger.

Vi skal lidt leengere fremme se at en sammenssetning af to drejninger hvis
akser begge gar gennem begyndelsespunktet selv er en sadan drejning og at
der derfor til to vilkarlige koordinatsystemer altid findes en drejning som fgrer
det ene over i det andet.
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Vi har imidlertid allerede redskaber nok til at finde drejningsmatricen for en
drejning i forhold til et vilkarligt koordinatsystem:

13. Seetning: Drejningsmatrix i et vilkarligt koordinatsystem.

Antag at der er givet en drejning med (orienteret) akse a og drejningsmal u.
Antag videre at der er givet et sedvanligt koordinatsystem, som wvi betragter
som det oprindelige, samt et specielt koordinatsystem, hvis z-akse falder sam-
men med drejningsaksen. Lad S vere den matrix hvis sgjler udgores af de
oprindelige koordinatseet for de punkter som i det specielle koordinatsystem har
koordinatsettene (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Lad A vere matricen for drejnin-
gen 1 det specielle system. Da wvil drejningen © det oprindelige system have
matricen

SAS™?

Bevis : Vi ved at koordinatskifteafbildningen er lineer, da den er sammensat
af to drejninger, som ifolge vores grundantagelser er lineere. Derfor er S
netop matriz for overgangen fra specielle til oprindelige koordinater, da dens
sagjler bestar af de gamle koordinatset for de nye enhedsvektorer. Heraf folger
setningen af den generelle setning for koordinatskift ved at bruge matricer til
at udtrykke afbildningerne. E5 06

3.2: Ortogonale matricer.

Vi vil nu introducere begreberne ortogonal matrix og orienteringsbevarende
matrix . De ortogonale matricer har en meget simpel algebraisk karakteris-
ering, som gor det nemt at regne med dem. Enhver drejningsmatrix er bade
ortogonal og orienteringsbevarende og omvendt. Dette ggr ortogonale orienter-
ingbevarende matricer til et bekvemt redskab for regning med drejninger.

Naeste saetning er en forberedelse til definitionen af ortogonalitet

14. Saetning: Betingelser for ortogonalitet

For en 3 x 3-matrix er folgende fire betingelser ensbetydende
1) ATA=AAT=F
2) AT=A"1
3) sajlerne i A er indbyrdes ortogonale enhedsvektorer.
4) For alle x,y gelder at Az - Ay = x - y.
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Bewvis :

(1) & (2): Akvivalensen af de to forste betingelser er klar per definition af
mvers matriz.

(2) = (8): Fra den lineere algebra har vi at det element som star i rekke nr i
og sgjle nr j i ATA kan skrives som A*- AT, hvor A" er sgjle nri i A (og dermed
rekke nri i AT). Betingelsen ATA = E sikrer derfor at ||A;]] = 1, eftersom
A; - A; er et diagonalelement i enhedsmatricen. Ved en tilsvarende betragtning
fas at A;- Aj =0, hvis i og j er forskellige. Dermed er det vist at (2) medforer

(3).

(3) = (2): De samme udregninger viser at hvis betingelse (3) er opfyldt da er
ATA = E. Da vi ved at disse betingelser ogsd medforer at A er invertibel har
vi ved multiplikation med A~" fra hgjre i denne ligning at AT = A~ hvilket
betyder at (2) er opfyldt.

(4) = (3): At (4) medforer (3) er en lige ud ad landevejen gvelse nar man
bemerker at sgjlerne © A er det samme som vektorerne Ae;.

(1) = (4): Antag at (1) er opfyldt. Idet vi ved at opfatte x og y ogsa som
sgjlevektorer fas

Az - Ay = (Az)" - Ay=2"ATAy =2y =z -y

15. Definition: Ortogonal matrix.

En matrix som opfylder betingelserne i forrige setning kaldes ortogonal

E7 08 09

16. Seetning: Regneregler for ortogonale matricer

Den transponerede og den inverse af en ortogonal matrix er ortogonal. Produk-
tet af to ortogonale matricer er en ortogonal matrix.
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Bewvis : Lad A wvere ortogonal og set C = A'. Da er C'C = AA" = E
og tilsvarende. Resultatet for invers matrix folger af at invers for ortogonale

matricer er det samme som transponeret. Antag nu at ogsa B er ortogonal og
set C = AB. Da er

C'C =(AB)'AB=B'ATAB=B'EB=B'B=F

17. Definition: Orienteringsbevarende matrix

En matrix kaldes orienteringsbevarende huvis dens determinant er positiv.

18. Seetning: Regneregler for orienteringsbevarende matricer

Den transponerede og den inverse af en orienteringsbevarende matrix er orien-
teringsbevarende. Produktet af to orienteringsbevarende matricer er en orien-
teringsbevarende matrix.

Bewvis :  Dette er blot nogle af de grundleggende regler for regning med deter-
minanter.

19. Saetning: En drejningsmatrix er ortogonal og orienteringsbe-
varende.

En drejningsmatriz er ortogonal og orienteringsbevarende.

Beuvis : Vi tager udgangspunkt i at enhver drejningsmatriz kan skrives pa for-
men SAS™! som formuleret i setningen om drejningsmatriz i et vilkdrligt ko-
ordinatsystem. Det er sa i henhold til regnereglerne nok at vise at S og A er
ortogonale og orienteringsbevarende.

Bemerk at matrix med determinant +1 ofte kaldes en speciel matrix. Vi har
altsa at matricen for en drejning er en speciel ortogonal matrix, og det er under
den betegnelse de ofte mgdes. Maengden af specielle ortogonale 3 x 3 matricer
betegnes derfor ofte som SO(3)

20. Satning:

V

i naermer os nu klimax med En orienteringsbevarende og ortogonal matrix er
en drejningsmatrix.Lad A veaere en orienteringsbevarende og ortogonal matrix.
Da er A en drejningsmatrix.
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Beuvis : Strategien i beviset er forst at finde en drejningsakse ved at vise at 1
er egenveerdi og benytte en tilhorende egenvektor.

Derneest vises at afbildningen der svarer til matricen afbilder en plan ortogonal
pa aksen ind i sig selv. Den tilsvarende 2 X 2 matrix er ortogonal og afbildningen
er derfor en drejning i denne plan.

Vi vil forst altsa forst vise at 1 er en egenveerdi for A.

Af ortogonalitetsbetingelsen ATA = E fds at det ATdet A = det E = 1. Desuden
er det AT = det A. Derfor har vi at (det A)?> = 1 og da det A > 0 folger at
det A = 1. Betragter vi nu det karakteristiske polynomium for A sa har det
altsa formen

K(x) = —2® + az® + bz + 1,

for visse konstanter a og b, idet konstantleddet jo er det A. Et tredjegradspoly-
nomium har mindst en reel rod, og da K(0) > 0 og K(x) — —o0 for x — o0
ma der veere der vere mindst en positiv rod.

Antag nu at X er en positiv rod og at w er en tilhgrende egenvektor. Da har vi
at for det forste, fordi w er egenvektor, at

Aw - Aw = (\w) - Qw) = V2w - w
og for det andet, da A er ortogonal, at
Aw - Aw = w - w

og ved at sammenholde disse to udsagn far vi at \> = 1. Vi har dermed, da
A >0, vist at 1 er en egenverdi.

Vi tenker os at A er matriz for en afbildning F' i forhold til standardbasen i
R3. Lad desuden u og v vere valgt siledes at u,v,w er en ortogonal basis for
R3. Bestem et nyt sedvanligt koordinatsystem med samme begyndelsespunkt
som det givne og med sin z-akse beliggende pa w. Lad B betegne matricen for
F i forhold til den nye basis. Da vil B = SAS™! for en vis ortogonal matriz
S, ifolge S13.Da folger det af S19 1 forbindelse med reglerne for regning med
ortogonale matricer, S16, at B er ortogonal.

Vi har valgt u og v som ortogonale pa w. Derfor har vi at u-w = 0, og videre,
som folge af ortogonaliteten, at Bu - Bw = 0. Men da F(w)=w, har vi at
Bw = w, altsa ma Bu-w = 0, og det vil sige at ogsa Bu er ortogonal pa w, og
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altsa ma vere udspaendt af u og v. Da der gelder tilsvarende for v har vi at B
ma have formen

B =

o8 Q
ow o
_ o O

Vi har argumenteret for at B er ortogonal. Altsa er sdgjlerne ortogonale og
normerede. Heraf ses let at ogsa sgjlerne i undermatricen

a b

z Yy
er ortogonale og normerede. Benytter vi os nu af vores kendskab til ortogonale
2 X 2 matricer, kan vi se at B er en drejningsmatriz. E10 011

Ved hjalp af dette steerke resultat er det nu en let gvelse at bevise falgende

21. Satning: Hovedsaetningen om drejninger.

Sammensetning af to drejninger med akser som skerer hinanden giver en
drejning.

012

Det er naturligvis nu et indlysende spgrgsmal om sammensatning af to drejninger,
hvis akser ikke skaerer hinanden, ogsa vil resultere i en drejning. Det vil vi imi-
dlertid ikke tage op her. Men svaret skal ikke holdes hemmeligt. Det er nej.
Den naturlige ramme for dette spgrgsmal er studiet af samtlige flytninger af
rummet. En flytning er den mest generelle form for en geometribevarende af-
bildning, idet den bevarer afstande og orientering. Det er intuitivt klart, og
ogsa nemt at indse, at en drejning er en flytning i denne forstand. Andre
eksempler er parallelforskydninger. 13 E14 E15 016 E17 )18

4. Epilog

Moralen er enkel. Den afbildning som til en lineser afbildning knytter en
matrix flytter ogsa spgrgsmal om sammensasetning af drejninger over til et
spgrgsmal om specielle ortogonale matricer, som det er bekvemmere at lgse.
Og spgrgsmalet er om sammensaetningen af to drejninger med skaerende akser
igen er en drejning. Og det er det fordi produktet af to specielle ortogonale
matricer er en speciel ortogonal matrix.
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Qvelse 1:  Additionsformlerne.

Vis at man kan udlede de trigonometriske additionsformler fra additionsformlen
for drejningsmatricer. I hvilken forstand kan det opfattes som et bevis for disse
formler?

Qvelse 2:  Pentagram
Lad v = 2?” Bestem drejningsmatricen for drejningen med denne drejn-
ingsvinkel. Bestem vha denne matrix koordinaterne for hjgrnerne i en reguleer

femkant som er indskrevet i enhedscirklen og har et af hjgrnerne pa z-aksens

positive del. Benyt (og bevis hvis det stikker dig) at Cos(%“) = \/54_1

Qvelse 3:  Er det en drejningsmatriz.
Hvilke af fglgende matricer er drejningsmatricer

173 —4 173 4 1 /12 5

5\4 3 5\4 -3 13\ 5 —12

Qvelse 4:  Drejningsmatricer om de andre akser.

Bestem formler for drejninger om de to gvrige koordinatakser.

Eksempel 5:  Eksempel pa anvendelse af formlen for drejningsmatriz i vilkarligt
koordinatsystem.

Vi gnsker at finde drejningsmatricen for den drejning pa 90°, som har en akse
der har diagonalen i yz-planen som akse, orienteret sa (0,1, 1) ligger positivt i
forhold til begyndelsespunktet.

Vi betragter et nyt koordinatsystem, som fremkommer af det givne ved en
drejning pa 45° om z-aksen. I dette koordinatsystem er drejningsaksen z-aksen
og drejningen har derfor her matricen

1
A=

S~ O

0
0

_ o O

Den drejning som fgrer det gamle system over i det nye har matricen

1 0
1 -1
=% B |
o L L
V2 V2
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som er den den inverse matrix af den som optraeder i seetningen (S13) som S.
Den sggte matrix er derfor

o =L L
oY
SAS ! =T71AT = vz 2 5
=1 1 1
V2 2 2
Qvelse 6:  Qwvelse i anvendelse af formlen for drejningsmatriz i vilkarligt ko-

ordinatsystem.
Find matricen for en drejning pa 60° om en akse som indeholder (1,1,0).

Eksempel 7:  Check af ortogonalitet.

Matricen
0O 1 0
A=10 0 1
1 0 0

er ortogonal, hvilket ses ved udregning af ATA

Qvelse 8:  Permutationsmatricer er ortogonale.
Vis at enhver permutationsmatrix er ortogonal

Qvelse 9:  Suppler op til ortogonalitet.
Antag at vektorerne \%(—2, 1,1) og \/Lg(l, 1,1) er to af sgjlerne i en ortogonal
matrix. Bestem hvilke muligheder der er for den sidste sgjle.

Eksempel 10:  En permutationsmatrix

Matricen
0 1 0
A=10 0 1
1 0 0

er som det kan ses af definitionerne (og tilhgrende udregniger!) ortogonal
og orienteringsbevarende og derfor en drejningsmatrix. Egenvektorerne for
egenvaerdien 1 bestemmes ved gaussisk elimination, startende med matricen

A—-1FE:

-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
o -1 1],l0 -1 1],{o0o -1 1],
1 0 -1 0 1 -1 0 0 0
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Egenrummet for 1 har dimension 1 og {(1,1,1)} er en basis for det. Derfor er
a = (1,1,1) en vektor pa drejningsaksen.

Vektoren z = (1,—1,0) er ortogonal pa drejningsaksen og har billedet y =
(—=1,0,1). Vinklen v mellem x og y er givet ved

Ty 1
cosv = =——.
zllflyll 2
Da det(a,z,y) = —3 < 0 er gar den korteste drejning fra x til y i negativ
omlgbsretning og derfor er v = —120°.

Qvelse 11:  Permutationer giver drejninger.

Vis at enhver permutationsmatrix er en drejningsmatrix. Lav en liste over
samtlige permutationsmatricer og bestem for hver af dem en drejningsakse
med tilhgrende drejningsvinkel.

Qvelse 12:  Regning med drejninger.
Lad X og Y betegne drejningerne pa 90° omkring x- og y-aksen. Find ma-
tricerne, akserne og vinklerne for XY, Y X, XY X og YXY.

Qvelse 13:  Klassifikationer.

Lad drejningerne med akse gennem begyndelsespunktet veere inddelt i klasser
efter deres drejningsvinkel, sadan at alle drejninger med samme drejningsvinkel
udger en klasse.

Vil denne klassedeling harmonere med sammensaetning af drejninger, i den
forstand at den klasse, en sammensatning havner i, alene athaenger af de klasser
komponenterne i ssammensaetninger kommer fra. Eller med andre ord: kan man
beregne drejningsvinklen for en sammensaetning af to drejninger alene ved hjzelp
af deres drejningsvinkler.

Hvordan afheenger svaret af dimensionen.

Og hvad sa hvis man inddeler efter drejningsakse.

Eksempel 14: FEn drejning er afstandsbevarende.

(I dette eksempel forudsaetter vi det kendt at afstanden mellem to punkter med
koordinatsaettene = og y er givet ved ||z — y|| og at det for alle u geelder at
lul]? = u - u.)

Vi kan veelge et koordinatsystem med begyndelsespunkt pa aksen og fglgelig
en ortogonal matrix A, som udtrykker drejningen. Lad z,y € R". Da er

Az —Ay||* = [[A(z—y)II* = A(z—y) - Alz—y) = (z—y)-(2—y) = [la—y|
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Eksempel 15:  Kuglebevarende drejninger.
En drejning er kuglebevarende hvis og kun hvis dens akse gar gennem centrum.

Antag at aksen gar gennem centrum c. Velg et koordinatsystem med begyn-
delsespunkt i centrum. Hvis kuglen har radius R og ||z|| = R sa vil ||Az —¢|| =

|Az — Ac|| = ||z — || = R

Antag sa at drejningen er kuglebevarende for en eller anden kugle. Laeseren kan
selv vha et passende koordinatsystem udfylde detaljerne i folgende argument:
En drejning vil fgre midtpunkt i midtpunkt. Centrum er midtpunkt for to
diametralt modsatte punkter. Billedet af to diametralt modsatte punkter er to
diametralt modsatte punkter. Derfor vil centrum vaere et fixpunkt og saledes
ligge pa aksen (med mindre der er tale om den identiske afbildning).

Vi vil derfor omtale maengden af drejninger med en akse gennem begyndelsespunk-
tet som enhedskuglens drejningsgruppe. Se ¥16 for en uddybning.

Qvelse 16:  Drejningsgruppen for geometriske konfigurationer.

Mengder af drejninger som bevarer alle karakteriserende traek ved en geometrisk
konfiguration kaldes drejningsgruppen for denne konfiguration. Ordet gruppe
anvendes fordi der er tale om det matematiske begreb gruppe. Dette spiller
imidlertid ikke nogen rolle i denne sammenhaeng.

Bestem drejningsgruppen for fglgende konfigurationer i rummet:

1) en linje

en plan

en cirkel

en cylinder

akserne i et koordinatsystem

w N

[SAENEEN
T —

Eksempel 17:  FEulervinkler.

Vi lader X, betegne drejningen om z-aksen med drejningsvinkel o og ggr
tilsvarende for de to andre akser. Man kan da vise at enhver drejning kan
skrives pa formen Z,XgZ,, for passende vinkler a, 3, 7.

Disse vinkler er endda entydigt bestemt, nar vi ser bort fra de oplagte fler-
tydigheder som fglge af periodicitet. Helt praecist er der entydighed hvis vi
foreskriver at 0 < o, <2mog 0 < vy < 7.
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Disse vinkler kaldes drejningens Euler-vinkler og er meget anvendt i fysik. Da
ethvert koordinatsystem med samme begyndelsespunkt fremkommer ved en
drejning af et referencesystem kan Euler-vinklerne altsa ogsa bruges til at an-
give de mulige koordinatsystemer. Hvis man bevager et stift legeme vil et
koordinatsystem anbragt med begyndelsespunkt i legemets tyngdepunkt blive
beveeget. Beskrivelsen af dette medfglgende koordinatsystem kan da (har det
vist sig) med fordel foretages ved hjelp af Eulervinklerne.

Denne fremstilling er praktisk da vi har simple formler for drejninger om de
enkelte koordinatakser.

For en given drejning er det ikke helt trivielt at bestemme dens Euler vinkler.
Der findes i de mange referencevaerker opskrifter til beregning af Eulervinklerne.
Selv google forer til rimelige resultater. Prgv bare!

Vi kan opfatte Eulervinklerne som en parametrisering af maengden af drejninger
(med akse gennem begyndelsespunktet). Lidt lgst — bade hvad angar be-
greberne og udsagnet — betyder dette, at denne maengde af drejninger er et
3-dimensionalt kontinuum.

Qvelse 18:  Geodeetiske koordinater for en drejning.

Angiv en parametrisering af enhedskuglens drejningsgruppe ved at benytte at
en drejning er fastlagt af sin orienterede akse og sin drejningsvinkel. Den ori-
enterede akse kan angives ved det punkt pa enhedskuglen hvor aksens positive
del rammer. Dette punkt kan angives ved dets leengde og bredde. Ggr rede for
i hvilket omfang disse parametre bestemmer drejningen entydigt.

Her bliver altsa ligesom i E17 tale om en parametrisering med tre parametre.
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5: Stikordsregister

additionsformel, 20
2D, 7
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2D, 7
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sammensaetning, 19
drejningsakse, 10
drejningsmatricer, 7
drejningsmatrix

2D, 20

ngdvendig betingelse, 17

tilstreekkelig betingelse, 17
drejningsplan, 10
drejningsvinkel
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femkant, 20
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Kontinuitet, 7
koordinatskifte
ved drejning, 11, 14
koordinatsystem
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linearitet
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linezer
2D, 7
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STRUKTURER




Dette er et heefte i en serie med titlen ” Konkrete algebraiske strukturer”, som jeg har skrevet
til algebrakurset (E1) pa matematikuddannelsen ved IMFUFA pa RUC.

Haefterne skal ses i sammenhaeng med en anden serie haefter med titlen ” Abstrakte algebraiske

strukturer”. Disse to serier udggr hver sin kaebe i en knibtang.

Naturligvis ville det veere tomt (og frustrerende) at undervise i abstrakt algebra uden ind-
dragelse af konkrete eksempler og det ville vaere fattigt (og perspektivforladt) kun at gen-

nemga konkrete eksempler uden at inddrage de underliggende abstrakte strukturer.

Pa den anden side er der en vis skgnhed i at fremhzeve den abstrakte karakter ved at isol-
ere den og lade dens top-down karakter fremsta tydeligt som i det forkaetrede forbillede
”Matematikens elementer” af Bourbaki. Starte med de groveste strukturer og efterhanden
tilfgje finere strukturelementer. Alle resultater, som gar igen og igen, formuleres og bevises

en gang for alle.

Ligeledes er der en tilfredsstillelse forbundet med at lade de enkelte konkrete strukturer sta
sa enkelt som muligt, uden overflgdige dikkedarer, das Ding an sich. Og der er forngjelsen

ved at se det essentielt samme argument komme igen og igen i forskellige forkleedninger.

Udover den aestetiske tilfredstillelse ved den rene abstraktion og den rene forngjelse ved
de konkrete detaljer har begge disse perspektiver en stor erkendelsesmazessig betydning og

bidrager til udviklingen af kompetencer som er vaesentlige for matematikere.

Jeg har valgt at fremhaeve de to modsatrettede men samspillende perspektiver ved den
opdeling som de to serier reprasenterer. De enkelte konkrete strukturer er fremstillet i
enkeltstaende fremstillinger uden indbyrdes referencer. Stof som forudsaettes flere steder er
medtaget hvert sted. Men udvalget af detaljer er foretaget pa en sadan made at det bedst

muligt kan levere stof til den abstrakte del.

Den matematiske kerne for de enkelte haefter, uden forbindende tekst og illustrationer, har
foreligget tidligere i mere ra form beregnet pd uddybning ved forelaesning og ikke egnet til
selvstudium, ikke mindst pa grund af utallige trykfejl og tanketorsk, som de studerende med
stor talmodighed har fanget. Dette skylder jeg dem tak for og derfor er haefterne tilegnet alle

tidligere og nuveerende studerende pa E1, som jeg takker for deres medvirken.
Hefterne findes i netudgaver med alle referencer som aktive links og med opdateringer:
http://milne.ruc.dk/~am/algebra

Anders Madsen, november 2006
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1: Prolog

I dette heefte skal du mgde forskellige konkrete eksempler pa algebraiske struk-
turer. Vi taler om en algebraisk struktur, nar vi har en bestemt type objekter
og en eller flere operationer pa denne type objekter, der forer til et objekt af
samme type, samt nogle regneregler for disse operationer.

Det mest oplagte eksempel har som objekter de reelle tal, som operationer de
saedvanlige aritmetiske operationer med de saedvanlige regneregler.

Vi skal i det fglgende se eksempler pa to typer strukturer.

I den ene er objekterne bijektive afbildninger af en maengde ind i sig selv og
der er to operationer, nemlig sammensaetning af to afbildninger og invertering
af en enkelt afbildning.

I den anden er objekterne invertible matricer og operationerne er multiplikation
af to matricer og invertering af en matrix.

Vi skal se eksempler pa relationer mellem forskellige strukturer, nemlig eksem-
pler, hvor der findes en strukturbevarende oversattelse fra en struktur til en
anden, der ggr det muligt at flytte algebraiske opgaver fra den ene struktur til
algebraiske opgaver i den anden. Der vil vaere en opsamling med tydeliggrelse
af den rgde trad i epilogen.

2: Komplekse tal og plangeometri

De komplekse tal kan bruges til geometri. De kan benyttes til en direkte alge-
braisering via komplekse koordinater. Punkter i planen kan direkte repraesenteres
af komplekse tal og geometriske feenomener som afstand og vinkel kan beskrives
ved algebraiske operationer pa komplekse tal. Desuden kan drejninger i planen
beskrives ved afledte feenomener som matricer med komplekse elementer. Ogsa
geometriske faenomener fra rummet kan behandles vha komplekse tal. Men vi
indleder med en behandling af plan geometri.

2.1: Komplekse tal

Grundlaget og forudsetninger

Om de komplekse tal behgver vi kun at vide fglgende:



Algebraiske grundregler:

1) Vi kan foretage de seedvanlige algebraiske operationer, addition, sub-
traktion, multiplikation og division og benytte de seedvanlige regnere-
gler, altsa dem som galder for de reelle tal.

2) Der findes et komplekst tal i som opfylder ligningen i% = 1.

3) Ethvert komplekst tal kan pa entydig made skrives som xz + yi, hvor z
og y er reelle, og kaldes henholdsvis realdel og imagingerdel af tallet.

4) Det konjugerede af z = x + yi, hvor = og y er reelle, er givet ved
zZ=ux— yi.

Geometriske grundregler. Til at formulere disse skal vi benytte de to opera-
tioner modulus |z| og argument arg(z) pa z. Der geelder da at

5) Hvis der er givet et koordinatsystem i planen svarer ethvert punkt
til et bestemt komplekst tal z = = + yi, hvor (z,y) er punktets ko-
ordinatseet. Tallet z kaldes for punktets komplekse koordinat (mht
koordinatsystemet). Hvis det er klart hvilket koordinatsystem der
refereres til vil vi benytte samme betegnelse for et punkt og dets ko-

ordinat.
6) |z| er afstanden mellem z og 0.
7) |z =2z
8) |z122] = |21]|22]
9) arg(z;) er det med fortegn regnede maltal for vinklen mellem x-aksen

og linjen fra 0 til z;.

10) arg(z122) = arg(z1) + arg(z2)

11) Afbildningen z +— z+a er for fast a en parallelforskydning (og vil som
folge deraf) bevare vinkler og afstande.

12) Abildningen z +— az er for fast a # 0 en drejning om 0 med drejn-
ingsvinklen arg(a), regnet med fortegn, efterfulgt af en multiplikation
ud fra 0 med faktoren |a.

Grundregler for eksponentialfunktionen.

13) e®t¥ = e%(cosy + isiny) for reelle z og y.
14) e*1t#2 = ¢*1e*2 for komplekse 21 og 2.

Dette er de grundlaeggende regler som vi benytter i det folgende uden udtrykke-
lig henvisning. Nogle af disse regler er definitioner andre er ssetninger. Lige
hvordan fordelingen kan eller skal vaere pa definitioner og seetninger vil vi ikke
tage op her; denne fordeling kan i gvrigt foretages pa mange mader.



Om de komplekse tals historie vil vi ngjes med at anfere at de blev opfundet i
1500-tallet i Italien i bestraebelser pa at lgse tredjegradsligninger, og at deres
anvendelse i geometri forste gang blev foreslaet af den norske matematiker
Caspar Wessel, som i gvrigt havde sit virke i Kgbenhavn og var ansvarlig for
en geodaetisk opmaling af landet. Hans forslag fik ikke nogen opmaerksomhed
og nogle ar senere fik den store Gauss den samme ide og sa slog den hurtigt
igennem. Gauss var i gvrigt ogsa i perioder optaget af geodaetiske opmalinger.

2.2: Elementaere anvendelser pa geometri

Vi udvider det geometriske arsenal.

Vi tilfgjer et par regler, som vi udleder af grundreglerne:

15) Afstanden mellem z; og 29 er |21 — 29|

16) arg (i—;) = arg(z1) — arg(z2)
17) Vinklen mellem linjen fra a til u og linjen fra a til v betegnes Z(uav)
u—a

og er givet ved arg (

vV—a

Vi kan udlede 15 af 6 ved at benytte 11 som det er skitseret i folgende tegneserie:

u

\/ u-v

0 0

Ved at bruge 10 fas at

z Z1

arg(z1) = arg (z_;) 29 = arg(g) + arg(z2),

hvoraf 16 kan fas ved at flytte rundt pa leddene i ligningen.



Vi kan udlede 17) af 9) ved at forst at benytte 11) (vi benytter translation med
—a) og dernaest 12) (vi dividerer med v — a). Ved begge operationer bevares
vinkler. Argumentationen er illustreret i folgende tegneserie:

u

\Y

T
b
c
I

b

<
|
jab)

Oe
o
o
|_\

Cirkler og dobbeltforhold

Tre punkter i planen vil ligge pa en entydigt bestemt cirkel, hvis de da ikke ligger
pa samme linje. At bestemme en algebraisk betingelse (for eksempel en ligning)
for at et punkt ligger pa denne cirkel er i ssedvanlig analytisk geometri (altsa
seedvanlige reelle koordinater) lidt bgvlet, men kan med kompleks koordinat
gores ganske elegant (og virkningsfuldt). Til dette formal anvendes det sakaldte
dobbeltforhold, som dermed skulle veere tilstraekkeligt motiveret:

1. Definition: Dobbeltforhold

For fire forskellige komplekse tal u,v,xz,y definerer vi dobbeltforholdet som

u—x
df(u,v,x,y)zﬁ.
v—=Y

Her folger sa den bebudede karakterisering

2. Satning: Formel for cirkel

Lad u,v,x € C vere indbyrdes forskellige. Antag at u, v,z bestemmer en cirkel.
Da vil y ligge pa denne cirkel hvis og kun hvis df(u, v, z,y) er reelt.




Beuvis :  For bekvemmeligheds skyld benytter vi U for det punkt som har u som
kompleks koordinat. Tilsvarende benyttes V, X,Y . Ved anvendelse af 17 far vi

at

v—X

Y LUXV = arg <“_$>

Huvis vi yderligere har punktet Y sa
er vinklen ZUY'V givet som

"A LUYV—arg( —y)
)
Forskellen mellem de to vinkler er da

givet ved
LUXV —20YV =
(=) == (=)
arg — arg =
v—2x v—y
u—
arg | —— | = arg(df(u, v, z,y)).

u—y
vy

Vi har at df(u,v,x,y) er reelt netop hvis argumentet er 0 eller w. Og dette
er altsa ensbetydende med at forskellen pa de to vinkler er O eller w, hvilket
er ensbetydende med at'Y ligger pa den cirkel som er bestemt af de U;V; X.
Dette er illustreret pa tegningen, hvoraf man finder:

L(UYV)=ZUXV), ZUWV)=—-LUXV)+r
LUYSV) = LUXV) 47, LUY3V)=—-LUXV).

Disse relationer mellem vinklerne kan findes ved at benytte at en periferivinkel
maler halvdelen af den bue den spender over. Detaljerne overlades til leseren

3. Saetning: Formel for linje

Lad u,v,z € C vere indbyrdes forskellige. Antag at w,v,x ligger pa samme
linje. Da vil y ogsa ligge pa denne linje hvis og kun hvis df(u,v,x,y) er reelt.




Bevis :  Det er ukompliceret at lave et bevis ved at modificere beviset for den
tilsvarende setning for cirkler. Sa det overlades til dig, kere leser

Cirkel i udvidet forstand

Der gelder altsa ensartede regler for cirkler og linjer og det skal meget hurtigt
vise sig hensigtsmeessigt i det hele taget at opfatte cirkler og linjer som en
samlet klasse. Derfor fglgende

4. Definition: Cirkel i udvidet forstand

Ved en cirkel i udvidet forstand forstas en cirkel eller en ret linje. Vi vil ofte
ngjes med at tale om en cirkel, nar vi egentlig mener cirkel i udvidet forstand.

Lad os se et eksempel pa nytten af at arbejde med cirkler i udvidet forstand.
Vi skal ikke bruge resultatet, sa vi ngjes med fglgende

5. Bemaerkning : Karakterisering af cirklens indre og ydre

Resultaterne ovenfor om karakterisering af cirkler (i udvidet forstand) kan ud-
vides til at karakterisere de to omrader som cirklen deler planen i. Lad C
betegne cirklen; den deler resten af planen i to omrader. Det af omraderne
som ligger til hgjre for cirklen, nar vi passerer punkterne i rekkefolgen u, x,v,
kalder vi O, det andet O_. Da er

C ={y: Im(df(u,v,z,y)) = 0}
Oy = {y : Im(df(u, v, z,y)) > 0}
O_ ={y : Im(df(u,v,z,y)) < 0}

2.3: Homografiske transformationer

Motivation for at indfore homografier

De simpleste algebraiske afbildninger af den komplekse plan ind i sig selv er
forstegradspolynomier, altsa afbildninger f af formen f(z) = az+b, ogsa kaldet
affine afbildninger eller (lidt lgsagtigt) linezre afbildninger. Her er a og b
komplekse konstanter. Ved hjelp af de to grundregler 11 og 12 ses at der er
tale om en drejning forst efterfulgt af en multiplikation med centrum i 0 og
dernaest af en translation, de simpleste geometriske afbildninger.

Disse afbildninger er specialtilfzelde af generelle polynomier, som fremkommer
ved at vi tillader vilkarlig gentagelse af addition og multiplikation. Hvis vi
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ogsa inddrager division far vi en endnu stgrre klasse af afbildninger hvor funk-
tionen kan skrives som en brgk med polynomier i teeller og neevner. Hvis vi
ngjes med kvotienter, hvor bade teller og naevner er fgrstegradspolynomier
far vi en specielt interessant klasse, som vi skal studere i det folgende. Et
medlem af denne klasse kaldes en homografisk transformation, eller kort en
homografi. Denne klasse spiller en afggrende rolle i mange forskellige omrader
af matematikken og en homografi har mange andre betegnelser: Mobius trans-
formation (opkaldt efter Mobius), bruden lineer funktion (altsa en brgk med
linezere funktioner i teeller og neevner), pa engelsk: linear fractional transfor-
mation. Homografier har stor betydning i ikke-Fuklidisk geometri, hvilket vi
lige vil strejfe laengere fremme.

Definitioner og konventioner

6. Definition: Homografisk transformation

a b
=0 a)
veere en invertibel matriz med komplekse tal som elementer. Vi definerer da en
afbildning h o ved forskriften

Lad

az+b
cz+d

hA(Z) =

og defineret for de komplekse tal for hvilke forskriften giver mening.

Vi kalder den for den af A bestemte homografiske transformation (i snaver
forstand).

7. Bemeaerkning : Mange matricer giver samme funktion

To matricer som er proportionale giver anledning til samme homografiske trans-
formation.

Det viser sig meget ubekvemt at skulle holde styr pa definitionsmaengderne
for homografier, iseer nar man gnsker at studere sammensatninger af sadanne.
Problemet er naturligvis at vi skal undga division med 0. Den overraskende
lgsning pa dette problem bestar i at tillade denne division ved at indfgre et
nyt tal co, og udvide regneoperationerne til (delvis) at omfatte oco. Dette vil vi
ggre pa en systematisk og gennemtaenkt made, og I behgver ikke lade jer kue af

10



jeres indbyggede ubehagelige fornemmelser, der siger at det hverken kan eller
ma man.

8. Definition: Den udvidede komplekse talplan

Vi tilfojer elementet oo til de komplekse tal og kalder den udvidede mangde

for C*. Vi udvider de algebraiske operationer til at omfatte oo ved at sette

a+ 0o = oo for alle a og aco = oo for a # 0. Desuden settes = = 0 for alle

a # 00

Vi kan bemaerke at disse udvidelser daeekker de oplagte tilfeelde. Vi definerer
hverken 22,0-co eller %. Med disse definitioner kan vi opretholde de ssedvanlige
regler for regning der involverer de fire elementaere regneoperationer. Vi vil
affinde os med denne ikke helt skarpe formulering og undlade at eftervise den.

Med denne udvidelse af talomradet kan vi udvide enhver homografisk trans-
formation i snaever forstand til at veere defineret i hele C*. Hvis funktion-
sudtrykket ikke umiddelbart giver mening i forhold til de udvidede operationer,
sa kan man benytte det ackvivalente udtryk

a—+ —
ha(z) = —=

d
c+ —
z

Det vil nemlig veere sadan at mindst et af de to udtryk har mening, og at de
giver samme resultat hvis de begge har mening.

F.eks fas at

ad
d T +b
hal—~)=—+—=
A ( C) 0 00,
da teelleren ikke er 0 (begrundelsen er overladt til den kaere leeser.), og
b
a+— 4
hA(OO) = 0.9 = —,
d ¢
c+ —
00

hvis ¢ # 0.

Den saledes udvidede homografiske transformation kalder vi en homografisk
transformation i udvidet forstand. Hvis vi blot taler om en homografisk trans-
formation er det den udvidede vi refererer til. E1 02
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9. Bemaerkning : Udvidelse af definition af dobbeltforhold

Dobbeltforhold udvides til det tilfelde, hvor et af de fire tal er co. Dette sker
ved at de to tellere eller nevnere, hvor oo forekommer, erstattes med tallet 1.
E3

Beskrivelse af homografier vha dobbeltforhold

Det ultimative mal er at vise at homografier bevarer cirkler. Vi vil na frem
til dette gennem en kaede af raesonnementer, hvor vi forst karakteriserer ho-
mografier som afbildninger som bevarer dobbeltforholdet og kombinerer dette
med en karakterisering af cirkler vha dobbeltforholdet.

10. Saetning: Homografier bevarer dobbeltforholdet

Huvis h er en homografi, da er

df(f (u), f(v), f(2), f(y)) = df(u, v, 2, y).

Bevis :  Det er ukompliceret at bevise dette for simple homografier af type-

rne z + a,az, —. Derefter bemarkes at enhver homografi kan opnas som sam-
z

mensetning af disse simple typer. Sluttelig benyttes at dobbeltforholdsbevarelse
bevares ved sammensetning. D4 05

11. Saetning: Tre vaerdier er nok

Antag at f bevarer dobbeltforholdet og lad tre forskellige elementer a,b,c i C*.
veere givet og lad o', b, ¢ betegne deres billeder. Da er f entydigt bestemt heraf

Bevis :  Lad x vere et vilkarligt element i C*; vi vil vise at ' = f(x) er
bestemt alene af a,a’,b,b',c,c’. Men vi har jo at

df(x,a,b,c) = df(a’,d’, b, ).
Dette betyder per definition at
x—b o=V

a—b __ad -V
r—cC x -

a — C a/_c/

12



som kan omskrives til
(@' =)z —b)a—c)(a =)= (z' =) (x—c)la—0)(a - ).

Idet vi seetter p = (x

_( /)( c)(a'=b") ogq=(x—c)(a—0b)(a' =) er ligningen
ensbetydende med at

—d)p= (¢ =b)g.

Hvis p = q har denne ligning netop lgsningen x' = oco. I modsat fald er der
tale om en forstegradsligning (p — q)x’ = pc’ — qb' i x' som ogsa netop har en
lgsning.

Det var det vi ville bevise. Vi bemeerker dog lige af hensyn til det folgende at
2’ kan skrives eksplicit som

= p o — q b,

pP—4q p—4q

Vi har hermed overstaet forberedelserne til fglgende hovedresultat

12. Saetning: Homografisk = dobbeltforholdsbevarende

En afbildning som bevarer dobbeltforholdet er en homografi

Bevis : Lad f vaere dobbeltforholdsbevarende. Velg tre punkter a,b,c og st
a = f(a),t/ = f(b),c = f(c). Da vil f i folge beviset for S11 vere givet ved

P _ (z = b)(a —c)(a" = V)
p—q (z=bla—c)(a =V)=(z—c)a=b)a—¢)

Ved at benytte dette udtryk og et tilsvarende for det andet led ses at f er en
homografi.

13. Seetning: Tre veerdier er nok (for en homografi)

Lad x,y,z og u,v,w vere to set af indbyrdes forskellige komplekse tal. Der
findes da netop en homografi h for hvilken h(x) = u, h(y) = v, h(z) =

13



Bevis :  Da en homografi er dobbeltforholdsbevarende sa folger dette resultat
som et korollar af S11, om dobbeltforholdsbevarende afbildninger,

E6

14. Seetning: Sammenssetning og invertering af homografier

Der geelder at

hAOhB:hAB, h;thA—l.

Bevis : Vi bemeerker forst at det er klart at sammensetning af funktioner
som bevarer dobbeltforholdet forer til funktioner af samme type. Pa grund af
S12 geelder det tilsvarende for homografier.

Formlen for sammensaetningen ses direkte ved udregning af begge sider for
sadanne verdier som ikke giver anledning til undtagelser: Lad

f) =B =t
Da er
flg(x)) = CLI% +b _alpz+q) +b(rz+s) _ (ap+br)z+ (ag + bs)
c%ﬂ, +d clpz+q) +drz+s) (ep+dr)z+ (cq+ ds)
09

a b p q\ _[ap+br aq+bs
c d r s) \ep+dr cq+ds

De to afbildninger pa begge sider af lighedstegnet er derfor homografier som
stemmer overens i (langt mere end) tre punkter og er derfor identiske.

Resultatet om inversdannelse folger af at den identiske afbildning svarer til
enhedsmatricen, hvilket ses ved inspektion.

Vi har nu afklaret forholdet mellem homografier og dobbeltforholdsbevarende
afbildninger. Vi gar herefter over til at beskrive homografiers forhold til cirkler,
som vi allerede har karakteriseret vha dobbeltforhold.

Homografiers forhold til cirkler
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Homografiske transformationer harmonerer fint med cirkler. For at give en
sxrlig elegant og afrundet fremstilling af dette er det formalstjenligt at opfatte
rette linjer som cirkler der gar gennem oco.

15. Seetning: Homografier er cirkelbevarende

Billedet ved en homografi af en cirkel er en cirkel. Billederne af de to omrader
som en cirkel deler planen i er de to omrader som billedcirklen deler planen 1.

Bevis :  Hvis u,v,x,y ligger pa en cirkel da er df(u,v,z,y) reelt. Da homo-
grafien h bevarer dobbeltforhold er ogsa df(f(u), f(v), f(x), f(y)) reelt hvilket
igen indeberer at punkterne f(u), f(v), f(x), f(y) ligger pa en cirkel.

Resten folger af at de nevnte omrader svarer til fortegnet af imaginerdelen af
dobbeltforholdet og at dobbeltforholdet bevares. Benyt bemerkningen der star
lige efter D 4.

=
X

R
/N

A
N
AN

Figur 1. Virkningen af homografien T pa cirkler. De cirkler som er
z

trukket kraftigst op i en af rammerne, er billederne af de cirkler, som er trukket
kraftigst op i rammen til venstre for den. (Den yderst til hgjre anses for at vere
til venstre for den yderst til venstre). Cirkler med samme gratone svarer til hi-
nanden

07 08

2.4: Ikke-Euklidisk geometri

Parallelaksiomet

Den s&dvanlige plane geometri kaldes den Euklidiske geomtri, opkaldt efter
Euklid, som levede i det antikke Graekenland og gav en sammenfatning bygget
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op om nogle fa aksiomer om de mulige relationer (”sksere”,”ligge pa”,” ga gen-
nem”) mellem linjer og punkter.

Et af disse aksiomer er parallelaksiomet, som lidt lgst formuleret siger at der
til en given linje og et givet punkt uden for den givne linje netop findes en linje
gennem punktet og parallel linjen, idet to linjer anses for at veere parallelle hvis
de ikke skaerer hinanden i noget punkt.

Dette aksiom forekom at vaere af en anden karakter end de gvrige; igennem to
tusind ar var der store bestraebelser pa at vise at parallelaksiomet er en saetning,
som kan bevises pa grundlag af de resterende aksiomer. Disse bestraebelser fik
en overraskende ende da det vistes, at det er muligt at konstruere en geometri,
hvor de gvrige aksiomer gaelder, men ikke parallelaksiomet.

En made at konstruere en sadan model pa benytter homografiske transfor-
mationer. Den hedder Poincares model for den ikke-Euklidiske geometri. Vi
forspger en praecisering:

16. Definition: Ikke-Euklidisk geometri

Lad H betegne meaengden af punkter som ligger over x-aksen. Dens elementer
kaldes for punkterne i den ikke-Euklidiske geometri. Enhver halvcirkelbue som
har centrum pa x-aksen og ligger helt i H kaldes en ikke-Euklidisk linje. Det
samme geelder en halvlinje som er vinkelret pa x-aksen. Det er oplagt hvad der
skal forstas ved at punkt ligger pa linje og at linje skerer linge.

Vi vil ikke give en egentlig indfgring i ikke-Euklidisk matematik, men ngjes
med nogle uformelle antydninger. Det er nemt at se at parallelaksiomet ikke
geelder. Pa figur Figur 2 ses den (ikke-Euklidiske ) linje [ (sort) og punktet P.
De to linjer m (rgd) og n (bla) ses at veere parallelle med [ og ga gennem P.
Du kan selv overbevise sig om at der er uendelig mange ikke-Euklidisk linjer
med denne egenskab, maske endda angive en karakteristisk egenskab for dem.

m P n
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Figur 2. Gennem punktet P gar der mange paralleller til linjen l. De bla
punkter ligger (ikke-Euklidisk ) ekvidistant

Den szedvanlige geometri handler ogsa om maling af leengder og vinkler. Grund-
laeggende bygger dette pa at man kan udnaevne et enkelt linjestykke til at veere
en malestok, som kan flyttes rundt. Derfor henger flytning og maling ngje
sammen. En flytning er (i moderne forstand) en afbildning af planen pa sig
selv. med den egenskab at afstanden mellem billederne af to punkter er den
samme som afstanden mellem punkterne selv. F.eks. parallelforskydninger.
Og drejninger. Et af Euklids aksiomer siger da ogsa at to radier i samme cirkel
er lige lange.

I 1872 revolutionerede Felixz Klein geometrien ved at tage udgangspunkt i flyt-
ningerne. Flytningerne er det fundamentale som er givet pa forhand, og resten
af geometrien, herunder maling, defineres ud fra dem. Dette giver anledning
til flere nye typer geometri.

Den sakaldt elliptiske geometri udspiller sig pa en kugleoverflade, linjerne er
storcirkler og flytningerne er de drejninger som drejer kuglen over i sig selv.
Afstanden mellem to punkter er leengden af den korteste bue mellem dem pa
den storcirkel. I denne geometri findes slet ikke parallelle linjer.

Lad os nu vende tilbage til Poincarés udgave af den ikke-Euklidiske geometri,
en sakaldt hyperbolsk geometri for at se hvad der er flytninger her. Vi forventer
naturligvis at en flytning skal fore en linje (i denne geometri) over i en af samme
type. Da de ikke-Euklidiske linjer er ssedvanlige cirkler behgver det ikke at
komme som en overraskelse at en flytning er en homografisk transformation.
Ikke alle homografier er imidlertid flytninger. Man ma kreseve at homografien
afbilder den ikke-Euklidiske plan over i sig selv. Det kan vises at dette netop
svarer til de homografier som kan skrives udelukkende med reelle koefficienter.

Det tilhgrende afstandsbegreb er mindre intuitivt. De to punkter x + iy; og
T + iy2 pa samme lodrette linje har afstanden |log(y2/y1)]|.

Lad os se at dette ikke er helt sa skgrt. Vi betragter punkterne z, = x +
iYn)sYn < Ynt+1 pa samme lodrette linje og antager at de ligger asekvidistant.
Dette betyder at log(yn+1/yn) = 10g(yn/yn—1) 0g ved fortsat anvendelse fas at

Ynil _ Yo _

=k

Yn Yn—1 n

og derfor
Yn+1 = kyn = kzyn—l = knyl-
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Punkternes indbyrdes euklidiske afstand til det fgrste punkt ligger derfor som
tallene i en kvotientrackke i modsaetning til afstandene i den saedvanlige ge-
ometri, der giver en differensrackke. Se Figur 2 E9
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3: Komplekse tal og rumgeometri

3.1: Stereografisk projektion

Vi vil repraesentere drejninger ved homografier

Vi vil studere den afbildning af en kugle (minus et enkelt punkt) pa en plan
som kaldes stereografisk projektion. Denne afbildning er kendt i kartografien
som en made at lave kort med, og benyttes iseer til mange typer sgkort og
til kort over polomraderne. Ved hjzlp af denne afbildning kan vi overfgre
studiet af matematiske feenomener pa en kugle til faenomener i planen. Vi
vil benytte dette til at studere drejninger rummet, da disse pa oplagt made
er bestemt ved deres virkning pa en kugle med centrum pa aksen. Nar vi
yderligere opfatter planen som de komplekse tal vil drejningerne komme til at
svare til homografiske transformationer. Derved kan regninger med drejninger
repraesenteres ved regninger med homografier og disse kan jo igen foretages ved
regning med komplekse matricer.

Vi indleder fremstillingen med nogle geometriske betragtninger, som skal tjene
som uformel baggrund for den egentlige fremstilling, som vil veere rent alge-
braisk.

Centralprojektion

Den stereografiske projektion er et specialtilfaclde af den sakaldte centralprojek-
tion. Til en sadan skal der veere givet en plan «, kaldet projektionsplanen og et
punkt C', kaldet centrum for projektionen. For et vilkarligt punkt P i rummet
betragtes linjen gennem P og C. Hvis denne linje skeerer «v i punktet P’ siger vi
at P’ er fremkommet ved projektion P pa « ud fra C. De punkter, som ligger i
en plan gennem C| parallel med «, har ikke nogen projektion, mens alle andre
netop har en projektion. Ethvert punkt i a er projektion af uendelig mange
punkter. Man kan ggre dette anskueligt ved at taenke pa projektionsplanen,a,
som en tegneplan og projektionscentret som ”det” punkt, hvor tegnerens gje
er placeret.
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Figur 3. Til venstre projektionen af tre punkter pa to forskellige parallelle
planer. Til hgjre projektionen af en trekant. Det ses at de to projektioner er
ligedannede, den ene er en forstgrrelse af den anden.

Projektionen pa en anden plan (3, som er parallel med den givne «, kan nemt
beregnes ud fra projektionen pa «. Lad os for simpelheds skyld taenke os et
koordinatsystem i hver plan, saledes at akserne i « projiceres i akserne i f3.
Da vil koordnatsaettet for projektionen pa [ fremga af koordinatsaettet for
projektionen pa « ved multiplikation med en bestemt faktor. Det vil sige at
billedet i den ene tegneplan er en forstgrrelse af billedet i en anden, hvis de
to tegneplaner er parallelle. Det spiller altsa ikke den store rolle hvilken af
indbyrdes parallelle planer vi veelger som projektionsplan.

Stereografisk projektion som instans af centralprojektion

Hvis vi ngjes med at betragte punkter der ligger pa en kugleoverflade S og vi
antager at C' ligger pa kugleoverfladen, sa vil ethvert punkt pa S, bortset fra C'
svare til netop en projektion og ethvert punkt i «, vil veere projektion af netop
et punkt. Lad os yderligere antage at planen er vinkelret pa den akse for .S som
gar gennem C. (Ved en akse for en kugleoverflade forstas en linje gennem cen-
trum.)Det er denne afbildning af kuglen, pangr projektionspunktet, pa planen
som kaldes stereografisk projektion. Man far den bekvemmeste illustration,
hvis man benytter tangentplanen til modpolen af C' som projektionsplan. Man
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far de bekvemmeste regninger hvis man benytter den hermed parallelle plan
gennem centrum.

For en given kugle kan vi veelge et koordinatsystem, saledes at den er enhed-
skuglen heri. Med disse uformelle betragtninger er vi forberedt pa folgende
definitioner, som er rent algebraisk og uathaengig af de gjorte betragtninger:

Formelle definitioner af stereografisk projektion

17. Definition: Den to-dimensionale kugleoverflade

Med S?, udtalt s to, menes den to-dimesionale sfere, hvilket er det samme som
enhedskugleoverfladen i R3, altsd maengden

{(z,y,2) : 22 +y2 + 22 = 1}.

Punktet N = (0,0,1) kaldes nordpolen, S = (0,0,—1) sydpolen. Koordi-
natplanet udspendt af r-akse og y-akse kaldes wkvatorplanet og dets skaring
med S? kaldes @kvator. Pd lignende mdde defineres x-meridianplanet som det
plan som udspendes af x- og z-akse. Dette plans skering med S? kaldes x-
meridianen. Tilsvarende defineres med y 1 stedet for x.

18. Bemaerkning : Hvorfor 2

Tallet 2 er valgt fordi kugleoverfladen 7i sig selv” er todimensional, selvom den
befinder sig i et tredimensionalt rum

Figur 4. Stereografisk projektion, set i to perspektiver. Punkt P pa sferen
projiceres i punktet P’ i ekvatorplanet. N er nordpolen, som der projiceres fra

19. Seetning: Forberedelse til definition af stereografisk projektion

21



For ethvert punkt P pa S? forskelligt fra nordpolen vil linjen gennem P og
nordpolen skere @kvatorplanet i netop et punkt P'. Hvis P = (z,y,z) da er

0).
. (z,y,0)

Ethvert punkt P' = (u,v,0) i @kvatorplanet vil vere skeringspunkt svarende
til netop et punkt P pd S? nemlig

1 2 2

Beuvis : Linien fra nordpolen gennem P har parameterfremstillingen
t— (u,v,w) =(0,0,1) +t((z,y,2) — (0,0, 1)),

og nar denne kombineres med ligningen w = 0 fas den angivne lgsning. Heri
benyttes at 1 — z > 0.

Hvis P' = (u,v) er givet som projektion af P = (x,y,z) ma (x,y,z) opfylde
betingelserne i den forste rekke af folgende kede af udsagn. Det ses at de
enkelte rekker er indbyrdes ekvivalente, og den sidste rakke indeholder netop
betingelsen i setningen:

=2 o= Pl £

1-=2 1—-=2

r=u(l—2), y=ov{l-2), 2°+y*=1-2% 1-2#0;
r=u(l—2), y=v(l—-2), @WH+0H1-2)2=1-2> 1-2+#0;

r=u(l—2), y=v(l-2), @WH+H1-2)=14+2 1—2#0;

u

2 2
u+ve—1 2
x=u(l —2), =v(l—2), 2=—""—, 1l—2=— "+
(1=2), y=v(l-2) u 42+ 1 u +v2 + 1
2u 2v w2 +0v2—1
r=—5—" Y=-—m RF=-—F—F5".
w2 +0v%2 41 w2 +0v2 41 u? +v2 41

20. Definition: Stereografisk projektion

Punktet P’ kaldes den. stereografiske projektion af punktet P
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Stereografisk projektion er interessant fordi den bevarer to vigtige geometriske
egenskaber. Den er cirkelbevarende og vinkelbevarende. Dette er nasten sa
godt som man kan fa det, nar det hedeste gnske, en afstandsbevarende projek-

tion er en uopfyldelig drgm. Hvorfor den er uopfyldelig kommer vi ikke ind pa
her.

Vi ngjes med at formulere

21. Satning: Stereografisk projektion er cirkelbevarende

Den stereografiske projektion af en cirkel pa sferen er en cirkel (i udvidet for-
stand) i ekvatorplanet.

idet beviset overlades til leeseren som 10
Stereografisk billede af requlere polyedre
Stereografisk projektion er velegnet til at lave billeder af strukturer pa en kugle.

Forst anbringer vi et vist legeme, saledes at det har enhedskuglen som sin
omskrevne kugle, hvilket vil sige at hjgrnerne ligger pa kugleoverfladen.

Dernzest projiceres kanterne op pa kugleoverfladen ud fra centrum. Forestil dig
at kuglen er mat og gennemsigtig, at legemet er et tradnet af dets kanter og
at en lampe er anbragt i centrum. Traek skyggerne pa kuglen op med en bred
tuschpen.

Endelig projicerer vi sa det billede, som pa denne made er dannet pa kuglen,
ned pa tangentplanet i sydpolen med en stereografisk projektion. Her skal man
forestille sig en lampe anbragt i nordpolen som kaster en skygge pa tangent-
planen.

Den derved fremkomne figur viser sig efter lidt tilveenning at vaere bekvem at
arbejde med, nar man gnsker at fa overblik over hvordan drejningerne virker
pa sider, kanter og hjgrner. Pa Figur 5 ses netbillederne pa kugleoverfladen
og i tangentplanet for en terning, som er anbragt pa forskellige mader, nemlig
med henholdsvis et sidemidtpunkt, et kantmidtpunkt og et hjgrne i nordpolen.
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Figur 5. Netbillede af en terning ved centralprojektion (overste rekke) af dette
billedes stereografiske projektion (nederste rakke). Nordpolen, hvor projektion-
splanet rgrer, er anbragt henholdsvis i centrum af en side, midtpunktet af en
kant og 1 et hjorne. Det associerede oktaeder optrader med en spag streg.

3.2: Stereografisk projektion i komplekse koordinater

De komplekse tal kommer ind pa scenen

22. Definition: Stereografisk projektion pa den komplekse plan

Vi benytter ogsd betegnelsen stereografisk projektion for den afbildning af S? ind
i C*,som til et punkt forskelligt fra nordpolen knytter u + iv, hvor (u,v,0) er
den stereografiske projektion af punktet, og som til nordpolen knytter oo. Der
er simpelt hen tale om at identificere ekvatorplanet med C.

Den stereografiske projektion giver anledning til en bijektion mellem kugleover-
fladen og den udvidede komplekse plan. Dette giver mulighed for at benytte
planen som et kort over kugleoverfladen.
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Det er imidlertid ogsa nyttigt at teenke pa kugleoverfladen som en billede af
den komplekse plan. Nar vi teenker pa kuglen pa denne made taler vi om den
som Riemann-kuglen.

23. Definition: Riemann kuglen

Ved Riemann kuglen forstdis S? udstyret med al den struktur vi har pa C* fort
over fra C* wved hjeelp af invers stereografisk projektion.

Vi far ikke brug for topologiske betragtninger her, men vi kan tilfgje at man
sedvanliquis ogsd forsyner Riemann kuglen med den topologi som S? har i forve-
jen fra den naturlige metrik, storcirkelbuelengden, eller delrumsmetrikken fra
den sedvanlige metrik pa rummet.

Dette er interessant fordi man pa denne made far C* udstyret med en topologi
ved at tilbagefore metrikken pd S? til C* ved stereografisk projektion.

24. Saetning: Geografi pa Riemann kuglen

Ved stereografisk projektion vil Akvator svare til enhedscirklen, den sydlige
halvkugle til det indre af enhedscirklen og den nordlige til det ydre. Syd-
polen er 0 og nordpolen er oo. Huis vi angiver meridianerne ved sedvanlig
geografisk lengde med lengden malt pa @kvator imod uret og med (1,0,0) som
en slags Greenwich, altsa udgangspunkt for vinkelmalingen, sa vil x-aksen svare
til 0-meridianen mens y-aksen svarer til 90 graders meridianen. De to koordi-
natakser mgder hinanden ¢ 0 og © 0o.De gvrige meridianer vil svare til de rette
linjer gennem 0.

Vi vil nu beskrive drejninger som fgrer sfaeren, S?, over i sig selv ved hjaelp af
afbildninger, som fgrer C* over i sig selv. Jeg vil allerede nu glaede laeseren med
udsigten til at det kommer til at dreje sig om homografiske transformationer.
Vi vil begynde med at indfgre lidt til dette formal bekvem terminologi.

De komplekse tal til rumbeskrivelse

25. Definition: Halvkomplekse koordinater i rummet

For et punkt (u,v,h) i rummet vil vi kalde talsettet (u + iv,h) for punktets
halvkomplekse koordinatset. Vi vil kalde uw+ iv for dets plankoordinat og h for
dets hajde.

26. Satning: Stereografisk projektion i halvkomplekse koordinater
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Den stereografiske projektion S og dens inverse S™1 er i halvkomplekse koordi-
nater givet ved formlerne

W I 2z |z]? -1
S(wah)_l_hv S (Z)_<|Z|2+17|Z|2—|—1

Beuvis :  Folger ved anvendelse af de tidligere formler S19 for stereografisk pro-
jektion i sedvanlige koordinater kombineret med definitionen af halvkomplekse
koordinater.

3.3: Stereografisk konjugerede afbildninger

Ordet konjugeret benyttes mange steder i matematikken om en relation mellem
to objekter som er seerlig teet knyttet til hinanden, danner par, pa nogle sprog
endda betyder at de er gift. Vi skal indfgre en sadan pardannelse mellem en
afbildning af kuglen ind i sig selv og en afbildning af planen ind i sig selv:

27. Definition: Stereografisk konjugerede afbildninger

Vi siger om et par f,g af afbildninger f : S*> — S?, g : C* — C* at de er
stereografisk konjugerede med hinanden hvis folgende ensbetydende betingelser
er opfyldt

f=5"ogoS, g=SofoS' Sof=goS.

28. Satning: Betingelser for konjugering

Til enhver afbildning f : S® — S? findes der netop en afbildning g : C* — C*
som den er konjugeret med. Denne afbildning kalder vi f.

Tilsvarende findes til enhver afbildning g : C* — C* netop en afbildning f :
S? — S? som den er konjugeret med. Denne afbildning kalder vi g.

Der gelder at afbildningen f — ]?er en bijektiv afbildning af maengden F(S?,S?)

pa mengden F(C*,C*). Her betegner F (X, X) maengden af afbildninger af en
mengde X ind i sig.

Afbildningerne f +— f 0g g — g er hinandens inverse og f: f-

Forholdene er illustreret i folgende kommutative diagram:
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29. Bemarkning : Minder om formlen for koordinater i vektorrum

Der gelder lignende formler, nar S er koordinatafbildning af et vektorrum ind
1 R™ og f er en lineer afbildning. Da er den konjugerede f udtrykket for f 1
koordinater. Det er da ogsa ret oplagt at definere et helt generelt konjugerings-
begreb, hvoraf de to her betragtede er specialtilfelde.

30. Satning: Konjugering respekterer sammensaetning

For f, f1, fo € F(S?,S?) med invertibel f har vi at

— ~

fiofo=fiofs, fl=f"

Bevis : Owverlades til leseren.

Vi tager en seetning som tjener som et simpelt eksempel pa konjugering, men
som ogsa straks skal bruges.

31. Satning: Konjugering af modpolsafbildningen

Huvis f er afbildningen der til x knytter det diametralt modsatte punkt —x, da
er f(z) = =
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Bevis : Vi regner bare lgs:

_ B 2z |22 =1\ _ 2z 2|2 =1
s = (1 (g 1)) =5 e fee)

2z 2z
z2+1 [P+l 2z oz 1
1L—|z2 222 |22 2z oz

RS

Efter denne introduktion til hvordan man kan behandle afbildninger i rummet
ved hjeelp af afbildninger i planen via stereografisk konjugering, er vi sa klar
til det resultat, som jeg har stilet efter og som er hovedpointen i dette heefte
om homografier.

3.4: Stereografisk konjugering af drejning i rummet

Drejninger er konjugerede med homografier

32. Satning: Drejninger er konjugerede med homografier

Enhver drejning D aof kuglen er stereografisk konjugeret med en homografisk
transformation. Hvis den positive del af aksen for D gdar gennem punktet x =
(w,h) = (u+iv, h) og drejningsvinklen er ¢ da er en matrix A for D givet ved

Az(_aB g), azcosg—kz’hsing, ﬁ:iwsing.

For denne matriz geelder at det A =1

Bevis : Vi wvil ikke vise formlen i sin helhed, da det bygger pa avancerede
metoder som vil fore for vidt her.

Vi ngjes da med at bevise det specialtilfelde hvor drejningsaksen er hovedaksen,
hvorved menes linjen gennem nordpol og sydpol. Det er ret oplagt at denne
drejning i halvkomplekse koordinater er givet ved formlen D(w,h) = (e*w,h)
og det er ikke vanskeligt at beregne at ﬁ(z) = ez, hwvilket jo oplagt er en
homografisk transformation.

Vi vil sa wvise at vi ogsa kommer til dette resultat ved at benytte formlen 1
setningen. Aksepunktet kan velges som nordpolen, (0,0, 1), hvilket giver
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Denne matrixz far ved multiplikation med e’%Aen form, hvoraf det nemt ses at

den svarer til den allerede fundne formel for D.

Drejninger om koordinatakserne

Det er nyttigt at se formlen i brug i nogle simple og velkendte drejninger, taget
fra terningens drejningsgruppe. Dette er gjort i en raekke eksempler E11 (90°
om z-aksen), E12 (90° om z-aksen), E13 (90° om y-aksen), E14 (120° om
(r = y = z)-aksen).

Fidusen med denne seetning er at man kan flytte opgaver der handler om sam-
mensatning af drejninger i rummet til opgaver der vedrgrer multiplikation af
matricer. Man skal naturligvis kunne flytte resultaterne om matricerne tilbage
til at veere resultater om drejningerne. Man skal altsa for (visse) matricer
kunne bestemme hvilken drejning den hidrgrer fra.

Hvad der kan lade sig ggre er indholdet i naeste seetning. Inden vi formulerer
den, er det praktisk med en

33. Definition: U-matrix

Antag at A er en matrix af formen

(> b
= (5 a):

og opfylder betingelsen det A = 1. Da siger vi at A er en U-matrix

Betegnelsen U-matrix er ikke geengs. Du vil sandsynligvis stgde pa denne type
matricer andetsteds, da de er vigtige i den linezere algebra, hvor de kendes som
unitere matricer. Det spiller ingen rolle i vores sammenhaeng.

34. Saetning: Metode til at finde den konjugerede drejning

Antag at A i D33 er en U-matrixz. Da findes en drejning som er stereografisk
konjugeret med den homografi, som har A som matriz.

Hvis o = 41 er A = +F hvor E er enhedsmatricen. Ellers kan en kombination
af drejningsvinkel ¢ og et punkt, (w,h), pa enhedskuglen til bestemmelse af
aksen findes ved at udfore folgende trin:

1) Skriva=a+ib

2) Bestem en lgsning ¢ til cos (%) =a
8) Bestem en losning h til hsin (%) =b
4) Bestem en lgsning w til § = iw sin (%)



Beuvis : Vi bemeerker forst at

1 =detA=aa+38=|al*+ |3

Vi bemeerker dernest at algoritmen altid kan udfores: Vi bemeerker at da o #
+1 er ogsa a # +1.

Ligningen 1 trin 2 er en elementer trigonometrisk ligning, og resultatet ¢ kan
indseettes i ligningerne i trin 3 og 4, som herefter er simple lineere ligninger 4
h og w, idet sin (£) # 0.

Vi skal bevise at (w,h) ligger pa enhedscirklen. Vi omdanner ligningen
1 =det A = |a]* + |8|* = cos? (g) + h?sin? (g) + |w|? sin? (g)
til
(h? + |w|?) sin® (g) =1 — cos? (g) = sin? (%) ,

hvoraf pastanden h? + |w|? = 1 kan udledes.
Lad os resumere situationen.

Til enhver drejning kan vi konstruere en entydigt bestemt homografi, nemlig
den stereografisk konjugerede. Men det er ikke enhver homografi som kan fas pa
denne facon. Dem, som kan, kalder vi lige et gjeblik for drejningshomografier.

Vi har en opskrift pa hvordan vi finder en U-matrix for en drejning,S32, og en
opskrift pa hvordan vi finder en drejning som svarer til en give U-matrix S34.

Det kan give en vis frihed ikke kun at skulle arbejde med U-matricer. Derfor er
det nyttigt at vide, hvornar en matrix svarer til en drejning, og hvordan man
i sa fald kan finde den.

Lad os (til lejligheden) sige at to matricer er homografisckvivalente, hvis de
bestemmer den samme homografi. Det ses hurtigt, og vi har allerede tidligere
bemaerket, at proportionale matricer er homografizekivalente. Det giver en vis
flertydighed, men heldigvis stopper det ogsa med det, der er ikke andre ho-
mografieekvivalente. Vi overlader beviset, som ikke er helt trivielt, til leeseren,
(A 15. Hver klasse af homografisekvivalente matricer bestar altsa af indbyrdes
proportionale matricer. Af disse vil netop to opfylde betingelsen det A = 1.
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Hvis nemlig B = kA, da vil det B = k?det A. Hvis vi vaelger k saledes at
k?det B = 1, da vil altsa det A = 1.

Vi kan vealge de repraesentanter for klasserne som passer os bedst, dvs ggr
regningerne lettest, da den klasse vi havner i ved multiplikationen er uafheengig
af repraesentanterne.

Men hvis vi vil benytte opskriften (S34) pa at komme tilbage til homografiland
skal vi huske at normere, saledes at vi far en U-matrix. )16

Vi kan bruge de allerede gennemgaede eksempler til at se hvordan denne algebra
fungerer. E17

4: Spejlinger og inversioner

4.1: Inversioner

Vi har gjort os bekendt med at (visse) homografiske transformationer i den
(udvidede) komplekse plan korresponderer med drejningerne af enhedskuglen,
altsa alle drejninger med akse gennem begyndelsespunktet.

Nu er der jo ogsa andre interessante afbildninger der ligesom drejningerne er
afstandsbevarende, fx spejlinger. Hvad kan vi da sige om de spejlinger som fgrer
enhedskuglen over i sig selv. Hvad svarer de til ved stereografisk konjugering.
Kan vi finde en pendant til homografierne ?

Svaret er ja, men vi venter lidt med begrundelsen. Vi mangler nemlig ogsa pa
anden made noget til at spille rollen som spejlinger i forhold til homografierne.
I rummet er der stor forskel pa spejlinger og drejninger, hvad angar deres
fixpunktmaengde. Drejningernes fixpunktmaengde er en linje og spejlingernes
er en plan , og denne skeerer sfeeren i en cirkel. Den stereografisk konjugerede
til en spejling ma derfor have en cirkel som sin fixpunktmaengde.

Nu kan man hurtigt overbevise sig om at en homografi har 0, 1 eller 2 fixpunkter
idet fixpunktligningen kan omformes til en ligning af hgjst anden grad, idet
az+b

_ _ 2 N
h(z)—cz+d—z©cz +(d—a)z—b=0.

Sa vi efterlyser altsa afbildninger, der har en cirkel som fixpunktmaengde.

Det glaedelige budskab er at vi far begge formal opfyldt med samme nye be-
grebsdannelse: inversioner af den udvidede komplekse plan. Vi gar ikke lige pa
definitionen men starter med et par sonderinger.
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35. Satning: De simpleste spejlinger

Lad Px betegne den plan som skaerer enhedscirklen i den cirkel, som ved stere-
ografisk projektion havner i x-aksen, kort sagt planen y = 0. Lad videre T'x
betegne spejlingen i Px . Tilsvarende defineres Py og Ty .

Planen med ligningen z = 0 indeholder enhedscirklen og kaldes derfor Pg og
spejlingen 1 den kaldes T .

Vi har da at
Tx(2) =z
Ty(z) = —%
—~ 1
Te(z) = -

E(2) E

Bevis : Vi bemerker forst at Tx(w,h) = (w,h),Ty(w,h) = (—w,h) og
Tz(w,h) = (w,—h). Pa dette grundlag kan vi beskrive virkningen af den gver-
ste og de to lodrette pile © nedenstaende diagrammer:

(w, h) Tx ~ (@, h) (w, h) Ty > (—, h)
S S S S
w f;‘u? w f;‘_w
1-h "1-h 1-h 1-—h

Heraf afleses f)\((z) =7Z og T;(z) = —Z.

Den sidste formel udregnes ved beregning af STeS™'. Da en lignende regning
optreder ovenfor overlades den til gvelse.

Simplere kunne det jo naesten ikke veere, dels nar vi ser pa udtrykkene, dels
nar vi ser at vi far spejlingen i x-aksen og i y-aksen. Den sidste er maske ikke
helt sa oplagt, men ikke desto mindre svarer den til en klassisk operation kaldet
inversion i enhedscirklen.

36. Satning: Forberedelse til naeste definition

Lad O betegne centrum i cirklen C' med radius v og lad Lad P vere et punkt
forskelligt fra O. Da findes der netop et punkt P’ som ligger pa halvlinjen med
endepunkt i O og gaende gennem P og som opfylder relationen |OP||OP’| =
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r2. Hvis der er givet et koordinatsystem med begyndelsespunkt i O i forhold

til hvilket C' er en enhedscirkel, og hvis P i forhold hertil har den komplekse

koordinat z, da vil P’ have koordinaten z~1.

Bevis :  FEksistens og entydighed er oplagt © den generelle situation. Vi be-
tragter sa den specielle situation, hvor der er tale om enhedscirklen. Idet 2’
betegner koordinaten for P’ har vi at der ma findes et positivt tal o saledes at
Z' = az. Vi har sa at |OP| = |z|,|OP'| = |7'|, og folgelig at |2'||z| = 1. Vi
slutter da at |2'| = 1/|z|, der giver anledning til folgende

1
m=a|z|
_ 1
Oé—|z—2
S z 0z _1
22 2z z

37. Definition: Inversion i en cirkel

Det i folge foregaende setning entydigt bestemte punkt P’ siges at vere fremkom-
met af P ved inversion i den givne cirkel.

Den her naevnte geometriske definition af inversion i en cirkel er alle medtaget
her af veneration for historien. Vi valger fglgende enklere definition der afspe-
jler at man i rummet kan fa samtlige spejlinger ud fra en enkelt ved at lade
denne efterfglge af en drejning:

38. Definition: Inversion

Ved en inversion af C* forstas en sammensetning af en homografi med inver-
sionen z — Z, altsa en afbildning af formen

az+b

cz+d

i(z) =

4.2: Spejlinger i rummet og inversioner i planen

39. Satning: Spejlinger er konjugerede med inversioner
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Huvis T er en spejling af rummet, som forer enhedskuglen i sig selv, da er T en
inversion t af formen

. vZ 490

i(2) = /=
0Z+7%

idet v og & er bestemt af formlerne

y=ao'+5°, d=af+ap

hvor « og B er de koefficienter der horer til den homografi som svarer til den
drejning som forer spejlingsplanen for T' over i x-meridianplanet.

Bevis :  Lad D veere den drejning som forer spejlingsplanet Pr horende til T
over i Px, spejlingsplanet horende til Tx, altsa D(Pr) = Px. Vi kan da se
at DTx D' er en spejling som har Pr, som fizpunktmaengde, nemlig ved en
simpel inspektion: Lad r € Pr, da vil D=1(r) € Px og derfor er Tx(D~(r)) =
D=1(r). Dermed ma jo D(Tx(D~'(r))) = D(V) = r, sd at r er et fizpunkt
som pdstaet. Men sd er jo T = DTxD™!.

Heraf folger at T = ﬁf}(ﬁ\—l)

Vi ved fra tidligere at vi kan bestemme konstanterne o og 3 saledes at

~ az — 3

D(z) = Oz + &

og vi kan nemt ved beregning af den inverse matriz checke at

Vi har da at

Tx(D7(:) = 2

sa

D(Tx(D71(2))) = , y=a?+ 3% 9

af + ap

(udfor selv mellemregningerne)
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Det naturlige spgrgsmal er sa om enhver inversion fremkommer som stere-
ografisk konjugeret med en spejling. Vi har imidlertid allerede set et eksempel

som viser, at dette ikke er tilfeeldet, nemlig inversionen z — —, som vi i S31
z

beregnede som den konjugerede af modpolsafbildningen = — —z, der jo kan
opfattes som en spejling i centrum.

Lad os kalde en inversion, hvis konjugerede afbilder sfaeren pa sig selv, for en
sfeereinversion. Vi kan da karakterisere denne klasse af inversioner pa folgende
made:

Hvis vi sammensatter en sfaerinversion afbildningen z +— Z fas en homografisk
transformation hvis stereografisk konjugerede er en drejning. Inversionens kon-
jugerede er derfor en sammensaetning af en drejning og en spejling. Den gruppe
som er frembragt af homografierne og inversionerne er altsa de konjugerede af
den gruppe som er frembragt af drejninger og spejlinger. E18 E19

5: Epilog

Det gennemgaende tema har vaeret: Vi har to algebraiske strukturer A og B
og en korrespondance mellem dem, som ggr det muligt at flytte algebraiske
opgaver fra A over i B, lgse dem der og flytte resultatet tilbage til A. Vi kan
ogsa sige at vi kan benytte B som en model af A.

Der har indgaet to slags strukturer:

I den ene er objekterne bijektive afbildninger af en maengde ind i sig selv og
operationerne sammensatning og invertering

I den anden er objekterne invertible matricer og operationerne matrixmultip-
likation og matrixinvertering.

Vi har mgdt det overordnede tema i fglgende konkrete gestalter:

1) A mengden drejninger om et fast punkt i planen.

B er de komplekse tal (her er matrixmultiplikationen ssedvanlig mul-
tiplikation).

Korrespondancen er at drejningen med vinkel ¢ svarer til e*#.

2) A er maengden af homografier.

B er maengden af 2 x 2 invertible matricer over de komplekse tal.
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Til hver matrix hgrer en bestemt homografi

A er maengden af ikke-Euklidiske flytninger.

B er maengden af homografier som bevarer den ikke-FEuklidiske plan.

A er maengden af bijektive afbildninger af enhedskuglen pa sig selv.

B er mangden af bijektive afbildninger af den udvidede komplekse
plan pa sig selv.

Korrespondancen er stereografisk projektion

A er maengden af drejninger af enhedskuglen.
B er en maengde af homografier

Korrespondancen er stereografisk projektion

A er maengden drejninger af enhedskuglen.
B er en maengde af 2 x 2 invertible matricer over de komplekse tal.

Korrespondancen opstar ved til en matrix at tilknytte en homografi
og til denne en drejning.
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Eksempel 1: Beregning af verdier
For

z—1
z+1

h(z) =

fas ved enkle regninger at h(1) = 0,h(0) = —1,h(—1) = co. Ved brug af det
alternative udtryk

1

1— =
hz) = —2
14 =

z

fas h(oco) = 1 og ved anvendelse af tricket med at forleenge med det konjugerede
af naevneren fas videre at

-1 (-1)(—it+1) 2%
i+l (+(—i+r1) 2 "
h(—i) = —i—1 (=i—=1)(i+1) —2i

—i+1 (—i+1)@E+1) 2

h(i) =

Qvelse 2:  Beregning af verdier '
z—1

zZ+1

Lav en tilsvarende tabel for h(z) =

Eksempel 3:  Dobbeltforhold med oo

uUu—x uUu—x

o0 =X 1 u—2x
df(u, 00, x,y) = u—y :U—y:u—y

00—y 1

Qvelse 4: Bevarelse af dobbeltforhold
1
Lad f veere afbildningen z — —. Lad (u,v,z,y) = (—1,1,2,i). Eftervis re-

z
sultatet om bevarelse af dobbeltforhold for dette sat af punkter. Lad derefter
(u7 ,U7 m? y) = (_17 17 ,[:7 0)

Qvelse 5:  Udfyld detaljerne
Udfyld detaljerne i beviset for saetningen om bevarelse af dobbeltforhold.
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Tip: vi kan definere k, p, g saledes at

b
az+b_gz+a _kz+p

cz+d ¢ d z+q
c

z+

z—i—p:1+p—q
Z+q zZ+4q

Eksempel 6: Hvordan bestemmes matricen ¢
Vi kan give folgende opskrift til at finde en matrix

a b
4-(c ),
for den i S13 anfgrte homografi. Dette ggre ved at omforme de tre betingelser
til fglgende ligningssystem:

xr 1 —zu —u @ 0

b
y 1 —yv —v e = 0],
z 1 —zw —w d 0

som, opfattet som ligningssystem i a, b, c,d, er linezert og har et lgsningsrum
hvis dimension er mindst 1.

Hvis oo forekommer blandt de opgivne data kan og skal metoden modificeres.

Qvelse 7:  Cirkler og deres billeder
Lad f veere afbildningen z — % Bestem billederne af de rette linjer gennem
begyndelsespunktet og af cirklerne med centrum i begyndelsespunktet. Velg

selv flere cirkler og bestem deres billeder.

Qvelse 8:  En serlig gruppe af homografier
Lad to homografier X og Y veere givet ved X (2) =1 —z og Y (2) = 2~ L.

Det vil veere instruktivt at

1) Bestemme hvor mange homografier der kan dannes af ord skrevet med
de to bogstaver X og Y, idet sammensaetning skrives med usynlig
multiplikationstegn. Altsa vil XY X sta for X oY o X. Det vil veere
en endelig maengde som i det fglgende kaldes G.

2) Vise at alle elementerne i G repraesenterer en permutation af meengden
{0,1, 00}.
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3) Tage stilling til hvordan man lettest lgser punkt 1): direkte ved brug
af definition, vha regning med matricer eller ved at regne med per-
mutationer.

4) Tegne en figur, hvori fglgende tre elementer indgar: Enhedscirklen,
cirklen med radius 1 og centrum i 1 og linjen som gar gennem cirklernes
skeeringspunkter, altsa linjen bestaende af alle punkterne med realdel
1/2. Disse kurver deler planen i 6 omrader. Derpa konstatere at hvert
af elementerne i G afbilder et af disse omrader pa et af disse omrader.
Marker hvert af omraderne med en angivelse af den afbildning som
fgrer omradet leengst til venstre over i det pageeldende omrade. Udnyt
af homografier fgrer cirkler i cirkler og omrader begraenset af en cirkel
i et omrade begraenset af en cirkel. Udnyt ogsa at billedet af en cirkel
kan bestemmes ved hjalp billederne af tre punkter pa den.

5) Bestemme ordenen af hvert element i G.

Eksempel 9:  En fliselegning af den ikke-Euklidiske plan

Vi vil i dette eksempel anvende en alternativ model af den ikke-Euklidiske
plan, nemlig Poincarés cirkelmodel. Her bestar planen af punkterne inden for
enhedscirklens periferi og linjerne er der cirkler (i udvidet forstand) som star
vinkelret pa periferien. Denne model kan vises at veere geometrisk sekvivalent
med halvplansmodellen.

Men den giver lidt kgnnere billeder. Pa Figur 3 ses et gyldentfarvet net af
cirkelbuer der har deres endepunkter pa cirkelperiferien. Dette svarer til et net
af ikke-Euklidiske linjer, der er ubegraensede. De inddeler cirkelskiven, altsa
den ikke-Euklidiske plan i omrader, som er en slags trekanter, bortset fra at
siderne er uendeligt lange og vinklerne er 0.

Vi kalder dem trekanter alligevel. De er indbyrdes kongruente, hvormed vi
mener, at der til hvert par af trekanter findes en homografi, altsa en ikke-
Euklidisk flytning, som afbilder den ene pa den anden.

Det sorte net er det sakaldt duale net, som bestar af ikke-Euklidiske linjer, som
forbinder midtpunkter i trekanterne. Derved deles hver af trekanterne i tre
dele. Alle disse dele vil tilsammen dackke hele cirkelskiven, uden andet overlap
end fzelles kanter. Da alle omraderne er indbyrdes kongruente, som defineret
ovenfor kalder vi maengden af disse omrader for en fliseleegning og omraderne
for fliser. En af disse omrader, markeret med I, vil vi benytte som referenceflise,
idet vi for hver eneste flise vil notere os hvilken flytning der skal anvendes for
at fa den frem som billede af referenceflisen. Pa tegningen er nogle af fliserne
forsynet med en etiket, som netop er navnet pa den pakraevede flytning.
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Den afbildning, som er benzevnt S, er en seedvanlig drejning pa 120; om cen-
trum med invers s. Den er defineret ved formlen z +— az, hvor a = e3m, og er
sa ogsa en homografi. Afbildningen P med invers p er en slags parallelforskyd-
ning, som skubber den venstre kant af referenceflisen over i den hgjre, mens
den holdes fast i det uendeligt fjerne punkt i. Heraf ses hvordan gentagen
anvendelse af P og p dakker hele den med sort indrammede ”polygon” som
indeholder I. Det overlades til leeseren at overbevise sig om at alle resterende
fliser ogsa kan dackkes.

e i

Figur 3. En fliselegning af cirkelmodellen. Se teksten for en forklaring

Qvelse 10:  Stereografisk projektion er cirkelbevarende
Den stereografiske projektion af en cirkel pa sfeeren er en cirkel (i udvidet
forstand) i sekvatorplanet.

Vis dette! Tip:

Lad der vaere give en egentlig cirkel i ackvatorplanet, lad os sige med centrum
i (a,b,0) og radius r.Lad P = (x,y, z) veere et vilkarligt punkt pa sfzeren for
hvilket P’ ligger pa den givne cirkel.

Opskriv betingelsen for at P’ ligger pa cirklen. Dette giver en ligning af an-
den grad i x,y,z. Opskriv ogsa betingelsen for at P ligger pa sfaeren. Dette
giver ogsa en andengradsligning. Udled af disse to andengradsligninger en
forstegradsligning i x, vy, z. Udled heraf at P ligger i et vist plan og dermed pa
skaeringskurven mellem dette plan og sfeeren.
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I det tilfzelde hvor cirklen er en ret linje kan man se at denne er projektion af
den plan som er entydigt bestemt ved at indeholde linje og nordpolen.

Eksempel 11:  Drejning 90° om Z-aksen

Det kan nemt uden brug af formlen ses at en drejning pa 90 grader om hovedak-
sen svarer til homografien h(z) = iz. Benyttes for eksemplets skyld formlen
fas

at den har fixpunktet (w,h) = (0,1) og vi far da

1
Oz:cos§+ihsing:cosg—l—i-ksin%:(l—l—i)\/;
¥

—i.0-sint =0
=1 s.m2

i Jia+n o
0 \/2(1—2')

Ved multiplikation med \/g (1 +4) fas matricen

(b 1),

som ogsa giver homografien h(z) = iz.

Eksempel 12:  Drejning 90° om X-aksen
En drejning pa 90 grader om z-aksen har fixpunktet (w,h) = (1,0) og vi far
da ved brug af formlen

1

Oz:cosg—i—ihsing:cosg—l—i()sin%: 5
e . .m |1
6= zwsm—:z-sm—:z 3

ff
Wb

Ved multiplikation med v/2 fas matricen

(1)
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altsa homografien
h(z) = zZ+1

iz+1
Som check bemserker vi at 1 og —1 er fixpunkter for h. De stammer ved
stereografisk projektion fra (1,0,0) og (—1,0,0), netop de to fixpunkter for
drejningen. Desuden vil (0, 1,0) ved drejningen ga over i (0,0, 1). Disse punkter
projiceres i i og co. Dette stemmer med at h(i) = oo

Eksempel 13:  Drejning 90° om Y-aksen
En drejning pa 90 grader om y-aksen har fixpunktet (w,h) = (i,0) og vi far da

1

oz:cosgjtihsing:cos%—ki-o-sing: 3
B =i LT 1
—qwsin — —=%-7-8In — = —/ =
2 4 2

1

2
1 1
2 2

Ved multiplikation med /2 fas matricen

1 -1
1 1
Den tilsvarende homografi er
z—1
h(z) = .
(5) = T

Vi har at (1,0,0) drejesi —(0,0, 1), hvilket er i overensstemmelse med at h(1) =
0.

Eksempel 14: Drejning 120°
En drejning pa 120 om aksen gennem (1,1, 1) har fixpunktet

(w,h) = (/31 +1),,/}) og vi fir da

1 1 1v3 1
azcosg-l—ihsing=cos%—|—i\/;sing:§+i §§=§(1—|—z’)

1 1
8= z‘wsing - i\/;(l + i) Sing = S(-1+4)

(s +i) E(-1+9)
A‘(%mn 2%(1—2'))
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Ved multiplikation med 2 fas matricen
147 —141
1+¢ 1—17 )~

Qvelse 15:  Homografiekvivalens er proportionalitet
Vis at to matricer som er homografisekvivalente er proportionale. Benyt bemaerk-
ningen efter S13

Qvelse 16:  Algebraen stemmer
Vis ved matrixalgebra at drejningen i E12 efterfulgt af drejningen i E13 giver
drejningen i E14

Eksempel 17: Bestem drejning ved algebra
Bestem ved matrixalgebra den drejning som fremkommer, nar drejningen i E13
efterfglges af drejningen i E12.

Ved multiplikation af de to matricer for homografierne og efterfglgende normer-
ing (sa determinanten bliver 1) fas matricen

(1= i)z + (=1 +1)
A+i)z+(L+i)

1(1—i —14+1

2\14+4i 143

5 ) med homografien

Eksempel 18:  Spejling 1 ekvator svarer til inversion i enhedscirklen
Dette resultat kan ogsa af afledes at foregaende seetning

Eksempel 19:  Udvidelse af velkendt gruppe

Lad F vaere gruppen frembragt af z — 1 — 2,z — 1/z,2 +— zZ. Da vil F
have 12 elementer og et fundamentalomrade udggres da af den gvre halvdel af
fundamentalomradet for gruppen frembragt af 1 — z, z alene.

Dette er generelt: enhver gruppe af homografier fordobles ved tilfgjelse af z,
hvorved et fundamentalomrade kan ”halveres”.
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6: Stikordsregister

ikke-Euklidisk
definition, 16

motivation, 15

bevarelse
dobbeltforhold, 12

Caspar Wessel, 6

cirkel
dobbeltforhold, 7
udvidet forstand, 9

cirkelbevarelse, 14
stereografisk, 22

dobbeltforhold
bevarelse, 12
cirkel, 7
definition, 7, 11
homografier, 12
linje, 8

Euklid, 15
Felix Klein, 17

Gauss, 6
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Halvkompleks, 25
historie
ikke-Euklidisk geometri, 17
komplekse tal, 6
homografi
cirkelbevarelse, 14
homografier
definition, 10
dobbeltforhold, 12
matrix for, 10
motivation, 9

regning med, 14

kojugeret
stereografisk, 26

Poincaré, 17
Riemann-kuglen, 25

stereografisk
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U-matrix, 29
udvidet kompleks plan
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