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, Nulrum for
linezere differentialoperatorer

I denne tekst skal vi arbejde pa at bestemme basis for enten nul-
rum eller egenrum af en linear differentialoperator af n- te orden
fx

L=D"+a D"+ ...+ a,D + a,D°

hvor alle a; er reelle konstanter (i pr1n01ppet kunne de ogsa
vere reelle funktloner)

I hele.denne,tekst arbejder vi med}.at operatorerne virker pa c%,

rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable funktioner.

Operatorer af fgrste orden

P4 dette rum betragtes forst deh lineere differentialoperator
L, =D - aD? ; "aeR

Da svarer en bestemmelse af nulrummet for L - N(L ) til at 1¢se
den lineare, - homogene differentialligning af fwrste orden
| (D - aD°)f(t) =0 - eller £7(t) = af(t).

Denne dlfferentlalllgnlng har som bekendt den fuldstandlge 1¢s—
nlng

f(t) =ce® ;  ceR

dvs N(L,) = Sp{e®), og derfor er dimN(L,) = 1.

Operatorer af anden orden

Har man tilsvarende den linezre differentiaioperatoren af anden
orden

) : c® -> c®
givet ved L,

L, = D° + aD + bD° ; a, b eR
kan man foretage feolgende omskrivning:

(D - pp’)e(D - gd)f = (D - pD’) (£’ - qf) =

(£ - af)’ - p(f’ - qf)

£ - (p+ q)f’ + pgf = (D> - (p + q)D + pqd®) £

£ - qf’ - pf’ + pgf =



hvor p 09 q er reelle (eliér komplekse) tal. Da'kan vi se, at man
kan skrive

D2 + ab + bD® = (D - pD°)e (D - gD?)
h&ié og kun hvis B
pP+qg=-a og pq=Db,

hvilket netop svarer til, at p og q skal varée rodder i anden-
gradsligningen

A2 + al + b = 0.
Derfor kan man finde nulrummet for L, ved at lgse diffentiallig-
ningen B .
(D - pp®)e(D -~ gd°) £ = 0

Settes nu g = (D - qDO)f, svarer det til at l¢se de to sammen-
hoerende differentialligninger

(D - pD°)g(t) = 0 og (D - gd’)f(t) = g(t)

eller
7 g’(t) = pg(t) og £/(t) = qf(t) + g(t)
Den f¢rste ligning har som for den fuldstendige lesning
g(t) = ce, ceR
D? bliver den fuldstzndige lesning for den anden ligning fastlagt
a
f(t) = c,e™ + eqtjcepte'qtdt

= ce® + ceqtje‘p'q)tdt

Hvis p # q bliver

= qt c qto (p-g)t
f(t) ce” t+ p= ge'e

eller

f(t) = ceft + ce™ ; c,, ¢, € R
og derfor bliver N(L,) = Sp{eP', e}, og dermed bliver
dinN(L,) = 2.
Hvis derimod p = g finder man, at den fuldstzndige lesning er
f£(t) = c;tef + cef ; c,, c, € R

og derfor bliver N(L,) = Sp{ef, teP'), og dermed bliver igen
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dimN(L,) = 2
Bemzrk, at redderne i andengradsligningen Aé + aA + b = 0 kan va-
re komplekse (og da komplekst konjugerede, fx a + i og a - if8).
Denne situation er omfattet af tilfaldet p # g, men ved at be-
nytte ' :
el@ibt = o (cosBt + isinft)
kan man vise, at den fuldstandige-lwsning kan omskrives til
f(t) = c1e(.°’"w)“+ c,eliht
= c,e*(cosft + isinft) + c,e®(cospt - isingt)
= e[ (c,+c,)cospt + i (c,-c,)sinpt]
= k,e*cospt + kze"tsinﬁt
netop nar
c, = (k; - ik;)/2 og ¢, = (k, + ik,)/2
med k,, k, € R. ' .

S& ogsd i dette tilfalde er dimN(L,) = 2, idet nulrummet er fast-=
lagt ved N(L,) = Sp{e®‘cospt, e*singt}.

Eksempel 1: Er operatoren L = D? + 4D + 3D°, skal man.lese anden-
gradsligningen A% + 41 + 3 = 0, der har redderne =1 og -3, og
derfor er N(L) = Sp{e’t, e3%).

Eksempel 2: Er operatoren L = D? + 4D + 4D°, skal man lgse anden-
gradsligningen A% + 41 + 4 = 0, der har -2 som dobbeltrod, og
derfor er N(L) = Sp{e®, te?'),

Eksempel 3: Er operatoren L = D? + 4D + 5D°, skal man lgse anden-
gradsligningen A% + 41 + 5 = 0, der har de komplekst konjugere-
de rodder -2 + i og -2 - i, og derfor far man, at

N(L) = Sp{e‘cost, e?sint}.

Operatorer af tredie orden
Vi betragter videre differentialoperatoren Ls: c® -> ¢c® givet ved
L, = D’ + aD® + bD + cD’ ; a, b, c e R

Da kan man som for en anden ordens operator finde reelle (eller
komplekse) tal p,, p, o9 p;, saledes at

(D - psp°)o(D - p,0°)e (D - p,0°) = D* + aD® + bD + aD’
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netop nar p,, p, o9 p; er reodder i trediegradsligningen
A+ ar? + bA + c = 0.

Nar man skal finde nulrummet for L; - N(L;), svarer det til at
lgse differentialligningen

(D> + aD? + bD + cD?)f(t) = O.
Den kan sa omskrives til
(D - psD%)e (D = p,D%) e (D - pD°)£(t) = 0,
Den lgses ved at legse de tre sammenherende differentialligninger
(D - psD°) £5(t) = 0, (D - p,D°)£,(t) = £5(t)
og (D - p,D°) £,(t) = £,(t)
hvor de to feorste leses som vist 1 forrige afsnit. I fortszttelse

af det foregaende kan man saledes se, at der netop vil vare tre
linezrt uafhzngige funktioner, der udspander nulrummet N(L,).

Eksempel 4: I det spécialtilfalde, hvor p;, p, o9 p, har den feal-
les vardi p, kan vi af forrige afsnit se, at

£,(t) = c;teP' + ce”
Indszttes denne funktion i den sidste ligning ovenfor, bliver
£,(t) = c,t?ef'/2 + c,teft + ceft,

og derfor er N(L;) = Sp{eP', tef', t%P').

Operatorer af n-te orden

Generelt kan differentialoperatoren L. €® -> c* givet ved
L, =D"+ a, D" +...+ a,D + a,D°

sammensettes af de forste ordens differentialoperatorer
(D - p,D°)e(D = p,4D%)e...o(D - p,D%

netop nar alle p;-erne er redder i n-te gradsligningen

-1 _
(*) A"+ A AT +lLL+ Al + oy = 0,

og en n-te gradsligning har altid n (muligvis komplekse - og da
komplekst konjugerede) redder - regnet med multiplicitet.

Vi har nu i analogi med L, og L;, at N(L) er rummet af samt-
lige lesninger til differentialligningen

(D" + a, D" +...+ a,D + a,d%) £(t) = o.
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Der vil vere netop n lineart uwafhangige le¢sninger, der opfylder:

a) Er p en enkélt reel rod i ligningen (*) vil
eP' € N(L) '
b) Er p en reel rod med multiplicitet k i ligningen (#*) .
vil | (ef, tef, ... , tileP'y < N(L)
c) Er a + i og ¢ - i8 enkle, komplekst konjugerede red-

der i ligningen (*), vil

{e™cosBt, e*sinft) < N(L,)

d) Er endelig o + iB og a - if komplekst konjugerede
rodder med multiplicitet k i ligningen (*), vil
{e®cospft, te®cospt, ... , t¥'le®cospt,

e™sinft, tesinpt, ... , t¥le®sinft) < N(L,)

Eksempel 5: Er operatoren L = D° - 3D - 2D°, skal man lese lig-
ningen A* - 34 - 2 = 0, der har redderne 2 og -1, hvor =1 er
“dobbeltrod. Derfor bliver N(L) = Sp{e’, e'%, te').

Eksempel 6: Er operatoren L = D* + 2D + DY, skal man lese lig-
ningen A* + 2A% + 1 = 0, og med omskrivningen
M+ 20+ 1= (A2 4+ 1)2 = (A + D)%A - 1)?
ser man, at -i og i vil vere redder med multiplicitet 2. Derfor
bliver N(L) = Sp{cost, tcost, sint, tsint}.
|

Alternativ fremstilling

Man kan imidlertid ogsa bestemme en basis for nulrummet svarende
til en n-te ordens line®r differentialoperator pa en anden made.
Igen omskriver man den n-te ordens lineare differentialligning

(D" + a,,D"" +...+ a;D + a,D’) £(t) = O.

til forste ordens linezre differentialligninger. Man indferer nu
funktionerne

_ — _ -1
£, =f, f,=Df, .... , f =D"'f

n

og herved kan man dels opskrive ligningerne

og dels ved indszttelse i den oprindelige ligning fa

fn’ = D"f ='- a,f, - a,f, - ... - a ,f,.



Disse ialt n lineare differentialligninger af forste orden kan nu

med fordel opskrives pad matrixform £’(t) = Af(t) sdledes
£\ /0 1 0 ....... .. B
£,’ 0 0 1 ..ooen... £,
£’ =85 ~a; "Azceccecn.. .o £,

Skal dette ligningssystem loses, skal matricen enten diagonalise-
res eller (i det mindste) bringes pa jordans normalform. Hertil
skal vi bestemme samtlige egenverdier for matricen A.

Vi skal altsa bestemme det karakteristiske polynomium, dvs

p(A) = det(A - AE)

eller
-A 1 0 ..ocen 0 0
o - 1 ...... 0 0
0 0 -2 ... 6] 0]
p(A) = . . ¢« ceaans . .
0 0 0 ...... -A 1
) -a; ~a, ~a, ... -4 ,-a ~A

Ganges forst alle sejler med (~-1), og foretages herefter felgende
s¢jleoperationer:

Sp.y = St As,, ..., , S, = 5, + As,
bliver
0 -1 0O ...... 0 0
0 0 -1 ...... 0 0
0 0 0 ...... 0 0
p(A) = (-1)" .| . .  eeeees
0 0 0 ...... 0 -1
F(A) * X ..., % *

hvor F(A) = a;, + a,;A + az'AZ + ... + a. A" 4+ A", og hvor * bety-
der et led uden interesse, da man udvikler determinanten efter
forste sejle. Dette giver

il

p(A) = (-1)"(-1)™F (1) (-1)™"

P(A) = (-1)™ay + a,A + a,A% + ... + a A" + A"

eller

Egenvardierne for matricen A er altsd samtlige reodder i ligningen
a, + a,A + aZAZ + ... + aw1lm1 + A" =0

som er identisk med ligningen (*) i den forrige fremstilling.
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Skal man herefter bestemme den eller de egenvéktorer, som svarer
til den fundne egenverdi, skal man jo finde samtlige vektorer,
som opfylder

(A - AE)v, = O.
Dette giver fplgende sammenhgrende ligninger
-Ax, + %X, =0 , -Ax, + X3 = 0

= QX - ayX, - .... = A X, - (3,4 - A)x, = 0.
Disse kan omskrives til
X, = A%, , X% = Ax, = A%,
X, = Axy = ).3x1 R A A l“'1x1
hvilket betyder, at den sidste linie omskrives.til
-x,(a; + a;A + azkz + ...+ amk"" + A" =o0
eller ' :
' -X,p(A) = Q.
Da A er rod i det karakteristiske polynomium, er p(A) = 0, og vi
kan derfor velge x, frit fx til x, = 1. Da bliver egenrummet sva-
rende til .egenvardien A '
E, = Sp((1,4,4%, ... ,A"%, ATy,
dvs uanset hvilken algebraisk multiplicitet A har, er gm(iA) = 1.
Derfor vil matricen A transformere til en jordanmatrix med maksi-
malt antal 1-taller over diagonalen, nemlig for alle egenvardier
med algebraisk multiplicitet storre end 1. :
I sadanne tilfzlde skal man altsd bestemme en vektor v,, som

opfylder
(A - AE)V, = Vv,

hvor jo v, = (1,4,4%,...,A"")7. Man far da de sammenhgrende lig-
ninger
- Axy + %, = 1 , - A%, + X3 = A
... -
- X, T aX, = ... = (a,, - A)x, = A"

Disse kan nu omskrives til
= _ - 2., .
X, = 1 + A%, , X3 =LA + Ax, = 24 + A°x,
Y _ 2 3
x,‘—}\+)\x3—3)n+lx1, ......

Jox, = AM? + Ax, , = A"2 4 AM(n-2 o+ Ax,) = (n-1)A"2 + Am1x“
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hvilket betyder, at den sidste 1ignihg omskrives til

- x,(a, + ak + @At + ..+ a,Avt 4 AN
- (a, + 2a,A +3a3A2 + ... + (n-l)aMA."'2 + nA"M =0
eller
- xp(A) - p’(A) = 0.
Er algm(A) 2 2, dvs nar savel p(A) = 0 som p’(A) = 0 kan en "syn-
tetisk" vektor fx valges til
v, = (0,1,21,3A%,...,(n-1)A"?)T,
(hvor man har sat x, = 0).

Bemzrk, at vektoren v, fremkommer af vektoren v, ved differentia-
tion mht A.

Er algm(A) 2 3 kan man tilsvarende bestemme en vektor vy af
(A - AE)Vy = v,.
Denne vektor er fx
vy = (0,0,1,34,6A%, ..., (n-1) (n-2)A"3/2)7

Bemerk, at vy vil fremkomme af v, ved differentiation mht A, og
derefter division med 2.

NAr transformationsmatricen S er ferdigkonstrueret efter denne
recept, kan vi overga til lesning af differentialligningssystemet

£f/(t) = Af(t). Bem®rk, at vi udelukkende er interesseret i at
finde f, (forste koordinat i f). Benyttes som sadvanlig transfor-
mationen f£(t) = S8g(t), vil differentialligningssystemet blive

overfort i
g’(t) = Jg(t)

hvor J er en jordanmatrix med l-taller lige over diagonalen i ne-
top de sgjler, hvor der i 8 star en "syntetisk" vektor.

Er ¢ en egenverdi for A med algm(f) = k (> 1), vil som for vist
gm(f) = 1, og derfor vil den kxk-delmatrix J, af J, som svarer
til £, have formen
E 1 0...0 0O
0o £ 1 ...0 0O
JE = . . e eee o .
0 0 0 ...¢ 1
0O 0 0...0 E

og den del af differentialligningssystemet, som skal leses sva-
rende til &, bliver derfor

g, (t) = ‘591(t) + g,(t) P 90 (E) = Egz(t) + gz(t)

. .




I’ (B) = &g 4 (E) + g (t) , g,/ (t) = &g, (t)
Loses dette system bagfra, finder vi at
g, (t) = cet
9.4 (t) = ctet' + ¢ et

c
g,(t) = (k- svtk 208t &+ ... 4+ c,e't
g,(t) = —(Eg‘i_ﬁt“ el + ... + ctef' + ¢t

)

Da imidlertid den del af transformationsmatricen 8, som er knyt-
tet til egenverdien £, er en nedre trekantmatrix med et 1-tal pa
forste plads 1 forste sojle (jfr udregningen af v,, v, osv), Vil
man af transformationen f(t) = 8g(t) fa, at

f,(t) = g,(t) + bidrag fra evrige egenvardier
dvs nulrummet for differentialoperatoren
L,=D"+ a D" +...+ a,D + a,D°
vil indeholde
| sp{ett, ezt R L

Som man vil se stemmer dette overens med punkt b) pa side 5 i den
forste fremstilling. Bemzrk ievrigt, at denne gennemregning ogsa .
gelder for en kompleks egenverdi a + {8, og da den komplekst kon-
jugerede vardi a - {f samtidigt vil vere egenvardi og med samme
algebralske mu1t1p11c1tet fdr man resultaterne i punkt c) og 4d)
pa side 5. -

Egenrum for en differentialoperator

I Griffel, kapitel 5G er vist, at hvis p er egenvardi for en li-
nezr afbildning g: V -> V, vil samtlige egenvektorer for g sva-
rende til egenverdien y - sammen med O-elementet - vare et under-
run. Dette underrum kaldes egenrummet for u - E,. Det er endvi-
dere vist, at dette egenrum er nulrummet for afblldnlngen g - pi,
dvs E, = N(g ui).

Er saledes L: C® -> ¢® en linear differentialoperator kan man
eftersporge egenfunktionerne for L svarende til en egenvardi u,
dvs at finde samtlige funktioner f € c®, som opfylder

Lf = uf,

hvilket jfr den navnte setning svarer til at finde en basis for
nulrummet N(L - uD)






O Diagonalisefing af matricer
0g JORDAN’s normalform.

Indledning

Som det fremgar af Griffel, kapitel 8A kan en nxn matrix A diago-
naliseres hvis og kun hvis der findes en basis for R" af egenvek-
torer for matricen A.

Med udgangspunkt i denne sztning antager vi nu, at A har egen-
verdierne A,,...,A, (hvor flere egenvardier kan vare ens) med de
tilherende egenvektorer v,,...,v  (som er lineazrt uafhazngige).
Der galder da, at

Vi : Av, = AV,

- Indfgres nu matricen S = (v,,v,,...,v.), vil S i sejlerne netop
have alle de line#rt uafhzngige egenvektorer. Da er :
AS = (AvV,,AV,,...,AV ) = (A\V,, AV, ... ,A V)

A, 0 ...... 0
0 Az ...... 0

= (Vi) Voreee, V) . e ceeaas .
0 0 ..ocn. A,

= SD

hvor D er en'diagonalmatrix med egenverdierne i diagonalen, netop
opskrevet i den samme rezkkefplge, som egenvektorerne er opskrevet
i transformationsmatricen S. Da spjlerne i S er line®rt uafhengi-
ge svarer AS = SD til at

D = s 'as.

Spergsmdlet er nu, hvad der sker, nar man ikke har en basis for
R" af egenvektorer for A. :

For det fgrste kan man ngjes med at undersege de egenvardier,
hvor

gm(A) < algm(A).
Til de @¢vrige egenvardier er der egenvektorer "nok". Mangler der
egenvektorer suppleres listen af egenvektorer (der er dog altid
mindst én) med det antal line®rt uafhzngige vektorer, der svarer
til differensen

algm(A) - gm(X).

Det kan vises, at man altid pa en neje foreskreven made kan finde

1



et sddant linezrt uafhazngigt szt knyttet til egenvardien A.

Tilfeldet gm(A) = 1

Vi betragter forst det tilfzlde, hvor den aktuelle egenvardi har
gm(A) = 1 og algm(A) = k. Sdledes er den eneste egenvektor be-
stemt af

Av, = Av, eller (A - AE)v, =0

De resterende vektorer skal da bestemmes af felgende algoritme

Av, = Av, + v, eller (A - AE)V, = v,
Avy; = Avy + v, eller (A = AE)V; =V,
Av, = Av, + Vv, eller (A - AE)V, = v,

Pastanden er da, at man altid kan finde disse vektorer v,,vs,..
-+ Vi Og vi skal senere vise, at disse sammen med \£ vil udgere
en lineart uafhangig mengde.

Settes som for S = (oo e sV Voreee Vigeos)
blivexr . AS = (...,AV;,AV,, ... ,AV,,...)
= (oo s AV AV +Vy, oo AV Y 4y e )
ces A 1 .... 0 O ...
.0 A .... 0 O...
= S cse e eses e e
eee 0 0 ... A 1 ...
ee. 0 0 ... 0 A ...
= SJ

Denne matrix J kaldes en jordanmatrix, og den bestdr af egenvar-
dierne for A i diagonalen og af et 1-tal lige over diagonalen i
netop de se¢jler, hvor der i S star en "konstrueret" (eller "syn-
tetisk" fremstillet) vektor.

Eksempel 1: Med matricen

1 0 -1
A = 1 2 0
1 1 0



bliver det karakteristiske polynomium det(A - AE) = (1 - A)3,
dvs A = 1 er den eneste egenvardi. Af (A - AE)v, = 0 kan man
nu bestemme egenvektorerne svarende til egenvardien 1, dvs

o o0 -1\ /x 0
1 1 o[y} =10

og man far, at -z =0 og x + y = 0. Saledes bliver den eneste
egenvektorretning fastlagt til fx ’

v, = (-1,1,0)".
- Benyttes nu algoritmen skal vi altsa finde v,, sdledes at

(A.— AE)vé = vy,

eller
0 0 -1\ /x -1
1 1 o y | =11
1 1 -1 z 0
hvilket giﬁer. -z =-log x+y=1 dvs

v, = (1,0,1)7
Bemzrk at man lige sa vel kunne have valgt (0,1,1)" eller (%,%,1)’
VAlgoritmen;skal fortsattes, sdledes at man finder v; af

(A - AE)v; = v,,

eller
0 o -1 X 1
1 1 0 Yy = 0
1 1 -1 z 1

der giver ‘-z = 1 og x + y = 0, dvs vektorretningen bliver fx
vy = (0,0,-1)7.

Herefter bliver matricerne

-1 1 0 1l 1 0
S = 1 0 0 J = 0 1l 1
0 1 -1 0 0 1




7,og for at sikre at der er regnet figtig skal AS = SJ, hvilket en
simpel udregning bekrazfter. #

-@gvelse 1: Vis, at matricen

2 1 -1
B=|[1 1 -1
1 1 o

kun vil have én egenvardi og én egenvektor, og bestem derpa en
basis for R’, s& B vil blive transformeret over i en jordan-
matrix. #

Vi skal nu vise, at mazngden {V\,vz,....,vk}, der er fastlagt som
nevnt pa side 2, er lineazrt uafhengig.

Settes nu T A - AE, bllver Tv,

— - 2, — =
nu = = Ve Tvk = TV = Viar o
see , TV vy = v, samt I‘vk = Tv, = 0 (

da v, er en egenvektor) 1)
Vi tager nu udgangspunkt i linearkombinationen
Civy + GV, + L.l +tcv, =0

og v. skal altsa vise, at alle ¢, = 0, i =1,2,....,k. Udtrykt
med T bliver linearkombinationen til

k-1 k-2 =
(*) T v + T v + ooeel + v, =0
Lader vi nu T*'virke pa (*) far vi, at
k-1, — -
c,IT"'vp, = 0 eller cwv, =0

(da jo T*v, = 0 for alle j > 0). Da v, er egenvektor, er v, # 0
og sdledes er c, = 0.

Lader vi tilsvarende T¥? virke p& (*), bliver

k-1 k-2,, _ =
CT" v + TV, = 0 eller CiVy * GV, =0

Da jo ¢, = 0 og v, # 0 bliver Cp.qy = O.

Lader vi herefter T, i = 3,...,k virke pa (*) far vi successivt

Cyp = +ee. =€, = 0, og dermed er det vist, at mengden
{(VirVoreenns ' Vi)

er lineazrt uafhengig. #

1) En matrix T, der opfylder, at T/u # 0 nar j < k og Tu = 0 for
alle u # 0, kaldes nilpotent af grad k.




Tilfeeldet gm(A) > 1

Vi gar nu over til det tilfzlde, hvor der er flere linezrt uaf-
hengige egenvektorer svarende til egenvardien A, men farre end
den algebraiske multiplicitet. Egenrummet E, antages nu at vare
udspendt af vektorerne VirVareea Vi, dvs gm(l) = j. Videre er
algm(A) = k > j. Man bestemmer -~ 'i princippet - den eller de
manglende vektorer lige som i tilfzldet gm(A) = 1, men det er nu
ikke umiddelbart klart, hvilken vektorretning i Ex man skal be-
nytte. Men pastanden er, at man altid kan finde mindst én vektor-
retning u € E,, sdledes at algoritmen fra for vil fungere, dvs at

Av;,, = AvjH + u eller (A - ).E)vj,_1 = u
Av, = Av, + v, eller (A - AE)vk?= V1o
Vzlges nu som for disse vektorer som sejlerne i S, dvs
S = (e, Vypeee,Vv [RTL A SRR e Vg ee)

hvor de feorste j vektorer Vires+,Vjq, U €r egenvektorer og valgt
sdledes at de er lineart uafhanglge. Da bliver

AS = (...,Av,,...,Avj1,Au,Avp1,...,Avk,...)

= (. Av1,...,AvJ1,Au AvM+u,...,).vk+vk_1,...)
cee A ... 0O 0 ...
eea 0 ...A4 1 ... 0 ...

= S .. 0 ... 0 A ... 0 ...

e 0 ..00 O ... 1 ..

eee 0 .. 0 O ... A ...
e eeeeeen ceeseeaae cee |
e teeereeen eeeees eeo

= 8J

hvor J er en jordanmatrix med egenverdierne i diagonalen og med
1-tal lige over diagonalen i netop de s¢jler, hvor der i S star
en "syntetisk" fremstillet vektor.

Som i tilfeldet gm(A) % 1 kan man ogsa her vise, at den konstru-
erede mangde {v1,...,v L TA SRTERRNA MY vil v@re lineart uafhan-
gig. : :
Ideen 1 beviset er den'samme som for. Er T ='A - AE, bliver

™V, = Vyqr -+ T, = u og T™''v, = Tu = 0. Igen betragtes
11nearkomb1nat10nen ‘



Cvy + .o+ Cy 1V11 tcu+cviyt .. TV, =0

eller

k-iy. - k-j-1 -0
(*) v, + .. +cC Wit cj'I‘ Vit ¢ yT Ve + .. Fovy 0

j-
Lader vi T*J virke pa (*) fas, at
- k*iy =
0 = ¢T v, = cu
og da u # 0 bliver ¢, = 0. Tilsvarende far man som f@r succes-
sivt, at ¢, = ... = C;y = c; = 0, og da (v“....,v } var

antaget linezrt uafhanglgf vil ogsd ¢, = .... = Cjq = Hérefter
er beviset gennemfort. #

Eksempel 2: Matricen

0O -2 1
A = i -3 1
1 -2 0
har det karakteristiske polynomium det(A - AE) = -(1 + A)3, dvs

den eneste egenverdi er -1 med algm(~1) = 3. Af (A - AE)v =0
far man tre ens ligninger af formen

X -2y +z =0,

der jo udspander en plan i R®, dvs gm(-1) = 2, og en basis for
egenrummet E_, er fx

((2,1,0)7;(1,0,-1)"}).
Af (A - AE)v; = u far man de tre ligninger
X - 2y + 2z = u,

X - 2y + 2

il
c
~N

X -2y + z

i
e
w

Da pastanden er, at v; altid kan konstrueres ud fra en vektor

u € E,, og da ligningerne kun giver menlng, nar Uy = U, = U, ma
dette betyde at vektorretningen (1,1,1)7 € E,, hvilket ogsa let
ses af

(1,1,1)7 = (2,1,0)" - (1,0,-1)".
Af de tre identiske ligninger
X -2y + 2z =1

far man v; = (1,0,0)".




Bemerk at man llge sa vel kunne have valgt fx (0,0,1)" eller
(0,-%,0)". 4

Herefter bliver matricerne

1 1 1 -1 0 0
s =0 1 0 J=1{|0 -1 1
-1 1 0 0 0o -1

Benzrk, at egenvektoren (1,1,1)" er medtaget i matricen S som den
sidste af de to lineart uafhenglg egenvektorer. Det bekraftes let
ved udregning, at AS = SJ. #

@velse 2: Vis, at matricen

1 -2 =2
B={1 4 1
1 1 4

kun vil have en egenvardi med to 11neart uvafhangige egenvektorer,
og bestem derpa en basis for. R sd B vil blive transformeret
over i en jordanmatrix. # ' o '

Afsluttende kan vi altsd konstatere, at en matrix enten kan dia-
gonaliseres eller kan transformeres til en jordanmatrix. Denne
‘jordanmatrix vil i diagonalen have alle egenvardierne for matri-
cen gentaget svarende til den algebralske multiplicitet, og lige
over dlagonalen vil der sta 1-tal i netop de sejler, som svarer
til sejler i transformationsmatricen S, hvor der star "syntetiske
egenvektorer".







Supplerende opgaver

C° er mengden af alle reelle, kontinuerte funktioner. Der

er givet fglgende mangder

F, = { fec® | £(1) = 0 }
F, = { fec® | £(0) =1 }
F; = { feCc’ | £(0) = O A £(1) = 0 }

Afger da hvilke af disse mangder, der er underrum i c°.

P, er mengden af alle reelle polynomier af hg¢jst tredie

grad. Idet p' betyder den afledede af p, defineres fglgende

mengder A
Q, = { Qq€P; | q@'(t) - 2q(t) = t° )
0, = { Q€P; | tq'(t) - 2g(t) = 0 }
0, = { g€P, | t%q"(%t) - 2tq'(t) + 2q(t) = O }
0, = { g€P, | t¥q"(t) - 2tq'(t) + 3q(t) = 0 }

Afger da hvilke af disse mangder, der vil vare underrum i
P,. Bestem endvidere samtlige de polynomier,'som tilhgrer

mengden Q, henholdsvis mangden Q,.

C? er mengden af alle reelle, p gangé'(kontinuerte;) diffe-

rentiable funktioner. Idet f' betyder den afledede af f, de-

fineres fplgende mangder

G, = { fec' | £' + af = 0 }
G, = { fec' | £' + £2 =0}
G, = { f€C®* | £" + af' + bf = 0 }

hvor a og b er reelle tal. Afg¢r da hvilke af disse mang-

der, der vil vare underrum i C@.

En kvadratisk matrix A kaldes skav-symmetrisk, hvis det

gelder at AT = -A. ‘ 4

a. Vis, at ethvert diagonalelement i en skav-symmetrisk
matrix vil Q&re 0.

b. Nedskriv en 3x3 skav-symmetrisk matrix.

c. Vis, at safremt en matfix skal vaere bade symmetrisk

og skav-symmetrisk, md den vere O-maticen.



d. Vis, at enhver kvadratisk matrix kan skrives som sum
af en symmetrisk og en skav-symmetrisk matrix.

1 0 0 1
E(1,2)" :

0 o 0 o

0 o 0 o
E(2,2)

1 0 0o 1

Vis da, at E(i,j)-E(j,k) = E(i,k) for alle i,j,k =1,2

og at E(i,j)-E(k,1) =0, hvis i,j,k,1 = 1,2 og j #+ k.
Vis derpd, at enhver reel 2x2-matrix pd entydig made kan

Der er givet matricerne

E(1,1)

E(2,1)

skrives som linearkombination af disse fire matricer.
M, , betegner m&ngden af alle reelle 2x2-matricer. Vis, at

M, , er et vektorrum, og fastlag rummets dimension.

Fastlag samtlige reelle 2x2-matricer B, der vil kommutere

med matricen }
1 2
A =
3 4

(dvs AB = BA). Vis, at mengden af sddanne matricer B vil

vere et underrum i M, ,, og bestem underrummets dimension.

Vi skal nu generalisere opgave 5 til nxn-matricer. Saledes

stdr E(i,j) for den nxn-matrix, der har 1 pad den i, j-te

plads og O pd alle ¢vrige pladser. Godtger da, at
E(i,j)+E(k,1) = & ,°E(4i,1)

hvor i,j,k,1 =1,2,++-,n (6;, =1 for j = k og ellers = 0).

Idet M, , betegner mangden af alle reelle nxn-matricer, skal

det vises, at M, , er et vektorrum, og bestem rummets dimen-

n,n

sion.

U, . betegner mzngden af alle reelle, ¢vre nxn-trekantmatri-
cer. Godtger, at U, , er et underrum i M, ,, og bestem dimen-
sionen af U, ,. Tilsvarende betegner S, A m&ngden af alle re-
elle, symmetriske nxn-matricer og T,, me&ngden af alle de
skev-symmetriske. Vis, at savel S, som T,, er underrum i

M, ., og bestem rummenes dimensioner.



10.

11.

12.

13.

14.

Idet P, er mengden af alle reelle polynomier af h¢jst anden
grad betragtes de fire polynomier
Do(t) = 2t + t ,  py(t)
p.(t) = -t + t + 1, ps(t)
Vis, at disse fire er lineart afhangige og bestem et line-

t2
-t -1

2rt uafhengigt sat af tre af disse polynomier.
Vis endelig, at ethvert element i P, kan skrlves som line-

arkombination af disse tre polynomier.

Man betragter vektorrummet C* over C. Der er givet fglgende

sat af.vektorer

sl = { (11010); (Ollli);(llil—l) }
Sz = { (ll—lli); (i,O,l); (ollli) }
S3 = { (ilili); (1111_1); (11110) }

Afger da hvilke af disse mangder, der lineart uafhazngige,
og bestem koordinaterne til vektoren (1,2i,-3) med hénSyn
til s,. ' '

Vis, at hvert af fplgende sat af polynomier i P, (rummet af
alle reelle polynomier af grad < 3) vil udge¢re en basis for
.. o :
{1, 1 +¢t, t+ 1t t2+ ¢t}
{1, 1+t 14 t2, 1 + £}
og fastlag koordinaterne til polynomiet p(t) = t> - t? i
forhold til hver af baserne. '

Betragt vektorrummet C' over R. Hvilken dimension har dette

vektorrum (se tillige kapitel 3 opgave 24).

Los ligningssystemet
3 -1 0 O
-1 3 -1 0
0 -1 3 -1
0 0 -1 3,

€ N < X
- O N P

Angiv for hver vardi af det reelle tal a mengden af

lpsninger til lighingssystemet



15.

16.

17.

18.

L

X + z + aw
X+ Yy + z =

Yy +2z2 - W

X +Y - W

Bestem det reelle tal b sdledes, at ligningssystemet
X - y+ z+ w=1
y+ z+ w=20
b+ 4
1
har mindst en l¢sning, og fastlag for hvert sadant b

-X + y - 4z + 5w

2x - 2y + 5z + bw
samtlige l¢sninger til systemet.

Der er givet matricen

"1 1 1 0

2 1 0 1

-3 -2 -1 -1

-4 -3 -2 -1
pestem sdvel rzkke- som spjlerang for matricen B. Betegner
M en matrix pd trappeform, som er rakkeazkvivalent med B,
skal man udregne B? og M?. Vil disse to matricer have samme

rakkerang?

Angiv en basis for lg¢gsningsrummet for ligningssystemet

x + 2y - 3z =0 -x - 2y + 3z = 0
4x + 8y - 12z = 0 X - y + 5z =0,
og bestem de talszt (b,,b,,b;,b,) € R' for hvilke lignings-
systemet
X + 2y - 3z = b, -x - 2y + 3z = b,
4x + 8y + 12z = b, X - y + 5z = Db,

har mindst én l¢sning.

Bestem det reelle tal b sdledes at ligningssystemet
3
4
2Xx - 5y + 4z - w = Db

4x - 5y - 2z + 3w

3x - 3y - 5z + 4w

har mindst én l¢sning. Bestem den fuldstandige l¢sning til



19.

20.

21.

22.

23.

ligningssystemet med dette valg af b.

Bestem den fuldstandige l¢sning til ligningssystemet
X, + 2%, + 3x; + 4x, + 5%; = 1
2x, + 3%, + 4%, + 5%, + X5 = 2

3x, + 4%, + 5x; + 5x, + 2x5 = 3.

Der er givet matricen

/2 1 0 -1
i 1 1 -1 1
A = |
0 1 1 0
1 1 -2 2
og bestem l¢sningsmengden til ligningssystemet Ax = 0.

Fastlag derpa vektoren b, saledes at 1igningssysteﬁet
Ax = b har mindst én lg¢sning. ‘
Idet R;ef rummet af alle reelle polynomier af.hijt tredie
grad, defineres Qperatorérne Q,, 0;: P3';> P, ved
CQp(t) = t?p"(t) - 2tp'(t) + 2p(t)
Q,p(t) = t?p"(t) - 2tp'(t) + 3p(t)
for alle reelle t. Bestem nulrum og billedrum for begge

. operatorer. |

3

Idet C* betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, er de to differentialoperatorer
Ly, L,z C* -> C% givet ved ' |
' L,f = £" + 4f' + 3f
L.f = £" + 4f' + 5f.
Bestem en basis for hver af nulrumﬁené N(L,) og N(L,), nar
det oplyses, at funktionen ¢: t -> e** for paésendé valg af
a € C vil tilh¢re nulrummet. Hvad bliver nulrummenes dimen-

sion?

Nar M, ; er rummet af alle reelle 3x3-matricer, defineres en
line®r afbildning f:M,, -> M;, ved, at £(X) = M:X, idet

matricen M er fastlagt ved
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25.

26.

27.

1 0 1

M = 1 -1 0

] o 1 1
Bestem nulrum og billedrum for afbildningen f.

Lad de linezre afbildninger f: R* -> R* og g: R* -> R? i en

passende valgt basis vare .givet ved matricerne

1 2 1
3 1 -2 ‘5 2 -5 -1
A= B =
2 2 0 3 2 -5 1
1 2 1

Vis, at B(f) = N(g).

C® er rummet af alle reelle, vilkdrligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: C” -> C” er for
alle tal a, b € R givet ved
Lf = £" + af' + bf.
Bestem tallene a og b, ndr funktionerne
b(t) = e og ¢ (t) = e
er basis for nulrummet N(L). Bestem tillige en basis for

nulrummet, hvis a = 7 og b = 10.

Fastlag det reelle tal a, sdledes at matricen

1 0 1
2 1 3
0 5 a

vil have egenvardien -1.

Lad A, . betegne matricen

's 1 0
1 -3 1
0 1 t

Bestem tallene s og t, nar vektoren (1,1,1) er egenvektor
for matricen A, ., find derpd samtlige egenvardier for ma-
tricen. Er det muligt at bestemme en basis for R’ af egen-
vektorer for matricen?



28. Bestem samtlige egenvardier til matricen

2 1 -1
B = 1 1 -1
1 1 0

og bestem de tilh¢rende egenvektorer. Kan man fastlzgge en
basis af egenvektorer for B?

29. Der er givet en linear afbildning L: C® -> C% ved
Lf = £" + 4f' + f.
Vis, at funktionen ¢(t) = te ?* tilhg¢rer egenrummet svarende

til egenverdien -3, og bestem derpa en basis for dette rum.

30. Bestem det reelle tal s sdledes, at matricen

2 s -1
-1 1 0
(] 0 1

har egenvardien -1. Bestem i dette tilfelde alle egenvardi-

er og egenvektorer. Kan matricen diagonaliseres?
31. En linear afbildning f: R' -> R' er i den sadvanlige basis
givet ved matricen
-2 2 1 0o

rastlag en basis for R, som bestdr udelukkende af egen-

vektorer for f.
Opgavesat A:

A 1. Angiv for alle talpar (a,b) € R® antallet af lg¢sninger til

ligningssystemet
X -y + 2z - 2w = -1
X + 2z ~ w =
Yy + z + 2w = a .
X + y- z +bw-= 1

og lg¢s derpd ligningssystemet for (a,b) = (3,2).




Der er givet matricen

-2 0 0 -3

) -1 2 o -3
A = I

1 0 2 3

0 0 0 3

Vis, at A ikke kan diagonaliseres.

Vis dernast, at A- ved- et passende basisskifte kan bringes

pd jordans normalform.

Benyt fx dette til at 1l¢se differentialligningssystemet
f'(t) = Rf(t),

med £(0) = (1,1,1,1)".

Idet C* er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte diffe-
rentiable funktioner, defineres en operator L: C” -> C” ved
Lf = (D® + aD + bD°)f
hvor a, b € R. Bestem a og b sdledes at funktionen
a: t -> te?
er egenfunktion for L svarende til egenvardien 8, og fast-
l:2g endelig en basis for egenrummet for L svarende til

egenvardien 8.

Lad U og V betegne henholdsvis nulrum og billedrum for en
lineer afbildning g af R* ind i sig selv fastlagt ved ma-

tricen
1 1 -1 0
0 2 o -1
5 3 -5 1
2 4 -2 -1

Angiv en basis for hvert af rummene U, V og U lV. Fastlag
pad denne baggrund en basis for billedrummet for g°.

Opgavesat B:

B 1.

C” er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner. Vis, at funktionen

a: t -> tcost
tilh¢rer nulrummet for operatoren L: C* -> C* givet ved




Df = (D* + 2D? + D°)f,
og fastleg herefter en basis for nulrummet. Fastlag tillige
en basis for egenfummet svarende til egenvardien 1.

Lad A vere matricen givet ved '
1 223 4 5
('5 4 3 2 ].)
og lad £ og g vare de linezre afbildninger svarende til
henholdsvis A og A'.
Bestem ortogonale baser for nulrummet for f - N(f) - og for

billedrummet for g - B(g). Vis, at disse to baser udge¢r en
ortogonal basis for R°.

Lad B betegne matricen

a 1 O_‘
B =11 b 1.
0O 1 ¢ S

hvor (a,b,c) er et sat af komplekse tal, hvorom det galder,
at (1,1,1) er en‘egenvektor for B. Find samtlige egenvar-
dier for B.

Afger hvorndr B er reguler, og vis, at nulrummet i modsat
fald har dimension 1.

Begruhd, at enhver basis bestdende af egenvektorer vil vare

ortogonal, hvis a, b og c er reelle tal.

De to matricer V og U er givet ved

O 1 0 O 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1
vV = U =
0O 0 o0 1 O 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
Bevis, at U =V + V? + V, vt = vt =0
og UV = VU = U - V.,
Saztter vi A, = E + tV og B, = E + tU

vis da, at B;,? = A,.
Vvis endelig, at det for alle reelle t # O galder, at A, er
jordads normalform for B,, og bestem en matrix S,, sa

B, = S,A;S,. .

9



Opgavesat C:

Cc 1.

De lineare afbildninger f,g: R* -> R* er i en passende
valgt basis givet ved matricerne

1 2 -1 -2 3 3 3 2

4 7 5 -10 0 3 3 1

~3 -5 -6 8 4 5 5 3

-3 -6 3 6 1 -1 -1 0
vis, at B(f) = N(g) og at B(g) Nl N(£f) = {0}, og bestem

B(gf) og B(fg).

vilkarligt ofte

differentiable funktioner, defineres for alle reelle talpar

Idet C® betegner rummet af alle reelle,
(a,b) en lineare operator L: C¥ -> C* ved

Lf = (D® + aD + bD)f.
Fastleg talparret (a,b), sdledes at funktionen

B: t -> e *cos2t
tilh¢rer nulrummet for L.
Sestem derpd en basis for nulrummet, samt en basis for
egenrummet svarende til egenverdien -10.
Vis, at matricen

-4 -1 1 2

1 -2 0O -1
-1 0 -2 1
0 -1 1 -2

vil have det karakteristiske polynomium

p(p) = (n + 4)(p + 2)°,
og vis tillige, at egenrummet svarende til egenvardien -2
vil have dimension 2.
Foretag derpd et basisskifte, sdledes at matricen A vil
transformere til en jordanmatrix, og benyt fx dette til at
bestemme l¢sningen til differentialligningssystemet
£'(t) = Af(t), hvor £(0) = (0,1,2,0)".
P,[-1,1] er vektorrummet bestdende af alle reelle polynomi-

er af hgjst 3. grad givet pa intervallet [-1,1]. Pa dette

10
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Idet Ce befegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres en line®r operator
L: C* -> C% ved

Lg = (D} - 3D + 2D%)g.
Fastlag en basis for nulrummet for L.
Funktionen a: t -> te* tilhg¢rer et egenrum for L.
Bestem den tilhgrende egenvardi samt en basis for egen-

rummet.

" Den lineare‘afbildning F: R* -> R* er 1 den sadvanlige basis

givet ved matricen

1 0O O 3
2 1 -3 0
0 -3 1 -2

3 0 0 1
Vis, at afbildningen F vil have det karakteristiske poly-
nomium ' p(A) = (A - 4)3(N + 2)2
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Fastlag endelig en basis i R*, sdledes at den til F sva-

rende matrix i denne ‘basis vil vaere pd Jordans normalform.
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rum defineres det indre pfodukt
1
@ = | p(t)q(t)dt.

Féstlag en ortogonal basis'for ﬁhderfgmmet
0 = { pEP; | p(1) = O A p(-1) = O }.

Beskriv dernast de polynomier, der tilh¢rer Q1 (det orto-
gonale komplement til Q) og vis, at polynomierne

a(t) = 5t% - 1 , B(t) = 7t - 3t
er en ortogonal basis for Q.
De ortogonale baser i Q og Q! valges nu som basis for P,.
Bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

' p(t) = t2 + 3.

Opgavesat D:

D 1.

Lad U og V vere nulrum og billedrum for den lineare af-
bildning f: R* -> R', der er fastlagt ved matricen

1 2 0 3°

o 1 1 1

-1 0 2 -1

1 -2 -4 -1
Angiv en parameterfremstilling for hvert af rummene U, V og
Ul v, og fastlag endelig billedrummet for afbildningen f°.

P,[~1,1] er vektorrummet bestdende af alle reelle polynomi-
er af hgpjst 2. grad givet pd intervallet [-1,1]. P4 dette
rum defineres det indre produkt .

.2 = [p(t)a(t)at.

Med Q betegnes det underrum, der udspzndes af polynomierne
a(t) =t + 1 , B(t) = t% - t.

Vis, at {{ a, B } er en ortogonal basis for Q.

Bestem derpd en basis for det ortogonale komplement til Q -
kaldet QL.

Man valger nu disse baser for Q og Ql som basis for hele
P,, og bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

p(t) = £ - 3.
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