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I forste del af afhandlingen praesenteres en samlet fremstilling og analyse af ikke-
linezer programmerings fremkomst og etablering som matematisk forskningsom-
rade. Der argumenteres for, at fremkomsten af dualitetsseetningen i linezer pro-
grammering sndrede linezr programmerings videnskabelige status fra at veere en
matematisk model til lgsning af et praktisk problem i det amerikanske luftvaben
til at blive et matematisk, interessant forskningsomrade. Der argumenteres endvi-
dere for, at dette ‘statusskift’ i forening med finansiel stgtte fra det amerikanske
militeer gennem Office of Naval Research var en afggrende faktor for Kuhns og
Tuckers udvikling af ikke-linezer programmering. Derudover analyseres og disku-
teres operationsanalysens -og militeerets- betydning for etableringen af ikke-linezer
programmering som matematisk disciplin. Den matematikhistoriske baggrund for
fremkomsten af dualitetss®tningen i linezer programmering undersgges, og i den
forbindelse analyseres udviklingen i John von Neumanns forstéelse af minimaxszet-
ningen for to-personers nulsum spil og de skiftende sammenhznge, den dukker op i
fra 1928 til 1944. Der indgér ogs4 en analyse af Emile Borels spilteoretiske arbejder.

I anden del af afhandlingen undersgges det multiple aspekt af Kuhn-Tuckers
sztning i ikke-linezr programmering. Dette aspekt dukker op, fordi man i sekun-
deerlitteraturen kan laese at Kuhn-Tuckers s®tning tidligere var blevet udledt af
Ostrogradsky og Farkas i slutningen af 1800-tallet samt i nyere tid af W. Karush
i 1939 og F. John i 1948. I dag tilskrives Kuhn-Tuckers sztning til Karush og til-
dels ogsa til John. De historiske kendsgerninger er, at Karushs arbejde aldrig blev
publiceret, mens Johns fgrst blev afvist af Duke Mathematics Journal for derefter
at blive publiceret i 1948 i et festskrift. Mit formal med at inddrage et aspekt af
multiple opdagelser var at forsti baggrunden for den historiske kendsgerning, at
et matematisk resultat pa et givet tidspunkt og i en given sammenhang kan give
anledning til et nyt matematisk forskningsomrade; mens et tilsvarende resultat,
der af samtidige fagfolk opfattes som samme resultat, udviklet p& nzesten samme
tidspunkt men i en anden sammenhzng ikke udlgste nogen reaktion. Min under-
sggelse af Karushs, Johns og Kuhns og Tuckers arbejder, samt de kontekster de
blev til i, munder ud i en konklusion om, at den faglige kontekst -og i visse tilfaelde
ogsé den sociologiske kontekst- havde stor betydning for de forskellige resultaters
status. Der peges p4 sddanne kontekstbetragtninger som analyseredskaber for ma-
tematikhistoriske undersggelser.
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Kapitel 1

Indledning

Personllig motivation

Min interesse for ikke-linezer programmering gar tilbage til foraret 1994, hvor
jeg fulgte et kursus i emnet!.

Der var specielt tre forhold, der vakte min historiske interesse. Det ene
er den omsteendighed, at teoriens hovedsatning, Kuhn-Tuckers setning, som
Harold W. Kuhn og Albert W. Tucker beviste i 1950 i artiklen Nonlinear
Programming [Kuhn og Tucker, 1950], var blevet bevist to gange tidligere:
Fgrste gang i 1939 i en master’s athandling af William Karush, som studerede
ved University of Chicago [Karush, 1939], og anden gang i 1948 af Fritz John
i en artikel, som blev afvist af Duke Mathematics Journal, men som senere
blev publiceret i en samling af essays i forbindelse med Richard Courants
60 &rs fpdselsdag [John, 1948]. Der var siledes tale om tre beviser for den
samme seetning udledt inden for en periode pd 11 ar. De tre beviser blev
modtaget vidt forskelligt: Karushs blev aldrig publiceret, Fritz Johns blev
forst afvist, og da det blev publiceret, udlgste det ikke nogen reaktion, men
blot 2 &r senere opstod der med Kuhns og Tuckers bevis et nyt matematisk
forskningsomrade. I den forbindelse opstér der adskillige interessante mate-
matikhistoriske spgrgsmél: Hvorfor var det fgrst tredje gang, at szetningen
gav anledning til starten pa en matematisk teori og et nyt matematisk forsk-

1Ved et ikke-linezert programmeringsproblem forsts folgende problem:

Minimer f(z)
under bibetingelserne gi(z) <0 fori=1,...,m
z€ X,
hvor funktionerne f, g1,. .., gm er funktioner defineret pA R”, X er en delmaengde af R",
og z er en n-dimensional vektor (zi,...,z,).

1




2 Indledning

ningsomréade? Eller, hvad der maske er mere interessant: Hvorfor opstod der
overhovedet en selvstzendig matematisk teori om ikke-linezer programmering?
I hvilken grad var det det samme, der blev bevist i de tre tilfeelde? Hvad var
baggrunden for udviklingen af setningen i de tre tilfselde?

Det andet, som vakte min historiske nysgerrighed, var spgrgsmalet om
Kuhns og Tuckers motivation, hvor kom dette ‘ikke-linezere programmerings-
problem’ fra? I fglge Kuhn var det et gnske om at udvide dualitetssaetningen
for lineeer programmering? til det kvadratiske tilfzelde, der var baggrunden
for det arbejde, der fgrte til udviklingen af Kuhn-Tuckers szetning i 1950
og dermed ikke-linezer programmering [Kuhn, 1991, s.92]. Hvor kom dua-
litetsseetningen i linezr programmering fra? Og hvilken betydning fik den
for fremkomsten af ikke-lineser programmering. Hvad var drivkrafterne og
historien bag ikke-linezer programmerings fremkomst?

Den tredje omstzendighed, som fangede min interesse, var at det ame-
rikanske militeer tilsyneladende havde haft indflydelse pa teoriens opstaen.
Kuhns og Tuckers fgrste arbejde med ikke-linezer programmering foregik in-
den for rammerne af et forskningsprojekt, der var stgttet af Office of Naval
Research (ONR). Hvilken form for indflydelse var der tale om? Var den pa
nogen méade afggrende for teoriens opstéen?

Videnskabelig motivering

En matematikhistorisk undersggelse med udgangspunkt i ovenstiende
sporgsmal kan belyse spgrgsmalet om, hvordan en given matematisk teori
(i dette tilfeelde ikke-lineser programmering) konkret historisk er opstaet.
Dertil kommer, at den vil veere et bidrag til den nyere matematikhistorie,
som er mangelfuldt beskrevet. Det 20. drhundrede er et stort forskningsfelt 1
de gvrige naturvidenskabers historie som f.eks fysikhistorie og biologihistorie,
men er steerkt underudviklet inden for matematikhistorien.

Derudover vil et sddan matematikhistorisk studium, ogsa kunne kaste lys
over hvilke mekanismer, der kan veere styrende for fremkomsten af et nyt ma-
tematisk forskningsomréde. Dertil kommer, at en sddan undersggelse 1 dette

2Et linezert programmeringsproblem kan beskrives som et ikke-linezrt programmerings-
problem, hvor bidde den funktion, der skal optimeres, samt de funktioner, der beskriver
bibetingelserne, er linezre funktioner. Til et linexrt programmeringsproblem kan man
formulere et andet linezert programmeringsproblem ud fra de samme data. Dette problem
kaldes det duale problem. Er det oprindelige problem, ogs4 kaldet det primale problem, et
minimeringsproblem er det duale et maksimeringsproblem. Dualitetssatningen for lineser
programmering siger: Hvis det primale (duale) problem har en endelig, optimal lgsning
s& har det duale (primale) problem ogsa en endelig, optimal lgsning, og i s& fald er de
optimale vaerdier for det primale hhv. duale problem ens.




Problemformulering 3

tilfeelde vil kunne belyse matematikkens udvikling i samspil med indflydelse
fra det omgivende samfund og dermed bidrage til en gget forstéelse af, at
matematik er indlejret i en offentlighed, der stgtter matematisk aktivitet,
samt veere med til at afklare hvilken indflydelse dette kan have pa matema-
tikkens udvikling. Endelig vil en matematikhistorisk analyse og diskussion af
de forskellige udgaver af Kuhn-Tuckers setning bidrage til den del af viden-
skabsteorien, der behandler fanomenet multiple opdagelser®. Den kan give
et perspektiv pa disse teoriers anvendelighed p& matematik, samt pege p3
yderligere eller andre aspekter, som det kan veere nyttigt at betragte og di-
skutere multiple opdagelser i matematik udfra med henblik p& at opnd en
dybere forstéelse af matematikkens udvikling.

Problemformulering

Med baggrund i ovenstédende personlige og videnskabelige motivering har jeg
opstillet fglgende mere konkrete problemstillinger, som har veeret styrende
for det arbejde, der ligger til grund for denne afhandling:

Problemstilling 1:

Hvad er den matematikhistoriske baggrund for dualitetsetnin-
gen 1 linezer programmering, og hvilken betydning havde den for
udviklingen af ikke-lineeer programmering?

En anden af afhandlingens centrale problemstillinger er multipel opdagelses

aspektet. Ole I. Franksen skiver i sin artikel Irreversibility by Inequality Con-

straints Part III: Towards Mathematical Programming fglgende om Kuhn-
Tuckers setning:

... Cournot and Ostrogradsky ... created from Fouriers Inequa-
lity a theorem independently reestablished in 1950 by H. W. Kuhn
and A. W. Tucker. [Franksen, 1985111, 5.338]

Tilsyneladende var Kuhn-Tuckers sztning siledes blevet bevist ikke blot de
to gange af Karush hhv. Fritz John i nyere tid, men allerede i 1827 skulle
Cournot have formuleret sztningen og 1 1834 Ostrogradsky. Det fgrte til
fglgende problemstilling:

3Jeg har oversat den engelske betegnelse multiple discoveries med multiple opdagelser.



4 Indledning

Problemstilling 2:

I hvilken grad var det den samme sztning, som Cournot, Ostro-
gradsky, Karush, Fritz John samt Kuhn og Tucker havde udvik-
let? Hvorfor gav de tidligere fremstillinger af resultatet ikke anled-
ning til et nyt matematisk forskningsomrade? Hvorfor gav Kuhns
og Tuckers resultat anledning til et nyt matematisk forsknings-
omrade? Hvilke specielle omstzndigheder var til stede i Kuhns
og Tuckers tilfzelde?

Den tredje problemstilling omhandler det faktum, at Kunhs og Tuckers ar-
bejde med udviklingen af Kuhn-Tuckers setning, og dermed ikke-linezer pro-
grammering, blev udfgrt under kontrakt med Office of Naval Research, samt
den kendsgerning, at lineser programmering udsprang af et forsgg pa at lgse
et praktisk problem inden for det amerikanske luftviben. Spgrgsmaélet lyder
kort og godt:

Problemstilling 3:

Hvilken rolle spillede militeeret for, og hvilken indflydelse havde
det pa, fremkomsten af ikke-linezer programmering som matema-
tisk forskningsomrade.

Dertil kommer spgrgsmalet:

Problemsﬁlling 4:

Hvad var drivkrafterne bag ikke-linezer programmerings frem-
komst og etablering som matematisk forskningsomrade?

Metodeovervejelser og afgraensning

Jeg har kaldt denne ph.d.-afhandling for En kontekstualiseret matematikhi-
storisk analyse af ikke-linecer programmering: udviklingshistorie og multipel
opdagelse. Med denne titel vil jeg henlede opmaerksomheden pa flere forhold:

For det fgrste, at jeg har bestrzebt mig p4 at anvende en kontekstuel me-
tode i min tilgang til problemstillingerne. Jeg har siledes forsggt at analysere
og fortolke materialet ud fra forskellige kontekster. Jeg skelner mellem to be-
tydninger af ordet ‘kontekst’. Den ene betegner den matematiske kontekst.
Inden for den matematiske kontekst taler jeg om ‘ren matematisk indhold’ og
‘den faglige kontekst’. Ved en sztnings ‘rent matematiske indhold’ forstar jeg
en satnings matematiske betydning betragtet isoleret fra den matematiske




Metodeovervejelser og afgraensning 5

sammenhzng, den oprindeligt blev udviklet i. Nar jeg taler om den faglige
kontekst, eller den matematikfaglige kontekst refererer jeg til den betydning
af ordet, der dakker over den matematiske sammenhang en matematisk
seetning optreeder i. Den matematiske kontekst knytter sig saledes internt til
fagomradet. Den anden betydning af ordet gar p4 sammenhenge, der er eks-
terne i forhold til det matematiske fagomrade, altsd sammenhange der ikke
referer direkte til et specifikt matematisk omréde, disciplin eller teori. Det
kan veere samfundsmeessige sammenhaenge, sociale og institutionelle, og det
kan vezre sammenhange med andre videnskabelige fagomréader. Der er mange
eksterne kontekster, og jeg har begraenset mig til at behandle aspekter af den
militeere indflydelse samt inddrage institutionelle forhold. Jeg vil saledes ikke
komme ind pa algoritmeudviklingens historie. Jeg vil heller ikke optraevie den
gkonomihistoriske side af sagen, ligesom jeg heller ikke vil behandle historien
om teoriens anvendelser®.

For det andet at afhandlingen falder i to dele. Den ene del har jeg givet
overskriften ‘udviklingshistorie’, og heri er prasenteret en analyse, fortolk-
ning og diskussion af historien bag ikke-linezr programmerings fremkomst
og etablering som matematisk disciplin med de dele af de opstillede problem-
stillinger, der refererer hertil, som udgangspunkt og styringsredskab. I denne
del af afhandlingen har sigtet saledes veeret at ‘skrive matematikhistorie’, og
ikke at benytte eller teste en videnskabsteoretisk eller -sociologisk teori for
matematikkens udvikling. I anden del af afhandlingen behandler jeg multipel
opdagelses aspektet af Kuhn-Tuckers satning. Inden jeg startede projektet,
havde jeg forventet, at den historiske analyse af de forskellige beviser for (og
formuleringer af) Kuhn-Tuckers setning ville afslgre, at det historisk set slet
ikke drejede sig om samme resultat, og at multipel opdagelses aspektet blot
var et resultat af wiggish eller anakronistisk historieskrivning [Kragh, 1987,
s.89]. Det vil sige en historieskrivning, hvor de historiske videnskabelige kil-
der analyseres ud fra den viden, man i dag besidder inden for omradet. Det
viste sig dog, at det ikke forholdt sig helt s simpelt, hvilket farte til, at jeg
diskuterede det multiple aspekt af seetningerne i forhold til ‘ren matematisk
indhold’ og den matematikfaglige kontekst. I denne del inddrager jeg ogsa
forskellige videnskabssociologiske teorier for multiple opdagelser i naturvi-
denskaberne og diskuterer, i hvilken grad de kan veere med til at belyse de
rejste spgrgsmal i1 problemstilling 2. I diskussionen inddrager jeg ogsa 1 visse
tilfeelde sociologiske kontekster af lokal hhv. global karakter®.

4Disse forhold har alle haft indflydelse pa ikke-linezer programmerings historiske udvik-
ling, og inddragelse af disse vil uden tvivl kaste nyt lys over ikke-linezr programmerings
historie, men i et tre 4rigt ph.d. forlgb har jeg ikke kunnet finde tid til at foretage grundige
analyser af disse aspekter.

De sociologiske konteksters betydning for et matematisk resultats betydning og ud-
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Nye bidrag til det matematikhistoriske forsk-
ningsfelt

Mit arbejde med fgrste del af athandlingen har givet anledning til fglgende
nye bidrag til det matematikhistoriske forskningsfelt:

En samlet fremstilling og analyse af ikke-linezr programmerings
fremkomst og etablering som matematisk forskningsomréde. Her-
under en analyse og diskussion af linezer programmerings over-
gang fra at veere en lgsningsmodel til et praktisk problem til at
blive et matematisk interessant forskningsomrade. Karakterise-
ringen af et sddan skift i lineser programmerings videnskabelige
status samt analysen af betydningen heraf for ikke-linezer pro-
grammerings opstaden er ikke tidligere hverken diskuteret eller
antydet 1 litteraturen.

Betydningen af det amerikanske militeers indflydelse, gennem Of-
fice of Naval Research’s matematikprogram, pad udviklingen af
ikke-linezer programmering som matematisk forskningsomrade er
ikke tidligere blevet analyseret og diskuteret i matematikhisto-
rien. Det samme ggr sig geldende for operationsanalysens rolle
i etableringen af ikke-linezer programmering. Analyserne af ikke-
lineeer programmerings historie ud fra disse to vinkler repraesen-
terer nye bidrag til det 20. arhundredes matematikhistorie.

Det er velkendt, at Werner Fenchel udledte det fgrste dualitetsbe-
greb for ikke-linezr programmering, men den historiske baggrund
herfor er ikke tidligere blevet undersggt. Min matematikhistoriske
analyse og fremstilling af denne udvikling, samt diskussionen af
betydningen af ONR’s matematikprogram herfor, er derfor nyt i
matematikkens historie.

Min karakterisering af linezer programmerings skift i videnskabe-
lig status udleder jeg som konsekvens af udviklingen af dualitets-
szetningen i linezer programmering. Min beskrivelse og analyse af
historien bag denne dualitetssztning indeholder en matematikhi-
storisk analyse af John von Neumanns udvikling af minimaxseet-
ningen i to-personers nulsum spil. Spilteoriens historie og dermed
ogséd von Neumanns bidrag har veeret genstand for en del inter-
esse specielt inden for de sidste 10 ar, men ogsa tidligere bidrag

bredelse er ikke fuldstzndigt behandlet. En fuldsteendig behandling af disse forhold ligger
uden for tidsrammerne i hervaerende ph.d. projekt.
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findes.® Af disse er Kuhn og Tucker de eneste, der behandler den
tekniske side af von Neumanns bevis, men de giver ikke en histo-
risk analyse af von Neumanns udvikling af minimaxsaetningen.
Min analyse af udviklingen i von Neumanns forstielse gennem
tiden (fra 1928 til 1944) af de forskellige kontekster minimaxsaet-
ningen dukker op i viser, at von Neumanns erkendelse af mini-
maxszetningens sammenheang med fixpunktssaetninger og linezere
ulighedssystemer 1 modsatning til det indtryk der ellers gives i
sekundeerlitteraturen, ikke var tilstede i hans fgrste bevis fra 1928
men var en gradvis proces.

Mit arbejde med anden del af afhandlingen leder frem til en diskussion af
den faglige konteksts betydning for et matematisk resultats anerkendelse og
udbredelse. En sddan diskussion er jeg ikke stgdt pd i matematikhistorielit-
teraturen.”

Kilder

Ikke-lineser programmerings historie er ikke fuldsteendig fraveerende i mate-
matikhistorielitteraturen. Det vigtigste bidrag er et essay af Kuhn selv, hvori
han fortezeller om ikke-lineser programmerings historie baseret pa erindrin-
ger men ogsd pd leesning af historiske kilder og korte brevvekslinger med
Karush og John [Kuhn, 1976, 1991]%. Kuhns essay indeholder nyttige histo-
riske oplysninger og interessante personlige erindringer om kontakt mellem
de involverede parter. I den forstand er dette essay selv et historisk doku-
ment. Betragtet som matematikhistorie er det hovedsageligt en internalistisk
fremstilling, og den indeholder ingen analyser og diskussioner. Kuhn har f.eks
ingen overvejelser over betydningen af den militzere indflydelse, han bemezer-
ker blot i en parentes, at arbejdet stgttes af ONR. Han ggr opmaerksom pa,
at motivationen bag Karushs, Johns og Kuhns og Tuckers arbejder var for-
skellige, men der er ingen diskussion af forskellene mellem deres arbejder,
og hvilken betydning det havde for den historiske udvikling. Han diskuterer

8Se [Kuhn og Tucker, 1958], [Heims, 1980], [Ingrac og Israel, 1990], [Mirowski, 1991,
1992], [Leonard, 1992, 1995], [Dell’Aglio, 1995].

TA. Rupert Hall bergrer problemfeltet i sine afsluttende kommentarer til Newton-
Leibniz debatten i bogen Philosophers at War [Hall, 1980]. Skuli Sigurdsson forfglger Halls
opleeg i en artikel fra 1992, hvori han argumenterer for, at &kvivalensen mellem Newtons
og Leibnizs udviklinger af differentialregningen bryder sammen, n&r man erkender, at
de forkellige formalismer, teorierne er formuleret i, peger frem mod forskellige retninger
for videre forskning, og derfor frembringer forskellige former for viden [Sigurdsson, 1992,
s.110]. ‘

8De to udgaver af essayet er nasten identiske.
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‘heller ikke baggrunden for, at Kuhns og Tuckers arbejde kunne lancere et
matematisk forskningsomrade, mens de gvrige udledninger af Kuhn-Tuckers
seetning ikke udlgste nogen reaktion.

Bidrag til ikke-lineer programmerings forhistorie findes i artiklerne
[Grattan-Guiness, 1970, 1994], [Prékopa, 1980], [Franksen, 1985111]. Prékopas
og Franksens artikler giver nyttige historiske oplysninger og tekniske frem-
stillinger af historiske kilder af Fourier, Cournot, Ostrogradsky og Farkas.
Der igennem beskriver de den matematiske sammenhzng mellem problemer
i analytisk mekanik og en udvidelse af Lagranges multiplikatorregel. De for-
tolker disse problemstillinger som optimering under bibetingelser og udleder
pa baggrund heraf Kuhn-Tuckers setning. Men der er ingen analyser af ikke-
lineaer programmerings fremkomst, etablering og udvikling. Grattan-Guiness’
to artikler behandler hovedsageligt linezr programmering, men bergrer ogséa
kort ikke-linezer programmering. Han naevner de tidlige veerker inden for ana-
lytisk mekanik samt Karushs og Johns arbejder, men der er ingen beskrivelser
eller analyser, det har mest karakter af en opremsning af oplysninger. Han
kommenterer for eksempel slet ikke den militeere indflydelse. Der findes en
(upubliceret) ph.d.-athandling af Sonja Brentjes om lineser programmering®.
Den behandler primert linezer programmerings forhistorie og hovedsageligt
den russiske udvikling. Den bergrer ogsa fremkomsten af dualitetsseetningen,
men der er ingen analyser af von Neumanns arbejder.

Afhandlingen bygger hovedsageligt p4 analyser af publiceret materiale i
form af matematiske artikler, tidsskrifter, leerebgger og noter. Dertil kommer
analyser af publicerede erindringer og interviews, samt sekundeerlitteratur
inden for videnskabshistorie og -teori. Der er inddraget upublicerede kilder i
form af curriculum vitae for de vigtigste personer, Karushs brevkorrespond-
ance og master’s afhandling.'® Dertil kommer et personligt interview med H.
W. Kuhn, foretaget pad Princeton University den 23. april 1998. Jeg har ogsa
benyttet upubliceret materiale fra Fenchel Arkivet, Institut for Matematiske
Fag, Kgbenhavns Universitet.

Mit arbejde med besvarelsen af de opstillede problemstillinger er przesen-
teret i denne ph.d.-athandling. Udover at behandle de opstillede problemstil-
linger har jeg ogsa haft et gnske om at fortzlle en historie. Det indebeerer,
at der ind i mellem er beskrivelser, som er mere udfgrlige, end de ville veere,
hvis pointerne var praesenteres i artikelform. Der er korte biografier af de
vigtigste personer, hvilket ogsd begrundes i gnsket om at fortzlle en sam-
menhangende historie. Flere steder er der forholdsvis lange beskrivelser og

9M. Niss har venligst stillet sit eksemplar af afhandlingen til min rédighed. S. Brentjes
takkes for at have sendt mig kopier af noget af sit undersggelsesmateriale.
10Kuhn og Karush takkes for at have stillet dette materiale til min radighed.
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diskussioner af nogle af de matematiske kilder, hvilket skyldes, at de fleste af
mine konklusioner bygger pd analyser af disse. Derudover fungerer de ogsd
som ‘historie-fremstillinger’, idet jeg henvender mig bade til matematikere
og videnskabshistorikere, og iseer matematikere kan have en interesse i at se,
hvordan deres forgeengere oprindeligt greb de matematiske problemstillinger
an. Med samme begrundelse har jeg veeret ‘kildetro’ med hensyn til mate-
matisk notation, idet jeg ikke har uniformiseret den matematiske notation
mellem de forskellige kilder.

Afhandlingens struktur

Del I: kapitel 2 - kapitel 8

I fgrste del af afhandlingen undersgges den historiske baggrund for frem-
komsten af dualitetsseetningen i linezer programmering, dens betydning for
fremkomsten af ikke-lineser programmering, samt udviklingen af ikke-linezer
programmering og dens etablering som matematisk disciplin.

Kapitel 2 og kapitel 3 behandler den matematikhistoriske udvikling af mi-
nimaxsetningen i to-personers nulsumspil, og de forskellige faglige kontekster
seetningen dukker op i. Jeg har lagt hovedveegten pd von Neumanns bear-
bejdelse af minimaxsetningen, og analyserer udviklingen i hans forstaelse
gennem tiden (fra 1928 til 1944) af de mange aspekter af minimaxsaetningen
og dens sammenhzng med forskellige fagomréder inden for ‘ren’ matema-
tik samt anvendelsesomradet matematisk gkonomi. I kapitel 2 er der ogsa
en analyse af Emile Borels arbejder fra 1920’erne med minimaxseetningen i
to-personers nulsum spil. Hans arbejde havde ingen direkte indflydelse pa
fremkomsten af dualitetssaztningen i linezer programmering og kunne derfor
sagtens udelades. Grunden til, at det alligevel er med i athandlingen, er, at
deri 1953 opstod en kort prioritetsdebat mellem von Neumann og den franske
matematiker Fréchet, pa vegne af Borel, om, hvem der skulle tildeles ‘zeren’
for udviklingen af spilteori. Prioritetsspgrgsmalet i sig selv er ikke seerlig
interessant, men de argumenter, der blev benyttet, er til gengeeld meget in-
teressante. Diskussionen heraf bergrer spgrgsmalet om den faglige konteksts
betydning for, hvilken form for ny forskning en matematisk seetning kan pege
frem imod. Dette knytter an til diskussionen om ‘ren matematisk indhold’ i
forhold til indholdet belyst ud fra en matematikfaglig kontekst, som jeg be-
skeeftiger mig med i anden del af afhandlingen. Analysen af Borels tekster er
saledes beskrevet i afhandlingen, fordi min diskussion af prioritetsdebatten i
forhold til Borel og von Neumann illustrerer nogle af de ideer, der ligger til
grund for min konklusion pd anden del af athandlingen. Denne udvikling er
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behandlet som matematikhistorie med veegt p& idéudvikling af matematiske
begreber og satninger, og mit materiale her er hovedsagelig kilder i form af
publicerede matematiske artikler.

I kapitel 4 og kapitel 5 behandles historien bag linezr programmerings
fremkomst i USA efter 2. verdenskrig. Her spillede den amerikanske mobi-
lisering af naturvidenskabsfolk under 2. verdenskrig samt den efterfglgende
finansiering af forskning fra offentlige -hovedsagelig militzere - instanser en
afggrende rolle. Sa, hvor kapitel 2 og kapitel 3 er matematikhistorie med veegt
pa idéudvikling af matematiske begreber og satninger, er kapitel 4 og kapi-
tel 5 en analyse af, hvordan mekanismer i det omgivende samfund fungerede
som styringsredskab og drivkraft for forskningen. I kapitel 4 beskrives ‘fu-
sionen’ mellem militzeret, industrien og universiteterne under 2. verdenskrig
samt den efterfglgende organisering af forskning med offentlig - og det vil
1 dette tilfeelde sige militeer - finansiering efter krigen. Specielt har jeg lagt
veegt pa oprettelsen af Office of Naval Research (ONR), som blev etableret
1 den amerikanske flide kort efter krigens afslutning, fordi det var ONR, der
tog initiativet til at oprette det projekt, som Tuckers og Kuhns arbejde med
ikke-linezer programmering blev udfgrt under. Efter krigen blev George B.
Dantzig ansat i luftvidbnet til at forske i lgsningen af et konkret, logistisk
problem. Dette fgrte i et samspil mellem gkonomisk teori og matematisk mo-
dellering til udviklingen af linezer programmering. I fgrste halvdel af kapitel
5 behandles Dantzigs udvikling af lineser programmering i luftvabnet efter
krigen. Minimaxsaetningen og linezer programmering blev forbundet med hin-
anden ved et mgde mellem Dantzig og John von Neumann i Princeton i 1947.
I anden halvdel af kapitel 5 beskrives og analyseres denne historie med hen-
blik pd de konsekvenser, det fik for linezr programmerings videnskabelige
status.

Office of Naval Research oprettede og finansierede et forskningsprojekt,
der havde til opgave at undersgge forbindelsen mellem linezer programme-
ring og spilteori samt forske i den underliggende matematiske struktur. Tuc-
ker blev leder af dette projekt. I kapitel 6 fortelles historien bag Tuckers
og Kuhns involvering i foretagendet, og deres fgrste arbejde med linezer pro-
grammering og spilteori analyseres. I sidste halvdel af kapitel 6 analyseres
Kuhns og Tuckers artikel om ikke-lineaer programmering, som var det ar-
bejde, der lancerede teorien. Kapitlet afsluttes med en beskrivelse af den
matematiske teoriudvikling for ikke-linezer programmering efter Kuhns og
Tuckers arbejde.

I kapitel 7 diskuteres ikke-linezr programmerings etablering som mate-
matisk disciplin i et sociologisk perspektiv. Operationsanalysens betydning
for etableringen af ikke-linesr programmering analyseres, og den endelige
etablering af feltet beskrives via fremkomsten af lzerebgger, symposier og
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oprettelsen af The Mathematical Programming Society. Kapitel 8 er konklu-
sionen pd fgrste del af afhandlingen.

Del II: kapitel 9 - kapitel 13

Anden del af afhandlingen har multipel opdagelses aspektet som hovedpro-
blemstilling. I kapitel 9 og kapitel 10 leveres en matematikhistorisk analyse af
hhv. William Karushs og Fritz Johns arbejder, idet der leegges vaegt dels pa
den matematiske idéudvikling, dels pa hvilken kontekst de forskellige arbej-
der blev til i. Her dakker begrebet kontekst bade over interne, matematiske
kontekster og mere eksterne, institutionelle kontekster. I kapitel 11 forholder
jeg mig til ikke-lineser programmerings forhistorie, idet jeg diskuterer resul-
taterne i sekundeerlitteraturen i forhold til mine egne analyser. I kapitel 12
diskuterer jeg de forskellige beviser for Kuhn-Tuckers satning ud fra viden-
skabssociologiske teorier for multiple opdagelser i naturvidenskab. I kapitel
13 konkluderes der pa anden del af afhandlingen.
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Ikke-linezser programmering: en
udviklingshistorie
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Kapitel 2

Minimaxsatningen: den tidlige
spilteoris matematiske kerne

Formalet med kapitel 2 og 3 er at fglge det farste af to uafheengige spor, som,
ved John von Neumanns sammenkobling i 1947, banede vejen for opdagelsen
af dualitetsseetningen i linezer programmering. »

Det drejer sig om den matematikhistoriske udvikling af minimaxsaetnin-
gen i to-personers nulsum spil og de forskellige faglige kontekster, setningen
dukkede op i. Hovedvaegten er lagt pa4 von Neumanns bearbejdelse af mi-
nimaxszetningen, idet jeg analyserer udviklingen i hans forstaelse af de for-
skellige aspekter af minimaxsaetningen og dens sammenhang med forskellige
fagomrader inden for ‘ren’ matematik og matematisk gkonomi. Denne frem-
stilling beskriver, hvordan von Neumanns forstielse af minimaxseetningen
udvikledes og modnedes fra hans fgrste bevis i 1928 til 1944, hvor beviset
optradte i en noget anderledes form i von Neumanns og Morgensterns spilte-
oretiske klassiker Theory of Games and Economic Behavior [von Neumann
og Morgenstern, 1944). Denne udvikling af de matematiske ideer bag mini-
maxsaetningen var afggrende for von Neumanns erkendelse i 1947 af sammen-
hzengen mellem to-personers nulsum spil og lineser programmering.

Kapitlet starter med en kort introduktion til to-personers nulsum spil og
minimaxszetningen.

Derefter fglger en analyse af Emile Borels spilteoretiske arbejder fra
1920’erne. Til sidst kommer en gennemgang af von Neumanns fgrste bevis for
minimaxsetningen i 1928 efterfulgt af en matematikhistorisk fortolkning af
von Neumanns forstéelse af minimaxsatningen og dens relation til uligheder
og fixpunktsseetninger 1 1928, diskuteret i forhold til de fortolkninger, der
ellers er kommet til udtryk i sekundeerlitteraturen®.

] lgbet af 1990’erne er der udkommet et par matematikhistoriske analyser af Borels

15
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Matematisk baggrund

Spilteori handler om at give en matematisk model for spil, der involverer
et strategibegreb. Det vil sige, at der er tale om spil, hvis udfald ikke ude-
lukkende aftheenger af held, men ogsa kan pavirkes af strategiske overvejelser
og af spillernes dygtighed. Af hensyn til de lzsere, der ikke kender noget til
spilteori, vil jeg give en kort ahistorisk redeggrelse for, hvad der menes med
begreberne to-personers nulsum spil og minimaxszetningen.

To-personers nulsum spil

Ved et to-personers nulsum spil forstds et spil med to deltagere, hvor det
belgb, den ene spiller vinder, er lig med det belgb, den anden spiller taber.
Summen af de to spilleres gevinster er altsa nul.

Man skal forestille sig to spillere A og B, som spiller et spil, hvori A har
m strategier til sin rddighed, og B har n. Ved en strategi for spiller A forstas
en fuldsteendig plan for, hvilke traek spiller A vil foretage for enhver tzenkelig
situation, der méatte opstd i lgbet af spillet, hvad enten den opstér tilfeldigt,
for eksemple ved lodtreekning, eller ved et traek foretaget af spiller B. En
strategi er siledes en plan, der, ved fastleeggelse af spiller A’s ¢’te treek, tager
hgjde for alt, hvad der er foregaet indtil da. Hver spiller velger sin strategi
uden at kende noget til modstanderens valg af strategi. Hvis A veelger sin
i’te strategi, og B velger sin j’te, skal B betale et belgb, g(z,7) € R bestemt
af spillets regler, til A. A skal da betale belgbet —g(z, ) til B. Man kan sa
opstille spillets udbytte matrix G, hvis (7, j)’te indgang er g(i, 7). Det antages,
at spillerne udelukkende bekymrer sig om at maksimere deres forventede
gevinst.

Omvendt kan enhver matrix G fortolkes som udbytte matrix for et spil,
hvor spiller A agerer ved at veelge en af reekkerne i G, mens spiller B agerer
ved at veelge en sgjle. De enkelte elementer g;; repraesenterer da udbetalingen
til A, hvis 2’te reekke og j’te sgjle veelges. Et sddant spil kaldes et to-personers
nulsum spil eller et matrizspil.

Minimaxsztningen

Antag nu at spiller B blev tvunget til at fortelle spiller A, hvilken strategi
han vil benytte, og antag B vil velge strategien y’ € {1,... ,n}. Spiller A vil

og von Neumanns bidrag til udviklingen af to-personers nulsum spil og minimaxsatningen
[Dimand og Dimand, 1992], [Mirowski, 1991, 1992], [Leonard, 1992, 1995] og [Dell’Aglio,
1995], men ingen af dem behandler den tekniske side af von Neumanns fgrste bevis for
minimaxsstningen.
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forsgge at maksimere sin gevinst og mé derfor antages at vaelge sin strategi
' € {1,...,m}, saledes at
9(<',y') = max. g(z,y').

Idet g er defineret pé en endelig mangde findes et sddan maksimumspunkt
z’, hvor max, g(z,y’) antages.

Det bedste, spiller B kan ggre i denne situation, vil veere at velge 3’
séledes at

max, ¢(z,y’) = min, max, g(z,y) = .

v kan fortolkes som den stgrste gevinst, A kan garantere sig selv, hvis B
spiller y'.
Omvendt, hvis A tvinges til at afslgre sin strategi z’, vil B veelge v/,
saledes at
| g9(z',y") = min, g(z’, y).
A kan da bedst beskytte sig ved at valge z’, sdledes at

min, g(z’,y) = max, min, g(z,y) = v.

Her kan v fortolkes, som den stgrste gevinst A kan garantere sig selv uafheen- -
gigt af B’s valg af strategi. '
Det kan let vises, at der geelder, at

max, min, g(z,y) < min, max, g(z,y).

I stedet for at lade A og B veelge en strategi blandt deres mulige strategier
kan man lade dem specificere, med hvilken sandsynlighed de vil veelge de
forskellige strategier. I s& fald siger man, at de valger en blandet strategi.
Lad &; betegne sandsynligheden for, at spiller A velger strategi ¢, og lad n;
veere sandsynligheden for, at B velger strategi j:

A by bny 620, ) G=1
i=1

B: Myeer 3Ny, N5 20, Zm:l.
j=1

Vealger A nu den blandede strategi £ = (¢1,...,&n), og veelger B den blan-
dede strategi n = (n1,... ,7.), 54 er spillets forventede veerdi for A lig med

| h(E,n) = ZZg(i,j)éim’a
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og den forventede veerdi for B vil veere —h(£,n).

Ved at ga over til at betragte blandede strategier opnds, at spillernes
forventede veerdier udtrykkes ved hjelp af en bilinear form, &, og for sdédanne
kan man vise, at der altid gzlder, at der findes &, 7o séledes at

h(€o,m0) = max min, h({,n) = min, max¢ h(€,n) (= M).

Dette resultat kaldes minimazscetningen. M kaldes spillets veerdi, og o, Mo
kaldes for optimale strategier.?

Emile Borel

Den franske matematiker Emile Félix-Edouard-Justin Borel (1871-1956) var
den fgrste, der forsggte at opbygge en matematisk teori for spil. Fgr Borels
arbejde finder man kun spredte eksempler udfgrt pé specifikke spil. Det fgrste,
man kender til, stammer fra James Waldegrave (1684-1741), der analyserede
kortspillet le Her [Dimand og Dimand, 1992, s.15-17]. Waldegraves arbejde
forblev stort set ubemeerket, og Borel kendte ifglge [Dimand og Dimand, 1992,
s.18] intet til det, men det fremgar af ét af Borels spilteoretiske arbejder, at
han kendte til en analyse fra 1899 af spillet baccarat foretaget af Joseph
Bertrand (1822-1900) [Borel, 1924, 5.204]. Ernst Zermelo (1871-1953) skrev
1 1913 en artikel om skak [Zermelo, 1913], men Borel kendte tilsyneladende
ikke Zermelos arbejde [Dimand og Dimand, 1992, s.18].

Borel er som matematiker bedst kendt for sit arbejde inden for maélteori,
sandsynlighedsregning og funktionsteori. Fra 1909 og frem til efter 1. ver-
denskrig var han ansat ved Sorbonne universitetet i Paris som professor i
funktionsteori, hvorefter han overgik til en stilling som professor i sandsyn-
lighedsregning og matematisk fysik, et skift fra sdkaldt ren matematik til
anvendt matematik, der ogsd afspejler en udvikling, man kan fglge i hans
arbejder i perioden 1906 til 1920 [May, 1970, s.302-304].

De fleste af sine nye og originale ideer havde Borel udviklet fgr 1. ver-
denskrig, og hans publikationer derefter er hovedsagelig videreudviklinger og
anvendelser af tidligere ideer samt lgsning af mindre problemer [May, 1970,
s.304]. Dette er dog ikke tilfeeldet med hans arbejde inden for spilteori, som
fgrst blev pdbegyndt i 1921. Hans forste publicerede arbejde om spilteori er
noten La théorie du jeu et les équations intégrales & noyau symétrique, som
blev trykt i Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris i 1921
[Borel, 1921]. To ar senere blev den efterfulgt af noten Sur les jeuz oz le ha-
sard se combine avec Uhabileté des joueurs [Borel, 1923], og &ret efter indgik

2Se for eksempel [Karlin, 1987}, [Goldman og Tucker, 1956].
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spilteori som et kapitel 1 Borels store veerk om sandsynlighedsregning [Borel,
1924]. 1 1926-27 publicerede han yderligere tre noter om spilteori i Comptes
Rendus, men derefter gik der 10 ar, fgr Borel igen skrev om spilteori, denne
gang til bogen Traité du calcul des probabilités et de ses applications fra 1938
[Borel, 1938a.

Men hvor kom s& denne spilteori fra? Hvordan fik Borel ideen til at ma-
tematisere spil? Mens det samme spgrgsmal stillet i forhold til von Neumann
har givet anledning til en del diskussioner og spekulationer®, giver Borels
spilteoretiske arbejder ikke anledning til en tilsvarende undren. Der er ingen
tvivl om, at Borels engagement i den spilteoretiske problemstilling har rod i
hans arbejde med sandsynlighedsregning. P& det tidspunkt, da Borels farste
note om spilteori udkom, havde han beskeftiget sig meget med sandsynlig-
hedsregningsteori og i den forbindelse ogsé med hasardspil. Dertil kommer, at
han inkluderede spilteori i sit store vaerk om sandsynlighedsregning og dens
anvendelser, hvilket jeg ser som et udtryk for, at Borel opfattede spilteori -
om ikke ligefrem som sandsynlighedsregning- s& i al fald som en anvendelse
heraf. Jeg ser derfor Borels arbejde med spilteori eller, som han selv kaldte
det, spil hvort spillernes evner indgdr, som en naturlig fortszettelse af hans
sandsynlighedsregningsarbejde. Et synspunkt som yderligere underbygges af,
at indfaldsvinklen i hans fgrste spilteoretiske arbejde fra 1921 er holdt i en
sandsynlighedsregnings kontekst, hvilket vil fremga af nedenstiende diskus-
sion af 1921-noten.

Borels fgrste note om spilteori

Borel indskrankede sig til at betragte spil med kun to deltagere. Han valgte
at se pa spil, som er symmetriske i den forstand, at hvis to spillere A og B
veelger samme metode, vil deres chancer for at vinde vere lige store. Med en
metode, ‘méthode de jeuw’, mente Borel det samme, som det vi i dag kalder
for en ren strategi:

c’est un code qui, dans toutes les circonstances possibles (suppo-
sées en nombre fini), fize ezactement ce que le joueur doit faire.
[Borel, 1921, 5.1304]

Borel gnskede at undersgge, om det kunne lade sig ggre at bestemme en
‘méthode de jeu meilleure’, altsd om man kan finde en made at spille pa, som
er bedre end alle andre.

Hans analyse af den ovenfor skitserede situation, hvor der er to spillere A
og B samt endelig mange strategier, har baggrund i sandsynlighedsregning.

3Se [Mirowski, 1991, 1992] og [Leonard, 1992].
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Hans udgangspunkt var, at hvis A valger strategi C;, og B velger strategi
Ck, kan man udregne sandsynligheden a for, at A vinder. Sandsynligheden
for at B vinder, vil da vaere b = 1 — a. Borel preciserede ikke nzermere,
hvordan disse sandsynligheder kunne beregnes men pointerede blot, at det
kunne ggres ved at betjene sig af sandsynlighedsregningen.

For at markere disse sandsynligheders afhaengighed af de valgte strategier
C; og C} satte Borel

a= 1/2 + Qik,

b= 1/ + o,
hvor ;i og ay; ligger mellem —1/; og +1/2 og opfylder relationen
aix + o = 0.

Idet han antog, at spillet er symmetrisk, har A og B lige store chancer for at
vinde, hvis de veelger at spille efter samme strategi, og derfor satte han

Q;; = 0.

Borels naste skridt var at udelukke alle ‘maniéres de jouer mauvaises’
altsa alle darlige méder at spille p&, idet han karakteriserede en metode C;
som dérlig, hvis a;p, < 0 for alle k. I sddan et tilfeelde vil der jo gelde, at hvis
A veelger metode C;, sa vil, uanset hvilken metode B vzlger, A’s chance for at
vinde veere mindre end eller lig med en halv. Efter at have udelukket sddanne
dérlige metoder kan der vaere fremkommet nye darlige metoder, nemlig de
C; for hvilke a;; er negativ eller 0 for alle metoder Cy, der ikke allerede er
frasorteret som dérlige. Disse metoder udelukkede Borel ogsa. Til sidst endte
han med udelukkende at have metoder C}, for hvilke a er positiv for mindst
én veerdi af k.

Borel konkluderede da, at

s’il ezistait une maniére de jouer Cy telle que any soit toujours
positif ou nul, cette maniére de jouer serait la meilleure. [Borel,
1921, s.1305]

Han gav ikke en praecis definition af ‘den bedste spillemdde’, og det er i
denne fgrste artikel lidt uklart, hvad han egentlig mente. Af Borels analyse
kan man dog se, at han var tilfreds med en metode, der sikrede, at man ikke
kom i taberposition, det vil sige en metode, for hvilken sandsynligheden for at
vinde var mindst 1/2. Det kan umiddelbart forekomme underligt, som Robert
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J. Leonard har bemarket [Leonard, 1992, 5.34], at Borel udelukkede metoder,
der giver sandsynlighed 1/; for at vinde, som dérlige, mens han blandt de ikke-
dérlige metoder sggte en, der kunne sikre, at sandsynligheden for at vinde
blev mindst 1/2. Det sidste kan méaske forklares med, at de spil, Borel teenkte
pa, var forudsat symmetriske. Dermed findes der ingen metode C,,, som med
garanti vil give spiller A en sandsynlighed p& over 1/, for at vinde, thi spiller
B ville da ved at valge samme metode ogs3 sikre sig en sandsynlighed pé
over 1/; for at vinde, hvilket er absurd. Men det forklarer ikke, hvorfor Borel
inkluderede metoder C;, for hvilke a;, = 0 for alle h, i mzengden af darlige
metoder, men senere i artiklen regner Borel pé det tilfzelde, hvor spillerne har
tre strategier tilbage efter frasorteringen af de darlige, og i disse udregninger
benytter han, at han ved, at a;; er positiv for mindst én veerdi af k. Der er
sdledes en ‘regne-teknisk’ grund til at Borel udelukkede disse metoder.

Blandet strategi

Er man i den situation, at der ikke foreligger en sddan ‘bedste’ made at spille
pa, foreslog Borel, at man maske kunne benytte sig af det, vi i dag kalder for
en blandet strategi:

Dans le cas ot cette meilleure maniére n’existe pas, on peut se
demander s’il n’est pas possible, & défaut d’un.code choisi une

fois pour toutes, de jouer d’une maniére avantageuse en variant
son jeu. [Borel, 1921, 5.1305]

For at kunne give en preecis matematisk formulering af denne ‘variering’ af
spillet, saledes at kun karakteristika fra selve spillet indgar og ikke eventuelle
psykologiske observationer om modparten, beskrev Borel ‘varieringen’ ved
hjeelp af sandsynligheder. Han lod pi betegne sandsynligheden for, at spiller A
pa et givet tidspunkt i spillet vaelger koden Cj. Den tilsvarende sandsynlighed
for B kaldte han gi. Er n antallet af metoder, der er tilbage (efter at de darlige
er luget ud), har man

dom=1 Y a=L (2.1)
k=1 k=1

Sandsynligheden for, at A vinder, bliver da lig med

Y Y (/2 + an)pia, (2.2)

=1 k=1
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hvilket er lig med !/; + a, hvor

n n

a = Z Z QikPiqk. (23)

=1 k=1
Tilfzeldet n = 3

Ovenstéende er udelukkende en slags analyse af problemstillingen, nemlig at
finde en ‘méthode de jeu meilleure’. Der er endnu ikke fremlagt noget bevis
for eksistensen af en sddan. For at f3 en fornemmelse herfor behandlede Borel
tilfeeldet, hvor der kun er 3 ‘gode’ strategier tilbage. Han gjorde rede for, at
man altid kan finde positive tal p1, p2, ps, som opfylder (2.1), og séledes at
a i (2.3) er nul, ligegyldigt hvad ¢, g2, g3 er. Dette kan bevises rent alge-
braisk, idet eksistensen af p;, p2, ps kommer ud pa eksistensen af en lgsning
til et homogent linezert ligningssystem med tre ligninger og tre ubekendte,
hvis koefficientmatrix, som er skeevsymmetrisk med 0’er i diagonalen, har
determinant 0. Borel kunne saledes konkludere at:

Il est donc possible d’adopter une maniére de jouer permettant
de lutter avec des chances égales contre tout joueur. [Borel, 1921,
5.1306]

Robert W. Dimand og Mary Ann Dimand skriver i deres artikel The Early
History of the Theory of Strategic Games from Waldegrave to Borel at denne

solution of the choice of a mized strategy when only three pure
strategies are left after elimination of bad strategies is a minimaz
solution. [Dimand og Dimand, 1992, s.20]

For den konstruktion, som Borel har valgt, nemlig et to-personers nulsum
symmetrisk spil, kan sandsynlighederne ¢;; fortolkes som ‘udbetaling’, og
at maximere a kommer da ud pa at maximere sin forventede udbetaling.
Verdien af et sadant spil er 0, hvilket vil sige, at man spiller lige op. Borel
har gjort rede for, at dette altid kan lade sig ggre i den slags spil, hvor der er 3
gode metoder, ved eventuelt at vzelge en blandet strategi. Men Borel talte ikke
pa noget tidspunkt i 1921-noten om, at A skal maksimere sin sandsynlighed
for at vinde, kun at A skal forsgge at valge en spillemetode, som sikrer, at
A ikke taber. At spiller B maksimerer sin egen sandsynlighed for at vinde
ved at minimere A’s sandsynlighed for at vinde er der ingen overvejelser om
overhovedet. Borel diskuterede i 1921 ikke eksplicit sammenhaengen mellem
spiller A’s og spiller B’s modsatrettede interesser. Det ligger naturligvis i
symmetrien, men der er, si vidt jeg kan se, ikke noget, der kan minde om
minimax overvejelser i dette fgrste spilteoretiske arbejde af Borel.
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Tilfeeldet n > 3
For n > 3 péstod Borel:

Mais il est aisé de voir que, dés que n dépasse 3, cette circonstance
ne se présentera que pour des valeurs trés particuliéres des ajx; en.
général, quels que soient les p, il sera possible dans (5) [(2.3)] de
choisir les g de maniére que o ait un signe fizé d’avance. Lorsqu’il
en est ainsi, quelle que soit la variété introduite par A dans son
jeu, du moment que cette variété est définie, il suffit que B la
connaisse pour qu’il puisse varier son jeu de maniére d& avoir un
avantage sur A; la réciproque est également vraie; nous devons en
conclure que le calcul des probabilités ne peut servir qu’d permettre
Pélimination des maniéres de jouer mauvaises et le calcul des oy,
pour le surplus, l’art du jeu dépend de la psychologie et non des
mathématiques. [Borel, 1921, 5.1306]

Borel gav ikke nogen naermere forklaring p4 sin konklusion om, at der for
spil med mere end 3 ikke-darlige metoder i almindelighed ikke findes nogen
blandet strategi p;, p2, ps, som kan sikre, at o =0, ligegyldigt hvad ¢y, g2, g3
er, det var blot ‘let at se’. Her kommer Borel i konflikt med minimaxsaetnin-
gen, som von Neumann viste 7 ar senere. Den siger nemlig, at for den slags
spil, som Borel analyserede, altsa to-personers nulsum spil med veerdi 0, kan
man for vilkarligt n finde en blandet strategi p = (p1,...,pn), sdledes at « i
(2.3) er 0, ligegyldigt hvad ¢ = (g1, ---, gn) €r. :

Borels anden spilteoretiske note

To &r senere publicerede Borel endnu en note om spilteori i Comptes Rendus
de ’Académie des Sciences de Paris [Borel, 1923]. Her formulerede han sin
pastand -eller hypotese- fra 1921-noten som et dbent spgrgsmal, han gerne
ville have svar pa i det generelle tilfzelde. Han udtrykte problemet rent ana-
lytisk pa fglgende noget knudrede facon:

Etant donné un entier n, déterminer
n(n — 1)
2

constantes o (1 =1,2,...,n; k=1,2,...,i—1) telles que, si ’on
pose

n i-1

flz,y) = Z Z ok (Tiyk — TkYi)

i=1 k=1
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il ne soit ‘pas possible de déterminer des valeurs positives ou nul-
les, mais non toutes nulles, des variables y,y2,...,yn ayant la
propriété suivante: les o et les y étant ainsi choisis, la fonction
f(z,y) ne peut pas prendre de valeurs négatives pour des val-
eurs positives des variables z,, zs, ..., Tn, quelle que soit la maniére
dont sont choisies ces valeurs positives. Cette détermination des
air est-elle possible? [Borel, 1923, 5.1117]

Hvad er det egentlig for et problem, Borel gerne vil have lgst? Det er
precis det samme, som han lgste for n = 3 i 1921-noten, hvor han viste,
at ligegyldigt hvilke a;;-er man betragter, kan man altid finde p;, p2, p3, sé

=0 (f(z,y) = 0), ligegyldigt hvad g’erne er. For n = 3 er svaret siledes
benaegtende og forteller, at spiller A altid kan veelge en metode at spille pa
(dvs. veelge p1, p2, p3), sdledes at A er sikret en sandsynlighed p& mindst 1/
for at vinde, uanset hvilken metode spiller B veelger. Borel heevdede i denne
note [Borel, 1923, 5.1117], at han i 1921-noten viste, at svaret er negativt
for n = 5. 4 Det fremgar yderligere, at en vis M. Robert Deltheil har regnet
pa problemet, og hans resultater har faet Borel til at tro, at svaret ogséa er
negativt for n = 7. Men i bund og grund var Borel stadig overbevist om (og
dermed stadig i konflikt med den senere minimaxseaetning), at spgrgsmalet
ikke generelt skulle besvares med et nej:

Il me semble cependant a peu prés certain que la résponse doit de-

venir affirmative lorsque n est suffisamment grand. [Borel, 1923,
s.1117]

Borel efterlyste dels et stringent bevis for sin formodning og dels mindst
ét system af veerdier oy, som opfylder betingelsen for et n sd lille som mu-
ligt. Her ses i gvrigt et eksempel p& Borels syn pd matematisk metode, som
Kenneth O. May har givet fslgende karakteristik af:

... his [Borels] research methods belong rather to the nineteenth
century. He abjured generalizations except when it was forced on
him. He was motivated by specific problems and applications. He
disliked formalism (“pure symbolism turning about itself”), logi-
cism, and intuitionism (both too removed from the physical reality
that he thought should guide mathematics). [May, 1970, s.304]

Borel var ikke tilfreds med et rent eksistensbevis for sin formodning, han
forlangte ogsé et konkret eksempel pa et sidan system af veerdier a;;.

4Faktisk viste han det, som vi har set, kun for n = 3; At han selv skrev n = 5 er
nok fordi, han viste det for n = 5 i det spilteoretiske kapitel, der er inkluderet i hans
sandsynlighedsregningsbog, som blev publiceret i 1924, og han skelnede tilsyneladende
ikke mellem disse to skrifter.
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Borels fgrste gennemarbejdede skrift om spilteori

Borels fgrste gennemarbejdede skrift om spilteori er kapitlet Sur les jeux
ou interviennent le hasard et l’habilite des joueurs, der indgar i hans bog
om sandsynlighedsregning fra 1924 [Borel, 1924]. I forhold til 1921-noten er
der sket en hel del, ikke s& meget resultatsmaessigt men mere i afklaring af
sporgsmal og begreber. 1 1924 er det stillede spgrgsmal ikke, om der findes
en bedste metode, hvilket i gvrigt ikke var klart defineret i 1921-noten, men
hvad den forventede gevinst for en spiller er. I stedet for at betragte spillernes
sandsynlighed for at vinde, som han gjorde i 1921, lod han nu «;x betegne
det belgb, som spiller 2 skal give spiller 1, hvis spiller 1 vaelger metode C;,
og spiller 2 veelger metode Ci. Hermed indfgrte Borel det, vi i dag kalder for
udbytte. Hovedbegrebet blev dermed den matematiske forventning {’espérance
mathématique, og spiller 1’s intentioner er da at maximere sin matematiske
forventning. '

Borels opbygning af kapitlet afspejler hans matematikmetode og -syn.
Fgrst kommer et meget simpelt eksempel, hvor samtlige mulige tilfeelde un-
derkastes en grundig gennemregning. Derefter udvides dette eksempel, og til
sidst opstilles den generelle problemstilling, som han dog stadig ikke forma-
ede at lgse, idet han stadig opstillede den hypotese, der, som vi s& ovenfor,
- er 1 konflikt med den senere udviklede minimaxszetning.

Det eneste, jeg vil kommentere fra Borels tekst fra 1924, er det simple
eksempel, han abner diskussionen med. Her omtaler han nemlig for fgrste
gang, at det handler om at maksimere den matematiske forventning, og ek-
semplet kan tolkes som en problemstilling, der involverer maksimering under
bibetingelser, hvilket er interessant i forbindelse med den kobling, der senere
blev foretaget mellem to-personers nulsum spil og linezr programmering.

Eksemplet er et af de simpleste spil, man kan teenke sig, nemlig det der
i dag gar under navnet ‘sten, saks, papir’, og som Borel udtrykte ved, at
de to spillere J og J' pd en hemmelig made vezlger et af tre kort A, B,
C, hvor A slar B, som slar C, som til gengeld slar A. Han lod z, y, 2
betegne sandsynlighederne for at spiller J veelger hhv. A, B og C, mens
z', y', ' betegnede de tilsvarende sandsynligheder for spiller J'.° Der skal sé
naturligvis geelde, at z+y+2z = z’+y'+2’ = 1. Den matematiske forventning,
E, for spiller J efter et spil bliver da:

E=zy —z'y+yz —y'z+ 22" - 7'z,

idet det er forudsat, at spiller J’ betaler én enhed til spiller J, hvis J vinder.
Hvis E er positiv, vil J vinde, ellers vil J/, hvis E = 0, vil J og J’ spille lige

SBorel praciserede ikke yderligere, hvor disse sandsynligheder kommer fra.
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op. Borel angav nu, at spiller J’s intentioner er at maximere E, si her er

der for fgrste gang tale om optimering. I den efterfglgende analyse omskrev
Borel E, s3

E=z(y —2)+y(Z' —2') + 2(2' - ¢)

og argumenterede for, at hvis ikke alle leddene (y' — 2'), (2’ — 2'), (2’ — ')
er nul, kan de ikke alle tre have samme fortegn, da deres sum jo er nul. Han
betragtede fgrst tilfeeldet, hvor to af stgrrelserne, y' — 2/ = h og 2/ — z' = k,
er positive. E far da formen

E=bhz+ky—(h+k)z, h, k er positive,

og det ses, at en ngdvendig betingelse for at opnd maksimum er, at z = 0.
Borel konkluderede videre, at for A > k vil maximum indtreeffe, nir z = 1
og y = 0, mens det for A < k vil indtreeffe, ndr z = 0 og y = 1. Men,
argumenterede Borel, det er klart, at hvis J rent faktisk benytter en af disse
lgsninger, det vil sige udelukkende spiller kort A eller kort B, vil der ikke g&
lang tid, fgr han tiltreekker sig J”’s opmarksomhed, som man s3 kan forvente
vil indrette sit spil herefter. Spiller J skal altsa udover at forsgge at maksimere
E ogsd opfgre sig sddan, at J' ikke kan forudsige, hvilket kort J vil veelge.
Borels konklusion blev da, at

Le joueur J cherchera & rendre cette somme aussi grande que
possible, tout en évitant de rendre z trop petit. [Borel, 1924, 5.208]

I en vis forstand kan man altsd sige, at det handler om optimering under
bibetingelse, idet spiller J’s ‘opgave’ bliver at ggre summen E s stor som
mulig og samtidig undga at ggre z for lille.

Borel afsluttede analysen med at give den lgsning, som efter von Neu-
manns arbejde i 1928 kom til at g under navnet ‘minimaxlgsningen’, idet
det jo er klart, som Borel udtrykte det, at hvis

... Pon suppose ' = y' = 2/, on aura, quels que soient z, y, z:
E=0

Le joueur J' est ainsi assuré de ne pas perdre systématiquement,
quelle que soit la maniére de jouer de J; le jeu est devenu équit-
able; mais, réciproquement, il n’a aucune chance de gagner systé-

matiquement, quelque extravagante que soit la maniére de jouer
de J. [Borel, 1924, 5.208-209]
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- Borel bliver i1 tvivl

To &r senere, i 1926, publicerede Borel en ny spilteoretisk note Un théo-
reme sur les systemes de formes linéaires a déterminant symétrique gauche i
Comptes Rendus [Borel, 1926a]. Her opstillede han to setninger A og B, som
er hinandens modsaetninger. Satning A er negationen af Borels hypotese, og
setning B er hypotesen. Borel skrev:

Javais espéré pouvoir démontrer le théoréme B pourn > 7; de
nouvelles recherches tendent & me faire croire, au contraire, que
pour n =17, comme pour n =35, c’est le théoréme A qui est vrai.

[Borel, 1926a, 5.926]

Han er sdledes begyndt at tvivle pd, at hans hypotese holder, for n = 7, og
det, at han opstillede begge satninger og har sin egen hypotese staende til
sidst, har man tolket som de fgrste tegn p&, at Borel ikke leengere var sé
s1kker pé sin hypotese og var begyndt at spekulere p&, om den mon skulle
vise sig at veere forkert.®

~ Aret efter, i 1927, kom den sidste spilteoretiske note fra Borels side, inden
von Neumanns artikel blev publiceret. Der er ingen nye resultater og formélet
~ var blot at klarggre forbindelsen mellem spilteori og Borels ligningssystemer

[Borel, 1927].

Ovenstaende citat fra 1926-noten illustrerer siledes meget godt, hvor
langt Borel niede med spilteori”. Aret efter kom von Neumann med sva-
ret pd Borels problem, idet han viste minimaxseetningen, som fortzller, at
Borels oprindelige hypotese var forkert.

Borels forhabninger

I betragtning af at Borel ikke ndede frem til noget egentligt resultat, kan
man méske undre sig over, at han overhovedet publicerede sine spilteoreti-
ske overvejelser. I slutningen af den fgrste note fra 1921 antydede han, at
visse sandsynlighedsteoretiske og analytiske problemer inden for krigsfgrelse
og gkonomi minder om problemerne i spil, men han papegede ogs3, at de
som regel ville vaere meget mere komplekse, og hans slutkommentar til pro-
blemstillingen var:

6Se [Fréchet, 1953b, 5.122].

"May skriver, at Borel beviste minimaxsatningen for tre spillere, og at han i 1927
“conjectured its truth” [May, 1970, s.304], men Borel behandlede p4 intet tidspunkt spil
med tre spillere.
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Le seul conseil que le géométre puisse donner, en l’absence de

tout renseignement psychologique, av joueur A dont l’adversaire
B cherche a utiliser les remarques précédentes, c’est de varier

son jeu de telle maniére que les probabilités attribuables par un

observateur extérieur & ses diverses maniéres de jouer ne soint
Jjamais définies; ... on peut douter qu’il soit possible d’indiquer un
moyen effectif et sir de mettre en action un tel conseil. [Borel,
1921, 5.1307-1308)

Man kan som sagt godt undre sig over, at Borel har publiceret dette ar-

bejde, hvis essens, hvis man skal gi efter resultaterne i noten (eller snarere
manglen pa resultater), jo er, at denne form for matematisk analyse ikke
rigtigt forer til noget. Der findes f.eks. efter Borels overbevisning pa dette
tidspunkt ikke en ‘bedste metode’ i de tilfzelde, hvor der er mere end 5 ikke-
darlige metoder. Han pegede godt nok pa, at der kunne veere visse militeere
og gkonomiske anvendelser, men i sarnme andedrag betvivlede han, som det
fremgér af ovenstdende citat, steerkt brugbarheden af de foregdende mate-
matiske analyser. Jeg tror, at grunden til, at han publicerede, kan findes i
hans spilteoriarbejde fra 1924. Her skrev han:

On sait que le calcul des probabilités a ses origines dans ’étude
de problémes relatifs auz jeuz de hasard; c’est peu & peu que par
Pétude des probléemes simples qui se posent & propos du jeu de
dés, ou méme du jeu plus élémentaire encore de pile ou face,
on a été conduit & imaginer les méthodes par lesquelles peuvent
étre traités des problémes plus complezes. Il est en effet particu-
licrement avantageuz d’essayer, pour ainsi dire, tout nouvel outil
mathématique, en [utilisant d’abord dans les cas les plus sim-
ples parmi ceur auzquels il peut s’adapter. L’étude des jeuz dans
lesquels interviennent & la fois le hasard et l’habitude des jou-
eurs me parait de méme pouvoir fournir [’occasion de recherches
mathématiques dont les applications pourront dépasser les limites
du domaine resteint auquel est limité cette premiére étude; elles
pourront s’étendre auz questions trés nombreuses dans lesquelles
des inconnues psychologiques figurent en méme temps que des in-
connues algébriques; mais, avant de penser a cette extension, il
convient de s’attacher tout d’abord & l’étude approfondie de cas
particuliers les plus simples; la présente note est une simple in-
troduction & cette étude. [Borel, 1924, 5.204]

Denne passage viser, at Borel havde store forh&bninger til den ‘nye teori’.
Den siger ogsa en hel del om Borels syn pd matematisk metode, idet den til
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fulde bekreafter forste halvdel af Kenneth O. Mays feromtalte karakteristik
af Borel.

John von Neumann

Borels problem fik sin endelige afklaring i 1928, hvor den ungarsk fgdte mate-
matiker John (Johann) von Neumann (1903-1957) publicerede sin forste spil-
teoretiske artikel Zur Theorie der Gesellschaftsspiele [von Neumann, 1928],
* hvis fornemmeste resultat var beviset for den senere s bergmte minimaxsaet-
ning. I modsztning til Borel skrev von Neumann i begyndelsen kun denne
ene artikel, og fgrst 16 ar senere udkom hans andet spilteoretiske arbejde,
nemlig klassikeren Theory of Games and Economic Behavior, som var et fal-
les arbejde med den gstrigske gkonom Oskar Morgenstern. 1928-artiklen stod
derfor i lang tid som en slags ‘singularitet’ blandt von Neumanns gvrige ma-
tematiske veerker, hvilket har givet anledning til en del spekulationer over,
hvorfor von Neumann fandt pa at g& i gang med et projekt om matematise-
ring af spil. o

De personer, der har udtalt sig i litteraturen, kan deles i to lejre: Dem
der hazlder til teorien om, at von Neumann nok har ‘stjalet’ ideen fra Borel,
‘'og dem der mener, at von Neumanns tatte kontakt til Hilbert i Géttingen i
1920’erne kan forklare det tilsyneladende umotiverede, spilteoretiske arbejde
fra von Neumanns side.

I den fgrste gruppe heenges synspunktet op pa en analyse af von Neu-
manns intellekt og hans made at arbejde pa. Et eksempel herpa er fglgende
citat fra matematikeren S. Ulams nekrolog over von Neumann:

Von Neumann’s awareness of results obtained by other mathema-
ticians and the inherent possibilities which they offer is astonis-
hing. Early in his work, a paper by Borel on the minimaz property
led him to develop in the paper, Zur Theorie der Gesellschaft-
Spiele, ideas which culminated later in one of his most original
creations, the theory of games. [Ulam, 1958, s.7]

Denne analyse stgttes af Steve J. Heims, som i sin dobbelt-biografi over von
Neumann og Norbert Wiener skrev:

Von Neumann, to his chagrin, sometimes had to rely on others
for the first intuition and suggestions of a problem, although he
would outshine others in its systematic formulation and solution.
He later claimed that he had quite independently of Borel arrived
at a similar stage in his thinking about parlor games, and he well
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may have, though he published nothing on the subject until 1928.
[Heims, 1980, s.84]

Selvom Heims efterlader den mulighed, at von Neumann arbejdede uafhaen-
gigt af Borel, indikerer han samtidig, at von Neumann kunne have faet ideerne
fra Borel.

Von Neumann hzevdede selv, at han arbejdede uafhaengigt af Borel. Det
er ikke muligt at bekrzefte dette med sikkerhed, men jeg finder, at der er
visse omsteendigheder, der taler for von Neumanns pastand: Han praesente-
rede sine resultater fgrste gang i december 1926 ved det ugentlige seminar
pé matematisk institut i GSttingen [von Neumann, 1928, s.295], og selve ar-
tiklen blev sendt ind til Mathematische Annalen i juli 1927. Nzesten et helt
ar senere sgrgede von Neumann for at fa sit resultat fremlagt ved Videnska-
bernes Akademi i Paris, hvor Borel ved mgdet d. 14 maj 1928 prasenterede
en note af von Neumann, hvori von Neumann beskrev sit minimax-resultat
og understregede, at han havde arbejdet uathaengigt af Borel [von Neumann,
1928a). I selve artiklen fastslog von Neumann igen, at han ikke arbejdede
med ‘lante’ fjer, idet han papegede, at han fgrst blev gjort opmeerksom pa
Borels arbejde i korrekturleesningsfasen:

Wahrend der endgiiltigen Abfassung dieser Arbeit wurde mir die
Note von Herrn E. Borel in den Comptes rendus vom 10. Jan.
1927 (Sur les systémes de formes linéares ... et la théorie du jeu,
5.52-55) bekannt. [von Neumann, 1928, s.306]

Jeg opfatter den sene praesentation af von Neumanns resultater for Akademiet
som en bekreeftelse pad hans pdstand. Han fik Borel til at prasentere noten
sd sent som i maj 1928, kort tid fgr selve artiklen udkom. Hvis det hele tiden
havde veeret von Neumanns hensigt at formidle sit resultat til omverdenen s&
hurtigt som muligt, ville han nok have sendt noten til Comptes rendus allerede
i december 1926 i forbindelse med det afholdte foredrag i Gottingen, elleri juli
1927 da han sendte artiklen ind til Mathematische Annalen. I stedet for kom
noten fgrst ganske f& maneder, inden selve artiklen blev offentliggjort, hvilket
passer fint med, at han fgrst i korrekturleesningsfasen blev opmerksom pa
Borels arbejde og derfor fgrst pd dette sene tidspunkt handlede i forhold
til omverdenen, idet han méske pludselig blev bange for, at Borels arbejder
gennem de sidste 6 &r havde inspireret andre matematikere til at udarbejde
en spilteori. For at komme sddanne eventuelle tilfzelde i forkgbet ville det
veere fornuftigt at fa sit resultat trykt hurtigst muligt i Comptes rendus.
Den anden gruppe forklarer von Neumanns indgang til spilteori ud fra de
gvrige forhold i von Neumanns faglige liv i de ar, der grzenser op til publicerin-
gen af artiklen. I drene 1921-23 opholdt von Neumann sig ved universitetet i
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Berlin, hvor han kom i kontakt med nogle af Hilberts tidligere studerende. Det
var ogsa 1 denne periode, at von Neumann selv fik forbindelse med Hilbert,
hvilket blev starten pa et samarbejde, der kom til at preege von Neumann
for altid. Von Neumanns arbejde i arene efter afspejler da ogsd tydeligt for-
bindelsen til Géttingen, hvor Hilberts program for matematikkens grundlag
og hans gnske om at axiomatisere matematisk fysik styrede von Neumanns
egen forskning i denne tidlige periode af von Neumanns matematiske kar-
riere. En gennemgang af von Neumanns publikationsliste viser, at de fleste
af hans artikler fra ca. 1925 til 1929 ‘deal with attempts to spread the spi-
rit of aziomatization even through physical theory' [Ulam, 1958, s.10]. I 1925
publicerede han en artikel om axiomatiseringen af maengdelaeren, og 1 1927
kom yderligere to artikler om axiomatiseringen af maengdelearen, samt en ar-
tikel om Hilberts bevisteori og syv artikler om kvantemekanik: matematisk
begrundelse og axiomatisering.

Philip Mirowski argumenterer i artiklerne When Games Grow Deadly Se-
rious: The Military Influence on the Evolution of Game Theoryog What Were
von Neumann and Morgenstern Trying to Accomplish? overbevisende for, at
von Neumanns spilteori kom direkte ud af Hilberts formalistprogram. Han
ser séledes von Neumanns arbejde som en naturlig konsekvens af Hilberts
axiomatiseringsprojekt iser axiomatiseringen af kvantemekanikken [Mirow-
ski, 1991, 1992]8. Dertil kommer, at Zermelo, der ogs& var involveret i arbej-
det med matematikkens grundlag og ligeledes opholdt sig i Gottingen, 1 1913
publicerede et arbejde om meengdelaerens anvendelse pa teorien for skak.

Zur Theorie der Gesellschaftsspiele

De to helt essentielle punkter i von Neumanns fgrste artikel om spilteori fra
1928 er matematiseringen af Gesellschaftsspiele samt beviset for minimax-
seetningen for to-personers nulsum spil. I sekundeerlitteraturen er jeg kun
stgdt pé én analyse af von Neumanns fgrste bevis for minimaxszetningen, og
den er foretaget af Kuhn og Tucker [Kuhn og Tucker, 1958]. Men jeg er stgdt
pa adskillige udtalelser om beviset. Dimand og Dimand f.eks. noterede, at

Von Neumann’s proof was a complicated one, combining elemen-

tary and topological concepts in a manner not easy for the reader
to follow. [Dimand og Dimand, 1992, s.24]

Hos Robert J. Leonard kan man laxse, at

...[1928-artiklen] primarily containing a long and difficult proof of
the existence of an equilibrium value for the two-person, discrete

8Se ogsd [Leonard, 1992, 1995].
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game, based on functional calculus and topology. [Leonard, 1992,
s.44]

Ingrao og Israel skriver:

Von Neumann’s demonstration is highly technical and difficult. It
involves seeking a solution to a certain system of equations and
inequalities and thus the solution to a problem of algebraic charac-
ter of which, however, von Neumann demonstrates the close con-
nection with fized-point theorems and especially with Brouwer’s
theorem. [Ingrao og Israel, 1990, s.211]

Heims papeger om beviset, at

His proof was a tour de force. The minimaz theorem is a state-
ment belonging to algebra, dealing with the ezistence of a solution
for a certain set of equations and inequalities. However, von Ne-
umann did not find the means to prove the theorem altogether
within that branch of mathematics. Instead he made use of to-
pology, a branch of mathematics dealing with the mapping of one
shape or set of points onto another. Von Neumann’s proof is com-
plicated; .... [Heims, 1980, s.91]

Disse kommentarer til von Neumanns fgrste bevis for minimaxsatnin-
gen afslgrer ikke ret meget om selve beviset, men gér fint i spezend med von

Neumanns egen vurdering fra 1944:

The proof of our theorem, given in the first paper [1928 artiklen],
made a rather involved use of some topology and of functional
calculus. ... All these proofs are definitely non-elementary. [von
Neumann og Morgenstern, 1944, s.154, note 1]

Kuhn og Tucker gennemgar i deres essay John von Neumann’s Work in

the Theory of Games and Mathematical Economics hovedtreekkene i beviset,
men satter det ind i en moderne ramme og fremhaever iser forbindelsen
til konveks analyse og fixpunktssetninger [Kuhn og Tucker, 1958]. I naeste
kapitel vil jeg med baggrund i fslgende historiske analyse af 1928-artiklen og
senere arbejder af von Neumann, som behandles i naste kapitel, argumentere
for, at von Neumanns erkendelse af minimaxsetningens sammenheeng med
konveksitetsteori og fixpunktssetninger forst udkrystaliseredes langt senere.
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Hvad er et Gesellschaftsspiel ?

Von Neumann lagde kort og godt ud med at formulere det spprgsmal, som
artiklen beskeeftiger sig med:

n Spieler, S1, Sa,..., Sy, spielen ein gegebenes Gesellschaftsspiel
B. Wie muf} einer dieser Spieler, S, spielen, um dabei ein maig-
lichst giinstiges Resultat zu erzielen? [von Neumann, 1928, 5.295]

Om dette problem skrev von Neumann, at det var velkendt, og at der knap
findes en situation i det daglige liv, hvor det ikke dukker op. Men, papegede
han, meningen er ikke fri for flertydighed. Thi hvad sker der, nar n > 1? Ja
s& vil hver spillers skeebne ikke kun afhznge af hans egne handlinger, men
ogsd af de andre spilleres handlinger, og deres opfgrsel er motiveret af samme
selviske interesser som den fgrste spillers opfgrsel:

Man fiihlt, daf ein gewisser Zirkel im Wesen der Sache liegt. [von
Neumann, 1928, s.295]

Von Neumanns fgrste problem blev derfor at finde frem til en klar formu-
lering af spgrgsmélet. Hvad preecist er et Gesellschaftsspiel? Nedenstiende
citat giver et indblik i, hvor omfattende von Neumann opfattede begrebet:

Es fallen unter diesen Begriff sehr viele, recht verschiedenar-
tige Dinge: von der Roulette bis zum Schach, vom Bakkarat bis
zum Bridge liegen ganz verschiedene Varianten des Sammelbegrif-
fes ‘Gesellschaftsspiel’ vor. Und letzten Endes kann auch irgen-

~ dein Ereignis, mit gegebenen Guferen Bedingungen und gegebenen
Handelnden (den absolut freien Willen der letzteren vorausgese-
tzt), als Gesellschaftsspiel angesehen werden, wenn man seine
Rickwirkungen auf die in ihm handelnden Personen betrachtet.
[von Neumann, 1928, s.295]

Til det sidste tilfgjede von Neumann i en fodnote:

Es ist das Hauptproblem der klassischen Nationalékonomie: was
wird, unter gegebenen duferen Umstinden der absolut egoistische
‘homo oeconomicus’ tun? [von Neumann, 1928, 5.295]

Man maé sige, at denne brede tolkning af Gesellschaftsspiele leegger op til

et temmelig ambitigst projekt.
' Ved at samle de felles traek i ovenstiende situationer udledte von Ne-
umann en kvalitativ beskrivelse af spilbegrebet. Han argumenterede pa fgl-
gende méde: Et spil bestar af en vis raekke af haendelser, og hver af disse kan
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have et endeligt antal forskellige udfald. I nogle tilfelde afhaenger nogle af
heendelsernes udfald udelukkende af tilfeeldigheder, hvilket vil sige, at sand-
synlighederne, med hvilken hver af de mulige resultater vil optraede, er kendt,
men ingen af spillerne har indflydelse p& dem. Alle andre handelser afhanger
af spillernes Sy, So,..., S, frie vilje, og for hver af disse hendelser er det
kendt (af de gvrige spillere), hvilken spiller, S,,, der bestemmer udfaldet, og
hvad hans informationssituation mht. resultatet af andre tidligere hzendelser
er pé det tidspunkt, hvor han tager sin beslutning. Endelig, efter at udfaldet
af alle heendelser er kendt, kan man i henhold til en given regel udregne,
hvilket belgb spillerne skal betale til hinanden [von Neumann, 1928, 5.296].

For at kunne arbejde matematisk med begrebet gav von Neumann den
ovenstaende kvalitative beskrivelse en mere preecis form:

Definition: Til en fuldstendig beskrivelse af et spil er fglgende data, som
i deres helhed er die Spielregel, ngdvendige:

a) Antallet af heendelser eller ‘traekninger’, som udelukkende er tilfeeldige,
og antallet af haendelser eller ‘trin’, som er bestemt af den individuelle spillers
frie vilje, skal specificeres. Lad disse tal veere hhv. z og s, og betegn ‘traekkene’
med

Ela E27"' 1Ez
og ‘trinene’ med
F, F,,... ,F,.

b) Antallet af mulige resultater af hver ‘treekning’, F,, og af hvert ‘trin’,
F,, skal specificeres. Lad disse tal veere hhv. M, og N, (u = 1, 2,... ,2;
v =1, 2,...,s). I det fglgende vil resultaterne blive benzevnt med deres
respektive tal 1, 2,... , M, 0g 1, 2,...,N,.

¢) For hver ‘treekning’ E, skal sandsynlighederne o, (), @, ...  a,(Me)
for de forskellige resultater 1, 2,..., M, vere givet. Det er klart, at der mé
galde

o, >0, 2, >0,...,0,M) >0,

a”(l) + a“(z) +...+ au(M“) = 1.

d) For ethvert ‘trin’ F, skal det specificeres, hvilken spiller S,, der be-
stemmmer udfaldet af dette ‘trin’ ( ‘hvis trin’ F, er). Dertil skal numrene pa
alle ‘trin og treekninger’, hvis udfald spilleren kender p& det tidspunkt, hvor
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han treeffer sin beslutning om F,, veere angivet. Disse ‘traekninger’ og ‘trin’
kaldes ‘tidligere’ end F,.

For at hele dette skema skal veere konsistent og tillade en tids-causal
fortolkning, skal F,, altid veere ‘tidligere’ end F, ,,, (¢ =1, 2,..., p).

e) Endelig skal der vzre givet n funktioner f, fo,..., fn, som alle af-
heenger af z + s variable. De z + s variable kan antage veardierne hhv.:

1, 2,...,My; 1,2,...,My; ...; 1,2,...,M,;

1, 2,...,Ny; 1,2,...,Ny; ... 1,2,...,N,.
Disse funktioner antager reelle veerdier, og deres sum

Hh+fo+...+fa=0

er identisk 0. Hvis resultaterne af de z ‘traekninger’ og s ‘trin’ i et spil, som
er tilendebragt, var hhv.

Ty, T2y0.0 T2, Y1y Y2,...,Ys,

hvor
z, €41, 2,... , M.}, w.€{L, 2,...,N},
for
p=1,2,...,z, v=1, 2,...,s,
skal spillerne S;, S2,...,S5, modtage summerne

iz, T Y15 3 Ys)y fo(@1y e 3Ty Yy e 3 Ys)y ovn s

f'n(xl,'- 3Tz Y1, ays)

fra de gvrige spillere.

Hermed har von Neumann givet en preecis definition af begrebet Gesells-
chaftsspiel. Men hvad med det mest fordelagtige resultat for spiller S,,? Det
definerede von Neumann til at veere stgrst mulig veerdi af f,,. Men, spgrger
von Neumann, ‘wie soll dberhaupt irgendein Wert von f,, durch S, ‘erzielt’
werden?’ [von Neumann, 1928, 5.297]. Veerdien af f,, afheenger af de variable
T1,.+-y%z, Y1,-.. ,Ys, hvoraf kun nogle er bestemt af S,,’s handlinger (nemlig
de y, for hvilke S,, har ‘trinet’ F,). De gvrige variable afheenger dels af de
andre spilleres beslutninger, dels af tilfzldigheder:
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Es soll versucht werden, die Riickwirkungen der Spieler aufein-
ander zu untersuchen, die Konsequenzen des (fir alles soziale
Geschehen so charakteristischen!) Umstandes, dafl jeder Spieler
auf die Resultate aller anderen einen Einfluff hat und dabei nur
am eigenen interessiert ist. [von Neumann, 1928, 5.298]

Allerede her ser man tydeligt forskellen mellem Borels og von Neumanns
tilgang til emnet. Von Neumann startede med at give helt przecise definitio-
ner p4 de indgdende begreber. Han lavede en slags matematisering af hele
problemkomplekset, mens Borels tilgang mere var en ad hoc analyse. En an-
den veesentlig forskel er, at von Neumann helt fra starten ger det klart, at det
er dynamikken mellem spillerne, der er det centrale. Man kan ikke se pa én
spiller seerskilt, idet én spillers handlemader er flettet ind i de gvrige spilleres
handleméder; man er ngdt til at betragte spillernes handleméder samtidigt.
Dette er, som det vil blive klart senere, helt afggrende for hans bevis for
minimaxsetningen, idet denne betragtningsmade leder frem til saddelpunkt-
segenskaber.

Generelle forenklinger

For overhovedet at kunne arbejde med dette spilbegreb viste von Neumann,
at det kunne forenkles betydeligt uden at tabe noget i generalitet. Ved at ind-
fgre det, vi i dag kalder for strategibegrebet, og som von Neumann, i lighed
med Borel, kaldte for Spielmethode, reducerede han antallet af trin til antal-
let af spillere, sdledes at det v’te ‘trin’ er spiller S,’s. Relationen ‘tidligere’
forsvinder dermed ud af billedet. Sin fremgangsma&de tro matematiserede von
Neumann ogsé Spielmethode begrebet, og han fandt, at han kunne slutte, at
der kun er et endeligt antal ‘Spielmethoden’, S (™ G,tm) , S t™ il
radighed for spiller S,,. Efter indfgrelsen af Spielmethode begrebet viste von
Neumann ved at bruge antagelsen om fraveeret af cykler, at forlgbet af et spil
er beskrevet pé en tilladelig og utvetydig méde, hvis blot man specificerer

1. hvilke strategier §(1)’ hhv. ?m, e ,§(n) de forskellige spillere 57, hhv.
Sa, ..., Sy, vil benytte,

2. hvad resultaterne af ‘treekkene’ E,, E,,... , E, er.

P4 dette sted i artiklen fremheevede von Neumann to punkter. For det
forste: Det ligger nedarvet i begrebet Spielmethode, at al den information
om de gvrige deltageres handlinger og udfaldet af ‘traekkene’, som en spiller
er i stand til at f& kendskab til, allerede er indeholdt i ‘strategien’. Konse-
kvensen heraf bliver, at hver spiller m3 valge sin strategi (Spielmethode) i
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fuldsteendig uvidenhed om, hvilke valg resten af spillerne foretager og af resul-
taterne af ‘treekkene’. For det andet: Det er blevet uvaesentligt, at ‘treekkene’
E,, E,,...,E, er adskilte hendelser, idet spillerne ma agere, det vil sige
veelge deres strategi, uden pé forhdnd at kende udfaldet af ‘treekkene’. Men i
sa fald kan man kombinere alle z ‘treekninger’ i en enkelt ‘traekning’ H, hvis
udfald vil veere en samling af tal

Ty, Tgy..., 2, (T,=1,2,...,M,, p=1,2,...,2),
med de respektive sandsynligheder

;a7 | q, =)

eller, hvad der er det samme, tallene
L, 2,...,M (M=MM,-...- M),
med tilhgrende sandsynlighéder
| B, B2,--- ,Bum.

Dermed kan 2. modificeres pé fglgende made:

2. Resultatet af ‘treekningen’ H skal specificeres. (H kan have udfaldet
1, 2,... , M med respektive sandsynligheder 5y, B,,...,8nm).

Den sidste forenkling, som von Neumann foretog, var helt at slippe af med
‘traekket’ H. Dette gjorde han ved at erstatte de faktiske resultater (fn) for
de individuelle spillere med deres forventede vaerdier. For at veere precis:

Hvis spillerne Sy, Ss,...,S, har valgt ‘strategierne’

Su1(1)7 Su2(2),__. ,Sun(n),
hvor
Un =1, 2,...,%,, m=1, 2,...,n,

og hvis udfaldet af ‘treekket’ H er tallet v (= 1, 2,...,M), s3 er resultatet
for spillerne S;, Ss,...,S, hhv.

fvun,ug, . un), fo(vur,ug, .o yun)y ooy (W un, ugy . ooy ug).
Hvis man kun kendte valgene af u,, us,... ,u,, og endnu ikke kendte ‘track-
ket’ v, ville den forventede veerdi af fi, fo,..., fa Vere

gm(Uly .. Uy) = Zﬂufm(u,ul,... yUun), (m=1, 2,...,n),
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(fi+...+ fa =0 medferer at g; + ...+ g» = 0). Det er, som von Neumann
bemazerkede, fuldsteendig i overensstemmelse med 4nden i sandsynligheds-
regningens metoder at ignorere ‘treekket’ og udelukkende arbejde med de
forventede verdier ¢1,... ,gn. 7

Hermed har von Neumann faet formuleret begrebet Gesellschaftsspiel pa
en endnu mere skematiseret og simplificeret méde uden tab af generalitet:

Hver af spillerne Si, S,,...,S, veelger et tal. S, velger et af
tallene 1, 2,... ,%,,. Hver spiller foretager sit valg uden at veere
informeret om de gvrige spilleres valg. Efter at have foretaget
valgene z1, Z3,...,2n (2m = 1, 2,..., 20, m =1, 2,...,n)
modtager spillerne fglgende sum:

911, ,Za), G2(T15-- 3 Tn)se vy Gu(T1y-- ,Zn),

hvor der galder g1 +...+g» = 0. [von Neumann, 1928, 5.301-302]

Tilfzldet n = 2

Indtil nu har von Neumann blot defineret de indgdende begreber og omfor-
muleret de fastlagte definitioner. Han var 1 1928 ikke i stand til at komme
videre med det generelle tilfzelde:

Weiter kénnen wir zundchst in der bisherigen Allgemeinheit nicht
kommen, es erweist sich vielmehr als zweckmdpig, jetzt den ein-
fachsten Fall fiir n zu betrachten. [von Neumann, 1928, s.302]

I det folgende betragtes saledes kun Gesellschaftsspiele med to spillere.
Idet g; + g2 = 0, satte von Neumann g; = g, go = —g, og beskrev spillet pa
fglgende méde: '

Spillerne S;, S, veelger et vilkarligt tal blandt tallene 1, 2,...,%,, hhv.
1, 2,...,%,, uden at vide, hvad den anden spiller har valgt. Efter at have
valgt tallene z hhv. y modtager de belgbet g(z,y) hhv. —g(z,y).

g(z,y) kan veere en hvilken som helst funktion (defineret for z =
1, 2,... ,21, y= 1, 2, ,22).

Es ist leicht, sich ein Bild von den Tendenzen zu machen, die in
einem solchen 2-Personen-Spiele miteinander kimpfen: Es wird
von zwei Seiten am Werte von g(z,y) hin und her gezerrt, nim-
lich durch S), der ihn méglichst grof, und durch S;, der ihn még-
lichst klein machen will. S, gebietet iber die Variable z, und S
tber die Variable y. Was wird geschehen? [von Neumann, 1928,
5.302]




John von Neumann 39

Ja, hvad vil der mon ske? Von Neumann analyserede situationen pa fgl-
gende méade: Hvis S, har valgt tallet zo (z0 = 1, 2,...,%;), det vil sige
‘strategien’ zo, vil hans resultat g(zo,y) stadig afhenge af Sy’s valg af y,
men uanset hvilket y S, veelger, vil der gelde, at

9(zo,y) > miny g(zo,y).

Hvis 52, i strid med spillets regler, kendte zq, ville S; ifglge antagelsen veelge
yo saledes, at®

9(%0, o) = min, g(zo,y).

Det bedste S; kan ggre er da at velge zo saledes, at

min, g(Zo,y) = max, min, g(z,y).

Det vil sige, S; kan med sikkerhed sgrge for at:

9(Z0,y) > max, min, g(z,y),

uafhzengigt af, hvilket y S, veelger. Samme argument holder for Sz, som med
sikkerhed kan sgrge for, at

9(z,y0) < miny max; g(z,y),

ligegyldigt, hvilket z S; veelger.’® Hvis nu der findes et zg, yo, siledes at

(*) g(xo, yO) = InaXg mln’y g(x, y) = mln?/ maxg g(xay) (= M)’

sluttede von Neumann af ovenstdende og af det faktum, at S; gnsker at
maximere g(z,y), samtidig med at S, gnsker at minimere g(z,y), at S og
S2 ngdvendigvis ma veelge strategierne zo hhv. yo, og dermed vil resultatet
af spillet veere lig med M. Thi S, er interesseret i at ggre g(z, y) stor og kan
forhindre den i at blive mindre end M. S; er pd den anden side interesseret
i at ggre g(z,y) lille og kan forhindre, at g(z,y) bliver stgrre end M [von
Neumann, 1928, 5.302-303]. .

Det er ikke altid sikkert, at der findes zo, yo s& (*) geelder. Von Neumann
gav fglgende eksempel pa et g, hvor der gelder ‘<’:

21=22=2,

%Idet g er defineret pa en endelig mengde findes yo s& g(zo, yo) = miny g(zo, y).
10T det g er defineret pa en endelig mangde findes zo, yo, hvor de forskellige minimums-
hhv. maksimumsverdier antages. '
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g(lvl) = ]-7 9(132) = _17

g(2a1) = -1, 9(23 2) = 1.

Her er max, min, g(z,y) = —1, mens min, max, g(z,y) = 1, hvilket von
Neumann fortolkede siledes:

max, min, g(z,y) er det bedste resultat, S; kan opni, hvis ‘ihn
Sy vollkommen durchschaut’, thi hvis S spiller z, vil S, spille et
y, saledes at g(z,y) = min, g(z,y). P& tilsvarende méade ses, at
det bedste resultat, S; kan opné, hvis S; ved, hvad S, vil spille,
er g(z,y) = min, max, g(z,y). Hvis de to tal er lig med hinan-
den, ggr det sdledes ingen forskel, om en af spillerne er en bedre
psvkolog end den anden, resultatet af spillet vil altid veere det
samme. Dette er klart ikke tilfeeldet med ovenstaende eksempel,
her athzenger det hele netop af at lure modparten, altsa geette om
han vil veelge 1 eller 2. [von Neumann, 1928, 5.303-304]

For at komme videre herfra gjorde von Neumann przecis det samme som
Borel. Han indfgrte de blandede strategier, hvilket er temmelig oplagt at
gore, hvis man lytter til egen erfaring fra spil som for eksempel ‘sten, saks,
papir’. I stedet for at valge et z hhv. et y, specificerer S; og S, med hvilke
sandsynligheder, de vil valge de forskellige Spielmethoden: S, veelger sand-
synlighederne

§17 627"')521 (61203 6220""a€21 203 2§1=1)’

og fra en urne, hvor tallene 1, 2,...,%, optreeder med sandsynlighederne
&1, &2,...,&s,, treekker han et tal og veelger s& det udtrukne tal. Tilsvarende
veelger S; ¥, sandsynligheder

M, N2,--- 57, (77120’ 77220a"'a7722 20, Z’?j=1)-

Seet

(61, €2a""621)=£7 (771, 772,“-,7722)=77'

Hvis S; valger €, og S veelger 7, er den forventede veerdi af belgbet, som S
modtager,

I s

REM) =D 9(p, 9)eme,

p=1 g¢=1
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og den forventede veerdi af belgbet, som S, modtager, er —h(€,7n).-Den nye
funktion indeholder den gamle, thi settes &, = n, = 1 og alle andre lig
0, er h(¢,n) = g(z,y). Von Neumann lavede nu den samme analyse som
fpr og konkluderede, at S; er i stand til at opnd den minimale forventede
veerdi maxe min, h(€,n) (uanset hvad S; ger), og S, kan forhindre, at Sy’s
forventede verdi overstiger den maksimale veerdi min, max, h(£,7n). Ved at
overgé til blandede strategier bliver spillernes forventede veerdier udtrykt ved
bilinear formen h, og for den gelder, som von Neumann viste, at der findes
et §o, mo s&: '

maxg min, (£, ) = min, maxe h(§, 1) = h(£o, o),

hvilket preecis er det resultat, man i dag kalder for minimaxsetningen for
to-personers nulsum spil.

Von Neumanns bevis for minimaxsztningen

Von Neumann viste faktisk en generalisering af ovenstende, idet han viste,
at lighedstegnet gaelder for en stgrre klasse af funktioner end bilinear former.
Han formulerede minimaxsatningen pa fglgende made:

For kontinuerte funktioner f af to variable £ € RM, n € RY,
E>0,n>0,6+...+ém <1, m+...+nny <1 som opfylder:
(K). Wenn f(&',n) > A, f(£",n) > A ist, s0 ist auch fir jedes
0<Sv<LE=vE+1—v)E (dh & = vE + (1 - V)E,
p=1 2,...,M) f(&,n) > A. Wenn f(&,n) < A, f(§n") < A
ist, so ist auch fir jedes 0 < v < 1,n=wvn'+ (1 —v)n" (d.h
n=vm+(l=-v)n;, ¢=1, 2,...,N) f(§,n) < A.

... Fir diese Funktionen f(£,n) werden wir beweisen:

Iha.x€ mlan, f(f, T]) = minr) maxe f(éa 77)’

wobei max, Gber & > 0,... , w20, &+...+ & <1, und min,

iberm > 0,...,nn >0, m +...+nn <1 zu erstrecken ist. [von
Neumann, 1928, s.307]

Herefter bemaeerkede han, at idet h(£,n) (se s.40) er en bilinear form og
dermed lineeer i € for hvert 7 og linezer 1 7 for hvert €, er det klart, at h dels
er kontinuert dels har egenskaben (K).

Von Neumann startede beviset med at omskrive

max, min, f(§,n) = min, max, f(§,7)




42 Minimaxszetningen: den tidlige spilteoris matematiske kerne

til
maXe, maXe, ... Maxe, Min, ming, ... min,, f(£,7)
§120 €220 EmM20  m20 1220 nn20
§1<1 §1+62<L St el <l m4ne st n+...+un<1
=min, min,, ... min,, maxgmaxe, ... maxeg, f(£,7)
7120 7220 nN20 £120 £2>0 Em20
m<1 m+n2<1 m+..+any<l 611 € 46251 §1+-+Epm <2
og satte
3 —
M rf(élv“' ’67'7771"" ans) = ImaXe, f(fli agf’vnh' .. ’778)7
El+---+5r51

Mmf(é'ls" . ,éranla--- ,T]s) = min")o f(fl’ a{r’nla oo 7ns)a
m+-..+ns<1

hvorved f’s afhangighed af ¢, hhv. 7, elimineres. Med disse omskrivninger
er det fglgende identitet, som skal bevises:

MEME . MSM™M™ . M™f = MaM™ .. M"MSM® .. Méf.

Med p = M og ¢ = N er dette sekvivalent med von Neumanns formulering
af minimaxsaetningen.

Med disse omskrivninger som redskab fik von Neumann kogt beviset ned
til beviset for fglgende to lemmaer:

o) Hvis f = f(&,...,&,m,...,7s) er kontinuert og opfylder (K), s& er
M¢ f og M™ f kontinuerte og opfylder (K).

B) Hvis f = f(&,-.. ,&,mM,- .. ,7s) er kontinuert og opfylder (K), s& gelder
at

ME M™ f = M" M¥ f.

Det er let at indse, at minimaxsaetningen direkte kan afledes af o) og §).

Von Neumanns bevis for «) er lige ud ad landevejen. Det er klart, at
M¢ f og M™ f er kontinuerte, idet f er kontinuert. For at vise at M f og
M™: f opfylder (K), benyttede von Neumann satningen om, at en kontinuert
funktion pé en afsluttet og begraenset meengde antager sin minimums- og
maximumsverdi, samt at f selv opfylder (K). (For en detaljeret gennemgang
henvises til [von Neumann, 1928, s.308-309]).

B) er kernen i hele beviset, og von Neumanns bevis for at 3) holder, er
noget mere kompliceret. Jeg vil gennemg3 hele beviset trin for trin, idet jeg
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slavisk fglger von Neumann. Derefter vil jeg kommentere beviset og til sidst
seette det i relation til Kuhns og Tuckers beskrivelse.

Han skal altsd vise, at for alle £1,...,&—1, M1,... yNs—1 €@ MM f =
MM f. Von Neumann startede med at betragte f for fastholdt
E1yo o=ty M,y . .. yMs=1. [ er da en funktion af { og n, alene, og det er
klart, at f stadig er kontinuert og opfylder (K). Idet von Neumann skrev €,
n i stedet for &, n, skal han vise, at

max, min, f(£,7) = min, maxef(&,n),
0<é<a 0<n<h 0<n<b 0<€<a

hvora=1-¢~...—-§_y0gb=1~m —...—ns-1. Dette, bemzerkede von
Neumann, kan ogsa formuleres pa en anden made:

Es gibt einen ‘Sattelpunkt’ &, no (0 < & < a, 0 < no <b), d.h.
f(€o,m) nimmt in 0 < n < b sein Minimum fir n = no an, und
f(€,m0) nimmt in 0 < € < a sein Mazimum fir £ = & an. [von
Neumann, 1928, 5.309]

Thi det geelder altid, at

maxe min, f(€,7) < min;, max; f(£,7),

pa den anden side, hvis der findes et saddelpunkt (£o,70), er

ma‘xf minﬂ f(fv 77) 2 mlnﬂ f(§07 77) = f(é-Oa 770)3

min, maxe f(§,7) < maxe f(§,m0) = f(&o,70)-
Dette giver den ‘anden ulighed’ og

max, min, f(£,7) = min, max¢ f(£,1) = F(&,M0)-

Han mangler séledes at vise eksistensen af et sddant saddelpunkt.

Hertil betragtede von Neumann fgrst til et hvert fast £ meangden af 7,
0 < n <b, for hvilke f(¢,n) antager sin minimumsveerdi. Denne mengde er
afsluttet, fordi f er kontinuert, og konveks, da f opfylder betingelsen (K), og
dermed er den et delinterval af [0,5]. Von Neumann betegnede delintervallet

med [K'(§), K"(£)]. Altsd, for ¢ fast:

{n' € [0,8]| min, f(§,7) = f(§,n")} = [K'(£), K" ()] < [0,8].

Tilsvarende fas for fast 7, at de ¢, 0 < ¢ < q, for hvilke f(§,n) antager sit
maximum, udggr et afsluttet delinterval af [0,a]. Von Neumann betegnede
dette delinterval med [L'(n), L"(n)]. -
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- Det vil sige, for hvert £ € [0,a] findes et interval [K'(£), K"(€)] C [0,b],
saledes at samtlige  heri er minimumspunkter for f(£, ). For hvert € [0, b]
findes et interval [L'(n), L”(n)] C [0, a], saledes at hvert ¢ heri er maximum-
spunkt for f(*,n).

Von Neumann viste derefter, at kontinuiteten af f sikrer, at K',L’ og K",
L" er nedadtil hhv. opadtil halvkontinuerte funktioner [von Neumann, 1928,
5.310, note 10).

Han betragtede sa for et givet ¢* fglgende maengde, som jeg har kaldt

D(¢"):
D(¢") = {€™(3n" : min, f(£",n) = £(§",n") og max¢ f(&,n") = (€™, n")},
det vil sige

D(&") = U[L'(n"), L"(n")] over " € [K'(£"), K"(£7)].

I intervallet K'(¢*) < n* < K”(£*) vil den nedadtil halvkontinuerte funk-
tion L' antage sin minimumsveerdi, og den opadtil halvkontinuerte funktion
L" vil antage sin maximumsveerdi. Dermed vil mengden D(£*) indeholde
et mindste sével som et stgrste element. Ydermere vil D(¢*) indeholde alle
¢’ liggende imellem det mindste og det stgrste element. Von Neumann gav
fglgende indirekte bevis for denne pastand:

Thi antages det, at der findes et £ mellem mindste og stgrste element,
som ikke er indeholdt i D(¢*), betyder det, at hvert interval [L'(n*), L"(n*)]
vil ligge enten helt til venstre for £’ eller helt til hgjre for £, og da ¢ ligger
imellem mindste og sterste element i D(¢*), vil der findes intervaller bade
til hgjre og til venstre for £’. Idet n* gennemlgber et interval, vil begge slags
n*-er, dvs. de n*, der svarer til intervaller [L'(n*), L"(n*)] helt til venstre for
¢, og de n*, der svarer til intervaller [L'(n*), L”(n*)] helt til hgjre for £’, have
et feelles ‘Héufungspunkt’, n'. Idet der vilkarligt teet pd n’ forekommer béade
L'(n*) <€ og L"(n*) > ¢, ma negdvendigvis L'(n') < & og L"(n') > ¢, idet
L’ og L" er nedadtil hhv. opadtil halvkontinuerte. Men sd tilhgrer ¢ alligevel
et af intervallerne, nemlig [L'(n'), L"(n")].

Alt i alt betyder ovenstéende, at maengden D(£*) udggr et afsluttet delin-
terval af [0, a], som von Neumann betegnede [H'(¢*), H"(¢*)]. For at fuldfgre
beviset godtgjorde von Neumann, at der findes et £€* € [0, a], som ogsa er et
£, det vil sige et £*, for hvilket H'(€*) < &* < H"(¢*). Beviset herfor er helt
analogt til beviset for, at D(£*) var et afsluttet interval, idet H' og H" er
nedadtil hhv. opadtil halvkontinuerte funktioner. En antagelse om, at intet
sidan £* findes, vil betyde, at alle intervaller [H'(£*), H”(£*)] vil ligge helt til
venstre eller helt til hgjre for £€*. Som fgr vil begge slags £*-er have et feelles
‘Houfungspunkt' £', og dette ¢’ vil tilhgre intervallet [H'(&'), H"(¢')].
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'Von Neumann har saledes vist, at der findes et £* €0, a], som opfylder at
§* € D(£7). Idet det betyder, at der findes et n*, s& min, f(£*,1) = F(£*,7%),
samtidig med at max¢ f(§,7*) = f(£*,7"), indebeerer dette at punktet ¢,
n* er et saddelpunkt for f. Von Neumann har dermed fuldfgrt beviset for
minimaxsatningen.

Von Neumanns 1928 bevis i relation til fixpunktssaetnin-
ger og ulighedssystemer

Von Neumanns bevis ma i sandhed siges at veere a tour de force [Heims,
1980, s.91]. Hvad angér de gvrige udtalelser fra sekundeerlitteraturen, som
jeg citerede inden gennemgangen af artiklen (se s.31), kan man se, at der
ogsd siges, at von Neumann ‘demonstrates the close connection with fiz-point
theorems and especially Brouwer’s theorem’ [Ingrao og Israel, 1990, s.211],
samt at beviset handler om eksistens af en lgsning til et system bestédende af
ligninger og uligheder [Ingrao og Israel, 1990, 5.211], [Heims, 1980, 5.91]. Jeg
synes ikke, disse forhold er szerlig indlysende. Von Neumann taler pa intet
tidspunkt om fixpunkter, og han opstillede ikke noget system af ligninger og
uligheder, som skal lgses.

Alligevel skriver Kuhn og Tucker i deres omtale af von Neumanns bevis
for minimaxsaetningen fra 1928, at

The analytic proofs of the Minimaz Theorem given by von Neu-
mann were of two essentially different types. Proofs of the first
type (see [A] and [B]) are based explicitly on extensions of the
Brouwers fized point theorem; [Kuhn og Tucker, 1958, s.112]

[A] er von Neumanns 1928-artikel, og [B] er en artikel fra 1937, som jeg
vil behandle i neste kapitel. I von Neumanns bevis kan man ‘udtraekke’ et
bevis for en udvidelse af Brouwers fixpunktsseetning, og dermed kommer
eksistensen af et saddelpunkt for funktionen f(£,7) ud pa det samme som
eksistensen af et fixpunkt for en ‘punkt til meengde’ afbildning, eller i nutidig
terminologi, et fixpunkt for en korrespondance. Forbindelsen fas pa fglgende
made:

Von Neumann endte med at vise eksistensen af et £*, som opfylder at
£ € [H'(€), H"(€")). Settes F(€) = [H'(€*), H"(¢*)], kan F opfattes som
en korrespondance, der sender punkterne £ i [0, a] ind i meengder F(£), som er
delintervaller af [0, a]. Et punkt £, som ved F afbildes ind i et interval, som
indeholder punktet selv, er en slags fixpunkt for korrespondancen. Dermed
bliver eksistensen af et saddelpunkt det samme som eksistensen af et fixpunkt
for korrespondancen F.
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Jeg er dog ikke overbevist om, at von Neumann p4 dette tidspunkt havde
indsigt i, at hans bevis for eksistensen af et saddelpunkt giver et bevis for
eksistensen af et sddant fixpunkt. I naeste kapitel vil jeg vende tilbage til
denne diskussion, idet jeg der vil behandle en anden tekst af von Neumann,
som underbygger mit synspunkt.

Minimaxsztningen og ulighedssystemer

I en analyse af, hvilken konsekvens minimaxsaetningen har for valg af Spi-
elmethoden, betragtede von Neumann meengden A af alle ¢, for hvilke
min, h(£,n) antager sin maksimale verdi M, samt mengden B af alle 9,
for hvilke max, h(€,n) antager sin minimale veerdi M. Det vil sige:

A = {¢ € R® : min, h(£,n) antager sin max. veerdi M}
Oy g

B = {n € R* : max; h(£,n) antager sin min. veerdi M}
Det fglger da uden videre, at |

1. hvis ¢ tilhgrer A, sd geelder altid A(€,7) > M (thi h(¢,n) >
min, h(€,n) = M, idet ¢ tilhgrer A),

hvis 7 tilhgrer B, s& gelder altid h(¢,n) < M,
hvis ¢ ikke tilhgrer A, s findes et 7, for hvilket A({,n) < M,
hvis 7 ikke tilhgrer B, s3 findes et £, for hvilket h(¢,n) > M,

A

hvis ¢ tilhgrer A, og n tilhgrer B, sa er h(€,n) = M.

Det er sdledes klart, argumenterede von Neumann, at S; skal velge et &
tilhgrende A, og S, skal valge et n tilhgrende B. For ethvert sddan valg vil
spillet have veerdien M for S; og veerdien —M for S; [von Neumann, 1928,
s.305).

Von Neumann gjorde i 1928 ikke mere ud af disse uligheder, men oven-
stdende kan tolkes derhen, at det drejer sig om at finde £*, n*, siledes at
ulighederne

£ 20, 720, maxch({,n") <M, min,h({"n)>M
og ligningerne

51*+‘--+§)31*=1a 7]1*+"'+7722*=1
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er opfyldt samtidigt. - ‘ .

Kuhn og Tucker udleder i deres essay [Kuhn og Tucker, 1958, s.111] fgl-
gende forbindelse mellem ‘lgsninger’ (£*,7*, M) til ‘minimaxproblemet’ og
nedenstdende system af ligninger og uligheder!®:

Lader man g(p, q) veere elementerne i en matrix A, er h(£,n) = £An, og
en lgsning, (£*,7%), til de 2%, + 2%, lineere uligheder:

£20, 720, Ap"<M, A2 M,
og de to linezre ligninger:

7+ . +&"=1, m"+.. .+, =1
vil ogsé veere en lgsning til systemet

€20, 720, maxh(6,77) <M, min,h(€,n)> M,
3

E°+...+& =, m"+.. .+, =1

Lgsningen kan sdledes karakteriseres algebraisk som lgsning til et system
af linezere uligheder og ligninger, men denne forbindelse til ulighedsteori var
ikke klart formuleret 1 1928. Von Neumann opfattede ikke pa dette tidspunkt
minimaxseetningen som en s@tning om lgsninger til ulighedssystemer; denne
indsigt kom, som vi skal se i neeste kapitel, fgrst senere. Det skal retferdig-
vis naevnes, at Kuhn og Tucker ikke pastar, at von Neumann faktisk foretog
denne karakterisering i 1928, men de efterlader alligevel det indtryk, at von
Neumann arbejdede inden for en ramme af konveksitetsteori, idet de 1 deres i
deres kommentarer til von Neumanns bevis skrev, at ‘the notion of quasicon-
vezity was used’ [Kuhn og Tucker, 1958, 5.112]. Det er sandt i den forstand,
at egenskaben (K) er den mé&de, man i dag definerer, at en funktion f er qua-
sikonveks, men von Neumann talte ikke om quasikonveksitet i 1928-artiklen.
I en senere kommentar til en udtalelse af den franske matematiker Fréchet
papegede von Neumann eksplicit, at forbindelsen til konveks analyse ikke var
indlysende i 1928, og at den erkendelse forst kom senere. Jeg vender tilbage
til denne diskussion i naeste kapitel.

Diskussion

Vurderes Borels spilteoretiske arbejde ud fra minimaxsztningen, ma man
nok konkludere, at han ikke kom ret langt. Han heldede til en hypotese,

1Jeg har @ndret Kuhns og Tuckers notation, s& den svarer til von Neumanns. Kuhn og
Tucker kalder (£*,7*, M) for (2°,4°, v).
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som er i konflikt med minimaxsztningen, og selv om han i 1926 og 1927
efterlyste en afggrelse, hvilket kan tolkes som om, Borel er blevet i tvivl om
gyldigheden af sin hypotese, s& kom han ikke ret langt i de teoretiske over-
vejelser. Jeg mener dog ikke, at man yder Borel fuld retfeerdighed, hvis man
udelukkende vurderer hans arbejde efter minimaxszetningen eller manglen p&
samme. Han analyserede en helt ny problemstilling, som ikke tidligere havde
veret genstand for systematisk matematisk behandling. Han udkrystalise-
rede elementer, som ogsd i dag er centrale i spilteori s& som strategibegrebet
og blandet strategi. Godt nok formulerede han en hypotese, som er i strid
med minimaxsatningen, men jeg synes ikke, det er s& underligt, at hans
umiddelbare intuition dbenbart har veeret, at han ikke kunne forestille sig, at
der generelt vil glde, at man kan velge sig en strategi, som sikrer, at man
ikke taber, selv om modstanderen kender denne strategi.

I artiklen Divergences in the History of Matematics: Borel, von Neumann
and the Genesis of Game Theory argumenterer Luca Dell’Aglio blandt andet
for, at Borel havde en psykologisk fortolkning af begrebet blandet strategi,
og at dette

... constituted the conceptual basis of Borel’s negation of the mini-
maz theorem in his earlier research into game theory. [Dell’Aglio,
1995, 5.21]

Med psykologisk fortolkning henviser Dell’Aglio til den omstendighed, at
Borel i sine artikler om spilteori flere gange taler om, at den spiller, som er en
bedre psykolog, det vil sige den spiller, som er bedre til at observere og analy-
sere sin modstanders méde at spille pa, vil have en fordel frem for en spiller,
som ikke observerer sin modstander. Dell’Aglio forklarer Borels standpunkt
ved at sammenligne Borels arbejde med von Neumanns og konkluderer, at

... the divergence over the validity of the minimaz theorem was
ultimately due to a difference in the conceptual and technical
structure underlying the two theories. In other words, Borel and
von Neumann produced different theoretical forecasts because they
were working on different basic problems. [Dell’ Aglio, 1995, 5.40]

De to forskellige problemer, Dell’Aglio omtaler, fremkommer, mener
Dell’Aglio, idet von Neumanns udgangspunkt var ‘the possibility of the
existence of equilibria in games played by equal players’ [Dell’Aglio, 1995,
5.40], mens ‘Borel took into consideration a similar problem but supposing
one player has acquainted himself with the psychological characteristics of
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his opponent’ [Dell’Aglio, 1995, s. 40]. Minimaxszetningen giver et bekraef-
tende svar pd von Neumanns hypotese om eksistens af ligeveegt, idet den
siger, at der i to-personers nulsum spil eksisterer optimale strategier.

Jeg forstar ikke helt, i hvilken forstand Dell’Aglio mener, at von Neumann
og Borel behandler to forskellige problemer. Bdde von Neumann og Borel
havde som udgangspunkt, at man veelger sin strategi uden at vide, hvad
modparten ggr. I Borels udregninger for tilfeeldene, hvor der er 3 og 5 ikke-
darlige strategier tilbage, leder han, ligesom von Neumann, efter en strategi,
som vil sikre, at man ikke kommer i taberposition, uanset hvad den anden
spiller ggr. Det vil sige, han leder efter en strategi, hvor resultatet af spillet
ikke &ndres til ens bagdel, selv om modstanderen kendte ens strategi pa
forhénd, og i s&dan en situation er det ligegyldigt, om den ene spiller er
en bedre ‘psykolog’ end den anden. Jeg mener, at forskellen optraeder, fordi
Borel i 1921 ikke kan forestille sig, at der generelt kan findes strategier, der
er saledes, at modstanderen ikke kan veelge en vinderstrategi, selv om han
kender den andens strategi. -

S& vidt jeg kan se, findes den helt afggrende forskel pd von Neumann og
Borel i deres tilgange til beviset for -hhv. forsgg p& modbevis/bevis af- mi-
nimaxseetningen. Borel sd ikke p& begge sandsynlighedsfordelinger ¢, n sam-
tidigt, han betragtede aldrig samspillet mellem de to spilleres samtidige og
uafhaengige valg af strategier. Det gjorde von Neumann, og det gav anledning
til de forskellige minmax hhv. maxmin overvejelser, og det er netop samspillet
mellem disse, der leder ham frem til erkendelsen af lgsningen som et saddel-
punkt. En anden veesentlig forskel mellem Borels og von Neumanns ‘beviser’
er deres arbejdsmetode. Borel havde en temmelig ‘gammeldags’ fremgangs-
méde. Han betragtede ikke det generelle tilfeelde, men arbejdede sig fremad
ved at regne pa specifikke eksempler. Han forsggte at finde konstruktive lgs-
ninger. I modsaetning hertil er von Neumanns matematiske tilgang i hgj grad
preeget af de nye, axiomatiske tendenser 1 matematisk forskning. Han be-
tragtede det generelle tilfzelde, og hans bevis er ikke et konstruktivt bevis
for eksistensen af optimale strategier, men et rent eksistensbevis. Det er nok
tvivlsomt, hvor begejstret Borel har vzret for von Neumanns bevis. En tre-
dje forskel pa de to slags spilteoriartikler er, at det er meget nemt at folge
Borels tanker. Hans noter virker meget, som om de er skrevet, stort set som
han har tenkt tankerne; de giver, om man s& kan sige, et kig ind i veerkste-
det. Von Neumanns tekst er derimod fuldstzendig blottet for antydninger af,
hvordan ideerne er dukket op, og set fra et matematikhistorisk synspunkt er
denne axiomatiske fremstillingsform meget slgrende for, hvordan ideerne har
udviklet sig. Dertil kommer, at von Neumann udover henvisningen til Borel,
der blev tilfgjet i korrekturlaesningsfasen, ikke henviser til tidligere arbejder
hverken af sig selv eller andre.



Kapitel 3

Minimaxsatningen 1 forskellige
kontekster

I dette kapitel fortsaettes historien om von Neumanns udvikling af minimax-
seetningen frem til 1944, hvor den havde en udformning, og havde gennemgaet
et forlgb, som gjorde det muligt for von Neumann at gennemskue sammen-
haengen mellem linezer programmering og spilteori. Det er en historie om,
hvordan minimaxszetningen, nogle gange overraskende, dukker op i forskel-
lige matematiske sammenhenge.

Fgrst gennemgés, hvordan minimaxszetningen dukker op i et arbejde af
von Neumann om en matematisk-gkonomisk model. Derefter diskuteres von
Neumanns kommentarer til dette faenomen i forhold til mine pastande i for-
rige kapitel om von Neumanns manglende erkendelse af sammenhengen mel-
lem minimaxsaetningen og fixpunktssaetninger i 1928.

Derefter redeggres der for den udvikling, der resulterede i, at von Neu-
mann i 1944 ndede frem til en forstéelse af minimaxsatningens relationer til
lineaere ulighedssystemer og konveksitetsteori.

Til sidst diskuteres den i indledningen omtalte prioritetsdebat mellem von
Neumann og Fréchet.

Minimaxsatningen dukker op i matematisk gko-
nomi

I forrige kapitel blev det neevnt, at der gik 16 &r, fra von Neumann pub-
licerede sit fgrste spilteoretiske arbejde, til han igen publicerede inden for
spilteori. Minimaxproblemet derimod stiftede han bekendtskab med igen al-
lerede 4 ar senere, ganske vist i en lidt anden ikleedning, idet den pludselig
dukkede op i en matematisk-gkonomisk model, som von Neumann udvik-

o1




52 Minimaxsaetningen i forskelligce kontekster

lede. Han holdt foredrag om modellen for fgrste gang i vinteren 1932 ved
Princeton universitetets matematiske seminar, og 6 ar senere blev arbejdet
publiceret p& opfordring af Karl Menger under titlen Uber ein konomisches
Gleichungssystem und eine Verallgemeinerung des Brouwerschen Fizpunkt-
satzes [von Neumann, 1937] i Ergebnisse eines Mathematischen Kolloquiums
[Menger, 1937].

Von Neumanns gkonomiske model

Von Neumanns model er en linezr produktionsmodel, hvor han ikke skelnede
mellem det, der forbruges, og det, der bliver produceret i produktionspro-

cessen. Han analyserede en situation, hvor der er n ‘varer’ Gi,... ,G,, og
m produktionsprocesser Py,..., P,. Han lod y1,... ,y, betegne priserne pa
varerne G, ... ,G,, mens ,... ,z,, betegnede den intensitet, hvormed pro-

cesserne P,..., P, benyttes. Endelig lod han a;; hhv. b;; betegne antallet
af enheder, som forbruges hhv. produceres af varen G; ved processen P,.

Von Neumann var udelukkende interesseret i tilfeelde, hvor hele gkono-
mien udvider sig, uden at strukturen zndrer sig, det vil sige tilfeelde, hvor
forholdene mellem intensiteterne z; : ... : z,, forbliver uforandret, selvom
Z1,...,Z, ndres. I si fald er intensiteterne multipliceret med en fzel-
les faktor o per tidsenhed. Denne faktor kaldes udvidelseskoefficienten for
hele gkonomien [Von Neumann, 1937, s.75]. De ubekendte er intensiteterne,
Z1,... ,Tm, udvidelseskoefficienten, ¢, priserne, y;,... ,yn, pd varerne, og
B =1+ 1%, hvor z er rentefoden i % pr. tidsenhed.

Von Neumanns analyse resulterede i fglgende system af uligheder, som

skal lgses:
z; >0, (3.1)

Y a0, (33)
=1

>y >0, (3.4)
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a'i a;;T; < 2”‘: bijzi, | ' (3-5)

=1 i=1

hvor y; = 0, hvis der gelder skarpt ‘<’.

BY a2 Y by, (3.6)
Jj=1

i=1

hvor z; = 0, hvis der gzelder skarpt ‘>’.

Ulighed (3.5) betyder, at det ikke er muligt at forbruge mere af varen G;
1 den totale proces end det, der produceres. Hvis der forbruges mindre, end
der produceres, bliver G; en ‘gratis vare’, og dens pris y; = 0. Ulighed (3.6)
optraeder, fordi der ikke er nogen profit i modellen; alt eventuelt overskud
geninvesteres. (3.6) betyder, at i ligeveegt ‘=" kan der ikke skabes profit af
nogen proces P;, og hvis der er tab, det vil sige ‘>’, vil P; ikke blive brugt,
og dermed z; = 0 [Von Neumann, 1937, 5.75-76].

I samspillet mellem pé den ene side intensiteterne z; og p& den anden side
priserne y; er der en form for dualitet, som udtrykkes i ulighederne (3.1), (3.3)
og (3.5) i de variable z;, a og begrebet ‘ubenyttet proces’ p& den ene side og
ulighederne (3.2), (3.4), (3.6) i de variable y;, B og begrebet ‘gratis vare’ pa
den anden side:

... Die duale‘Symmetrie ..., Scheint bemerkenswert. [Von Neu-
‘mann, 1937, 5.76) “

Dette er von Neumanns eneste kommentar om dualitet pa dette tidspunkt,
men det viser, at han i1 1937 var opmarksom p& dualitetsrelationer i for-
bindelse med visse typer af ulighedssystemer, selv om han ikke efterforskede
feenomenet yderligere pa dette tidspunkt.

Lgsning af ulighedssystemet

Von Neumann var interesseret i at undersgge, hvornar det opstillede ulig-
hedssystem har lgsninger. Hertil omformulerede han fgrst ulighedssystemet
til et saddelpunktsproblem, hvilket han derefter igen omdannede til et fix-
punktproblem. :

Han lod X = (z1,... ,2m) 08 Y = (y1,... ,¥n) vaere variable opfyldende
(3.1), (3.3) hhv. (3.2), (3.4) og betragtede funktionen

™S by
¢(X Y) = =1 =1 Yy
’ Doy 2oy BTy
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Det vil sige forholdet mellem den totale indteegt og de totale omkostninger.
Von Neumann argumenterede herefter for, at en lgsning af ulighedssystemet
(3.1) til (3.6) kommer ud pé eksistensen af et saddelpunkt for funktionen
¢, og dermed fik han spgrgsmalet vedrgrende en lgsning af (3.1) til (3.6)
formuleret som fglger:

(*) Betragt (X,Y) i meengden begreaenset af (3.1) til (3.4). Find et saddel-
punkt X = X, Y =Y, for ¢. [von Neumann, 1937, s.78]

Dermed fik von Neumann formuleret spgrgsmalet om en Igsning til ulig-
hedssystemet (3.1) til (3.6) som et spgrgsmal om eksistens af et saddelpunkt.
Ligesom 1 spilteori artiklen fra 1928 bliver det afggrende skridt saledes at
vise eksistensen af et saddelpunkt for en vis funktion. I 1928-artiklen gik
han, som vi s& i forrige kapitel (se s.41), lige til sagen, men her i 1937 vi-
ste han 1 stedet for et ‘fixpunkts’-lemma, som er det lemma, der optraeder i
artiklens titel under navnet eine Verallgemeinerung des Brouwerschen Fiz-
punktsatzes. Von Neumann viste herefter, at eksistensen af et saddelpunkt for
¢ er en umiddelbar konsekvens af dette lemma’ [von Neumann, 1937, s.80].

Forbindelsen til minimaxsatningen

Von Neumann var helt klar over sammenhangen mellem spilteoriproblemet
og problemet om eksistens af en lgsning til ulighedssystemet:

Die Lésbarkeit unseres Problems hdngt sonderbareweise mit je-
ner eines in der Theorie der Gesellschaftsspiele auftretenden Pro-
blems zusammen, das der Verf. anderwdrtig behandelt hat ... Je-
nes Problem ist ein Specialfall von (*) und wird durch unsere

Lésung von (*) auf eine neue Weise miterledigt. [Von Neumann,
1937, 5.79, fodnote 2]

Dette er den fgrste udtalte erkendelse af, at der er en sammenhang mel-
lem lgsning af ulighedssystemer og minimaxlgsninger i to-personers nulsum
spil. Forbindelsen var dog ikke triviel. I 1928-artiklen er der, som det blev
pointeret i forrige kapitel, intet, der tyder pa, at von Neumann var klar over

1Jeg vil ikke komme narmere ind pa dette lemma men blot bemerke, at von Neumann
formulerede resultatet pa fglgende made: Lad S°, T° vaere ikke-tomme, konvekse, afsluttede
delmengder af R™ hhv. R™. Lad V, W vare to afsluttede, delmeengder af S°xT°. Antag
at for hvert X € S° er mangden Q(X) = {Y|(X,Y) € V'} ikke-tom, afsluttet og konveks.
Antag tilsvarende at for hvert Y € 70 er maengden P(Y) = {X|(X,Y) € W} ikke-tom,
afsluttet og konveks. Under disse forudsztninger gaelder der, at V, W har mindst ét punkt
til feelles [von Neumann, 1937, 5.79-80].
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forbindelsen med ulighedssystemer, og jeg opfatter hans udtalelse fra 1937
om, at lgsningen af ulighedssystemet pd ‘sonderbareweise’ hzenger sammen
med spilteoriproblemet, som tegn p&, at det kom lidt bag p& ham. Havde han
allerede i 1928 veeret klar over analogien mellem minimaxlgsninger i spilte-
ori og lgsning af passende ulighedssystemer, ville han nok ikke ti &r senere
omtale forbindelsen som ‘sonderbar’.

Von Neumanns bevis for eksistensen af en lgsning til saddelpunktspro-
blemet i 1937-artiklen bygger direkte pa et fixpunktresultat, som han for-
mulerede og beviste i samme artikel. Resultatet kaldte han en generalisering
af Brouwer’s fixpunktssaetning, og han lod det indgd i selve artiklens titel.
Senere i artiklen fremhavede han yderligere, at resultatet har almen mate-
matisk interesse:

Dieser verallgemeinerte Fizpunktssatz ... ist auch an sich von
Interesse. [Von Neumann, 1937, s.73]

I forrige kapitel gjorde jeg rede for, at der i von Neumanns bevis fra 1928
indirekte er et bevis for en udvidelse af Brouwers fixpunktssztning (se s.45). -
Fixpunktsegenskaber blev dog overhovedet ikke nzevnt i 1928, og jeg tror,
som nzvnt i forrige kapitel, ikke, han var sig denne sammenheng fuldt be-
vidst pa dette tidspunkt. Havde han varet bevidst om fixpunktsseetningen
11928, ville han formentlig have fremhavet denne generalisering allerede p3
dette tidspunkt. Et andet argument herfor er, at han eksplicit papegede, at
~ spilteoriproblemet fra 1928 her 1 1937 lgses ‘pd en ny mdde’.

Diskussion

I dette arbejde fra 1937 kan man saledes se, at von Neumann er klar over,
at der er en sammenhaeng mellem minimaxlgsninger for to-personers nulsum
spil, som han udviklede i sin spilteoriartikel fra 1928, og ulighedssystemer.
Dertil kommer, at det foregdr i en matematisk-gkonomisk kontekst. I dette
arbejde af von Neumann sker der sledes en kobling mellem minimaxlgsnin-
ger, ulighedssystemer og produktionsprocesser, samtidig med at der ses en
spirende bevidsthed om dualitetsrelationer i forbindelse med visse typer af
ulighedssystemer. Denne sammenknytning af begreberne minimazlgsninger,
ulighedssystemer, produktionsprocesser og dualitetsrelationer indeholder, som
vi senere skal se, alle de essentielle ingredienser til udviklingen af dualitets-
setningen i lineser programmering, og de danner en stor del af baggrunden
for det matematisk-teoretiske grundlag, som von Neumann udstyrede linezer
programmering med i 1947.2

2Se kapitel 5.
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Den historie, der er fortalt indtil nu, kan ogsé tjene som illustration af,
hvordan matematik kan udvikle sig: Fgrst opstér et problem (lgsning af to-
personers nulsum spil) i forbindelse med en ny slags matematiske spgrgsmal
(spilteori). Problemet lgses, og man er i fgrste omgang ikke klar over, hvilke
andre grene af matematikken det er forbundet med, og det kan veere vanske-
ligt, méske umuligt, at gennemskue det i starten. Senere dukker problemet
eller et lignende problem s& op igen i en anden sammenhzeng (von Neumanns
gkonomiske model), og man indser forbindelsen, samtidig med at problemets
kompleksitet oplgses, og man kan trzekke det essentielle i bevisgangen ud
(fixpunktsteknikker), og nye, generelle resultater (udvidelsen af Brouwers
fixpunktssatning) opstar. Resultater, som maéske er interessante i sig selv,
uden for den specielle ramme de oprindelig blev udviklet i.

Minimaxsaetningen i konveks analyse

Von Neumann fik siledes koblet minimaxseetninger sammen med uligheds-
systemer, men hans bevis for minimaxsetningen byggede ikke pa uligheds-
algebra. Det fgrste algebraiske bevis for minimaxsatningen blev publiceret i
1938 og havde rgdder tilbage til Borel, som tilsyneladende mistede interessen
for spilteori, efter von Neumann publicerede sit fgrste bevis for minimaxsaet-
ningen i 1928. Den sidste af Borels noter, som blev behandlet i forrige kapitel,
var fra 1927, og vi skal helt frem til 1938, fgr Borel igen publicerede noget
inden for spilteori. Det skete i forbindelse med udgivelsen af bogen Traité du
calcul des probabilités et de ses applications, hvor Borel skrev et kapitel om
spilteori [Borel, 1938a]. Det er bemeerkelsesveerdigt, at Borel i dette kapitel
overhovedet ikke henviser til von Neumanns minimaxsatning, og Leonard
tolker dette som en bevidst udeladelse fra Borels side:

This can only be regarded as an act of deliberate omission by
Borel. [Leonard, 1992, s.46]

Det betyder dog ikke, at von Neumanns minimaxsatning glimrer ved sit fra-
veer, idet den er behandlet i bogen af en af Borels studerende, Jean Ville, i en
note, hvori minimaxsatningen omtales som Théoréme de M. von Neumann.
Ville er gaet over i spilteorihistorien som den ferste, der fandt et algebraisk
bevis for minimaxszetningen og dermed startede en udvikling, der fgrte til
etableringen af minimaxsatningen i konveks analyse.

Jean Villes minimax bevis

Ville betragtede en situation med to spillere A og B, der spiller et spil, hvor
A kan velge mellem n strategier A;,...,A,, og B kan velge mellem m
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strategier By, ... , By. Ved at indfgre blandede strategier opstillede Ville den
matematiske forventning, G, for spiller B:

hvor

1=1
betegner spiller A’s blandede strategi, og
Xla 7Xm, X] 203 ZX] —'1’
J=t

betegner spiller B’s blandede strategi. Ville lod a;; betegne det belgb, der
tilfalder spiller B, hvis A veelger strategien A;, og B vealger strategien B;.
Dermed er G et udtryk for B’s matematiske forventning, mens —G beskriver
A’s matematiske forventning.

Von Neumanns minimaxsatning siger, at der altid findes blandede stra-
tegier Xo, zo sdledes, at :

maxx min; G = G(Xo, zo) = min, maxx G.
Ville vil i denne note

donner une démonstration élémentaire de cette proposition. [Ville,
1938, 5.108] :

Kernen i Villes bevis er et korollar til fglgende szetning om linezre former:

Lad der veere givet p linezre former i n variable:

fi(z) = Zajia:i (1=1,...,p;1=1,...,n)
med fglgende egenskab®:
For allez > Oeksisterer et ji{1,... ,p}, sdledes at f;(z) > 0.

Sa geelder: Der findes mindst et system af ikke-negative koeffici-
enter

X1,..., X, med Xi+...+X,=1,

SMed z > Omenes z; >0 fori=1,...,n.
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siledes at

P
ZXjfj(x) >0 forallez > 0.

Jj=1
[Ville, 1938, 5.105]

Ville beviste ovenstiende setning ved fgrst at vise den for to linezere former
1 n variable, og derefter viste han det endelige resultat ved induktion efter
antallet af linezre former.

I sit bevis for von Neumanns sztning brugte Ville fglgende korollar, som
han udledte direkte af ovenstdende satning:

Lad fi,... , f, veere p lineeere formerin variable 4, ... , 2,, og lad
¢ veere endnu en linezr form i de samme variable. Hvis i ethvert
punkt z > 0 mindst én af formerne f; antager en veerdi stgrre
end eller lig med ¢’s veerdi, s& findes der en linearkombination

v=Xafh+.. + X0 X;20, Xi+...+X, =1,
siledes at ¢ > ¢ for alle z > 0. [Ville, 1938, 5.107]

Med dette resultat ved hinden konstruerede Ville fglgende bevis for mi-
nimaxsatningen. Han betragtede de m linezre former

filz) = anzi+anzz+...+ ez,

fm(x) = aimZ1 + G2mT2+ ...+ CGumTn.

Idet
G = EX_,' Z Qi; Ty = Z Xjfj(x),
j i o
er det klart, argumenterede Ville, at hvis x allerede er valgt, s& bliver

maxx;»0G = max{fi(z),... , fm(z)}.
> X;=1

Dajo X; >00g X; +...4+ Xm =1, fis max ved at give mest veegt til den
stgrste af konstanterne f;(z).
Ville lod s& p betegne tallet min, maxy G og lod z° veere s3ledes, at

maxy G(z°, X) = p.
Da er u defineret ved fglgende to betingelser:
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a) For hvert z findes et j, s&
fi(z) z p.-
b) Der findes mindst et z° saledes, at for z = z° har man

fi(@®) < for alle j,

hvilket ikke er sveert at vise, og Ville ggr da heller ikke noget ud af det. For
at kunne bruge sit korollar omformulerede Ville betingelsen a) til:

a’) For hvert z findes et j, siledes at
filg) > pu(z1+...+2,), 2, 20 (e =1,... ,n).

Sexttes ¢ = u(zy + ... + z,), sikrer korollaret siledes eksistensen af ikke-
negative koefficienter

Xi% Xn YO XO =1,
saledes at
Zonfj > p(zy+ .o+ Th).

Velger spiller B dette X° som sin blandede strategi, vil B’s matematiske
forventning veere

G= Z onfj > i,
ligegyldigt hvad A velger. Men s3 er
G > min, maxx G

for dette valg af strategier, og da den anden ulighed altid geelder, har Ville
hermed bevist, at der findes et ‘strategipar’, hvor der gelder lighedstegn, og
dermed har han vist von Neumanns sztning.

Villes bevis er det fgrste, kendte bevis for minimaxseetningen, som ude-
lukkende bygger pé et resultat om linezre uligheder [Leonard, 1992]. Ma-
tematikhistorisk set er Villes bevis vigtigt, fordi det belyser en udvikling i
beviset for minimaxsaetningen henimod teorien om ulighedssystemer og kon-
veks analyse. Det er fgrste gang, minimaxsaetningen bevises helt inden for en
ramme af ulighedsteori, og som det vil fremga af neeste afsnit, var von Ne-
umanns bevis for minimaxseetningen i spilteoribogen Theory of Games and
Economic Behavior fra 1944 direkte inspireret af dette bevis af Ville.
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Von Neumann og Morgenstern

Den endelige cementering af spilteori i almindelighed og minimaxszetningen
i seerdeleshed i en kontekst af linezere uligheder og konveksitetsteori blev
foretaget af von Neumann og den gstrigske gkonom Oskar Morgenstern i deres
klassiker Theory of Games and Economic Behavior fra 1944 [von Neumann
og Morgenstern, 1944]. Iglge Kuhn og Tucker byggede von Neumanns og
Morgensterns bevis for minimaxsztningen direkte p3 ovenstiende bevis af

Ville:

Oskar Morgenstern has told us that he drew Ville’s article to von
Neumann’s attention after seeing it quite by chance while browsing
in the library of the Institute for Advanced Study. They decided
at once to adopt a similar elementary procedure, trying to make

it as pictorial and simple to grasp as possible. [Kuhn og Tucker,
1958, s.116]

Morgensterns begejstring over opdagelsen af Villes bevis fremgar tydeligt
af hans dagbogsnotater. Juleaftensdag 1941 skrev han om Villes bevis og von
Neumanns reaktion herpa:

Both [Borels bog og Villes bevis] are unknown to Johnny. Now he
has discovered additional proofs that are becomming increasingly
simple and are purely algebraic!! It necessitates some modification
in the tezt, but we can print it. (Citeret i [Rellstab, 1992, s.87])

De nye beviser af von Neumann, som Morgenstern omtaler, var helt anderle-
des end von Neumanns tidligere beviser, og det bevis, der optraeder i Theory
of Games and Economic Behavior er, som vi skal se, et algebraisk bevis, der
faldt inden for det, von Neumann og Morgenstern selv karakteriserede som

the mathematico-geometrical theofy of linearity and convexity.
[von Neumann og Morgenstern, 1944, 5.128]

The theorem of the Alternative for Matrices

Det helt essentielle redskab i von Neumann/Morgenstern beviset for mini-
maxsatningen i 1944 er The Theorem of the Alternative for Matrices, som
pa sin side er et direkte resultat af sztningen om stgttehyperplaner, som i
von Neumanns og Morgensterns bog havde fglgende udformning:

Givet z,,... ,z, tilhgrende R" samt et y tilhgrende R™, da vil y
enten tilhgre det konvekse hylster C af z, ... , z,, eller der findes
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en hyperplan, som indeholder y, og saledes at C er helt indeholdt
i et halvrum afgreenset af denne hyperplan. [von Neumann og
Morgenstern, 1944, s.134]

Von Neumann og Morgenstern betragtede en (nzm) matrix, som jeg har
kaldt A, med elementer a(z,5),2=1,...,n;j =1,... ,m. Med henblik pd at
inddrage ovenstiende resultat om stgttende hyperplaner, som i gvrigt er et af
de helt essentielle resultater 1 konveksitetsteori, konstruerede von Neumann
og Morgenstern det konvekse hylster C af de m sgjlevektorer i A samt de n
basisvektorer i R™. Idet de satte y lig 0, kunne de slutte, at 0 enten tilhgrer
det konvekse hylster C eller en hyperplan H, hvis ene halvrum indeholder C.
I det fgrste tilfeelde viste von Neumann og Morgenstern, at der findes et z i
R™ med z; >0,... ,2, >0, 371, z; = 1, séledes at ulighederne

m

> a(i,j)z; <0

i=1

er opfyldt for i = 1,... ,n. I det andet tilfzelde, hvor 0 ikke tilhgrer C, viste
de, at det gav anledning til en vektor w i R" med w; > 0,... ,w, > 0,
Son, wi = 1, siledes at fglgende uligheder er opfyldt:

n
}:a(i,j)wi>0 for 7=1,...,m.

=1

Dertil kommer, at de to muligheder, eller alternativer, som von Neumann
og Morgenstern kaldte dem, udelukker hinanden. Formuleret i matrixsprog,
udtrykker deres resultat fglgende:

Givet en (nzm) matrix A, sd har pracis et af fglgende to ulig-
hedssystemer en lgsning:

Az <0, 20, > z;=1,

wA>0, w>0, Zw,-:l.
=1

[von Neumann og Morgenstern, 1944, p.138-141]
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De benyttede derefter dette resultat til at bevise minimaxsetningen for

to-personers nulsum spil. Idet de bevarede notationen fra von Neumanns
1928-artikel, lod de

Zy Xz

RED =)D g(p, )6

p=1 g=1

betegne den forventede veerdi for spiller S,. Ved at lade A vaere matricen
(9(p,9))(z,x5,), fik de, at der enten findes en vektor £ € R*! med £ > 0,
> ¢, =1, for hvilken

Z
> 9(p, )6 >0 for g=1,...,%,, (3.7)

=1

eller der findes en vektor 7 € R*> med > 0, 3.7, = 1, for hvilken

Iy
Y 9(p.g)ng <0 for p=1,...,%. (38)

g=1
Det ses let, at hvis (3.7) holder, vil

v1 = max¢ min, h(£,7) > 0.
Hvis derimod (3.8) holder, vil

v, = min, maxg h(§,n) < 0.
Von Neumann og Morgenstern sluttede saledes, at man har

enten v; >0 eller v, <0
og dermed aldrig
v <0 <.

De afsluttede beviset med at udlede, at der for et vilkarligt tal w geelder, at
man aldrig kan have

v < W < V3.

Idet der jo altid geelder v; < v,, konkluderede von Neumann og Morgenstern,
at der ma gelde lighedstegn:
vy = maxg min, A(€,7) = min, max A(€,7) = vs.

Dermed opnéede von Neumann og Morgenstern, at beviset for minimaxsaet-
ningen blev reduceret til en simpel konsekvens af sztningen om Alternatives
for Matrices.
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Prioritetsdiskussion -

Von Neumanns og Morgensterns spilteoribog fra 1944 var den fgrste sam-
lede fremstilling af spilteori, og den betragtes i dag som en klassiker inden
for feltet. Den franske matematiker Maurice Fréchet opdagede i begyndelsen
af 1950°erne Borels spilteoretiske noter, og han fik den amerikanske mate-
matiker Leonard J. Savage til at overseette tre af Borels noter: 1921-noten,
kapitlet i Théorie des Probabilités fra 1924, og 1927-noten [Borel, 1953a,b,c].
I introduktionen til den engelske oversattelse tildelte Fréchet Borel eeren som
ophavsmand til spilteori, hvilket forarsagede en mindre prioritetsdiskussion,
idet von Neumann reagerede med en ‘modkommentar’. Fréchet skrev i intro-
duktionen:

It was only relatively recently that I began to occupy myself with
the theory of probability and its applications, which ezplains why
the notes that Emile Borel ... published between 1921 and 1927
on the theory of psychological games escaped my attention. It was
chance to begin with...because, in the extensive literature devoted
to this theory [spilteori] and its applications in recent years, refe-
rences to earlier work do not lead back, in general, further than
to the important paper published in 1928 by Professor von Neu-
mann. But, in reading these notes of Borel’s I discovered that in
this domain, as in so many others, Borel had been an initiator.
[Fréchet, 1953a, 5.95]

I en kommentar, der efterfglger Borels tekster, uddybede Fréchet sin be-
grundelse for at udneevne Borel som grundlaegger af spilteori:

Borel was the first to indicate the potential importance for this
theory of knowing whether this theorem [minimaxsatningen], ap-
plied to n manners of playing, is true for arbitrary n. He did,
moreover, demonstrate it forn =3 and n =5, but only for these
values. [Frechet 1953b, 5.122]

Fréchet fortsatte med at redegpre for, at selv om Borel i starten tviviede
pé, at minimaxseetningen gjaldt, s& kan man se en gradvis holdningsaendring,
nar man leeser hans noter, og i den sidste note fra 1927 er det hypotesen om,
at stningen geelder, der star forst. Dette indleeg af Fréchet startede en kort
prioritetsdebat mellem Fréchet og von Neumann, hvilket jeg opfatter som et
tegn pa, at spilteori pa dette tidspunkt, 1953, er blevet betydningsfuldt og er
sldet igennem som matematisk disciplin. Det er forbundet med anerkendelse
at blive udneevnt som initiator, hvilket ogsd kan forklare von Neumanns
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ophidsede reaktion pé Fréchets indleeg. L. J. Savage har i et interview med
von Neumann-biografikeren Heims fortalt om von Neumanns reaktion:

The translator, the young American mathematician L.J. Savage,
who liked and admired von Neumann, recalled that he and Fréchet
had sent the manuscript to von Neumann, seeking his opinion,
‘and von Neumann had been very angry. He phoned me from so-
meplace like Los Alamos, very angry. He wrote a criticism of these
papers in English. The criticism was not angry. It was characteri-
stic of him that the criticism was written with good manners.... 1
feel that if you were going to make a serious biographical analysis
of von Neumann, that you would have to take into account that
his pride was hurt’. [Heims, 1980, 5.440, note 14]

Von Neumann anerkendte Borel, som veerende den fgrste til at udvikle
strategibegrebet s&vel ren som blandet, men dog kun i tilfeeldet af symme-
triske to-personers spil. Yderligere skrev von Neumann, at

The relevance of this concept in his hands was essentially reduced
by his failure to prove the decisive ‘minimaz theorem’, or even
to surmise its correctness. As far as I can see, there could be no
theory of games on these bases without that theorem. ... I felt that
there was nothing worth publishing until the ‘minimaz theorem’
was proved. [von Neumann, 1953, s.124-125]

Det fremgar tydeligt af von Neumanns svar, at han lagde meget stor veegt
p& minimaxsetningen; den var afggrende for spilteoriens opstéden. Fréchet
tillagde ikke minimaxseetningen samme veegt, hvilket fremgér af fglgende
bemzerkelsesveaerdige og interessante kommentar:

Again, it may be mentioned, that even if Borel had, before von Ne-
umann, established the minimaz theorem in its full generality; the
profound originality of Borel’s notes would not have been augmen-
ted nor even touched from the economic point of view. He would
not thereby have even enriched the set of properly mathematical
discoveries for which Borel has acquired a world-wide reputation.
He would have, like von Neumann, simply entered an open door.
...the same theorem and even more general theorems had been in-
dependently demonstrated by several authors well before the notes
of Borel and the first paper of von Neumann. [Fréchet, 1953b,
5.122]

De beviser, som Fréchet hentyder til, er af Minkowski, Farkas, Stiemke
og Weyl, og de omhandler alle seetninger af samme type som von Neumanns
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og Morgensterns satning om alternatives for matrices, altsd om Igsninger til
systemer af linezere uligheder?.

Det er sandt, at minimaxsetningen i 1953 er en simpel konsekvens af
disse klassiske seetninger om ulighedssystemer. Men von Neumann opstillede
minimaxseetningen for to-personers nulsum spil i en helt anden matematisk
kontekst, nemlig i en teori for Gesellsschaftsspiele og ikke i en teori for ulig-
hedssystemer. Dertil kommer, at von Neumanns oprindelige bevis fra 1928
benyttede teknikker, som ikke, ved fgrste gjekast, havde det fjerneste at gore
med ulighedssystemer. Det er fgrst i 1938 med Villes bevis, at erkendelsen
af minimaxsetningens forbindelse med eksistens af lgsninger til ulighedssy-
stemer og dermed teorien om konvekse mangder for alvor slar igennem, en
forbindelse som von Neumann og Morgenstern yderligere fremhzevede i 1944.
Men, som von Neumanns 1928-bevis savel som hans bevis fra 1937 tydeligt
viser, og som von Neumann i gvrigt selv fremhzevede i sit svar til Fréchet:

This connection may now seem very obuvious to someone who first
saw the theory after it had obtained its present form. (O. Morgen-
stern and myself, in our presentation in 1943, made, for didactical
reasons, every effort to emphasize this connection.) However, this
was not at all the aspect of the matter in 1921 — 1938. The the-
orem, and its relation to the theory of convex sets were far from
being obvious... It is common and tempting fallacy to view the la-
ter steps in a mathematical evolution as much more obvious and
cogent after the fact than they were beforehand. [von Neumann,
1953, s.125]

Fréchet ggr sig i denne diskussion til talsmand for, at en matematisk
satnings betydning er uaftheengig af den matematik-faglige kontekst, den ud-
vikles i. Historien om von Neumanns forstaelse for og udvikling af minimax-
saetningen viser, at det kraevede et stgrre arbejde og langt fra var trivielt
at indse forbindelsen mellem lgsninger til linezre ulighedssystemer og opti-
male strategier for to-personers nulsum spil. Den kendsgerning, at det senere
viste sig, at minimaxsetningen er indeholdt i tidligere beviste ulighedssaet-
ninger, gor ikke den oprindelige udvikling af minimaxsaetningen overflgdig
eller veerdilgs i forhold til matematikkens udvikling, hvilket Fréchet synes at
antyde. I hans vurdering af, hvorvidt minimaxsetningen har ‘enriched the
set of properly mathematical discoveries’, savner jeg en vurdering af saetnin-
gens betydning for udviklingen af ny matematik. Den faglige sammenhzeng,

4Se [Farkas, 1901, s.5-7], [Stiemke, 1915, 5.340], [Gordan, 1873, 5.23-28], [Minkowski,
1896, 5.39-45], [Weyl, 1935]. I [Tucker, 1956] er der en ‘oversattelse’ af disse tidlige resul-
tater til moderne algebra-notation.
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et resultat udvikles i, er bestemmende for hvordan resultatet formuleres og
fortolkes og kan dermed ogsa vere afggrende for, hvilken videre forskning re-
sultatet kan pege frem imod. De spgrgsmaél, der driver forskningen inden for
spilteori, er ikke ngdvendigvis de samme, som dem der driver forskningen in-
den for abstrakt ulighedsteori, og dermed kan minimaxszetningen, betragtet
fra et spilteoretisk synspunkt, veere meget forskellig fra ulighedsseetningerne.
Minimaxszetningen endte med at blive en konsekvens af ulighedsszatninger,
som var bevist fgr von Neumanns fgrste spilteori arbejde fra 1928, men det
betyder ikke, at spilteori ngdvendigvis ville have udviklet sig ud fra disse
ulighedsszetninger, som var formuleret i en helt anden matematisk kontekst,
hvor de centrale spgrgsmal var helt anderledes end de centrale spgrgsmal i
spilteori. Von Neumanns minimaxseetning fik stor betydning for den videre
udvikling af spilteori, der efter 2. verdenskrig blev et meget aktivt matema-
tisk forskningsfelt.

Konklusion og vurdering

Hermed er historien om von Neumanns udvikling af minimaxseetningen frem
til 1944 fulgt til vejs ende. Det er blevet demonstreret, hvordan von Neumann
fandt og beviste sztningen i 1926-27, publiceret i 1928, i forbindelse med
udviklingen af spilteori. Hvordan han i 1932, publiceret 1937, igen stgdte
ind i minimaxsatningen, denne gang i forbindelse med en gkonomisk model,
hvilket affgdte en forstéelse for sammenhaengen mellem minimaxsaetningen
og fixpunktssztninger samt en indsigt i, at der under visse omstzendigheder er
en sammenhang mellem minimaxsatningen og ulighedssystemer i forbindelse
med gkonomiske modeller, for til sidst 1 1944 at erkende at minimaxsatningen
kan fa&s som en forholdsvis simpel konsekvens af sztningen om stgttende
hyperplaner i konveks analyse.

Disse analyser af von Neumanns udvikling af minimaxszetningen er pree-
senteret i afhandlingen, fordi de danner baggrunden for at forsta fremkomsten
af dualitetsseetningen for linezer programmering. De danner ogsé baggrunden
for at forsta det skift, jeg mener, der sker med linezer programmerings viden-
skabelige status som fglge af forbindelsen mellem linezr programmering og
spilteori. Dette ‘statusskift’ argumenterer jeg for i kapitel 5 og 6.

Analyserne af von Neumanns artikler har ogsé fort til, at jeg har tilba-
gevist de udtalelser, der ellers findes i sekundeerlitteraturen, og som jeg har
citeret i kapitel 2, om at von Neumann i 1928 viste forbindelsen mellem mini-
maxsztningen og fixpunktsszetninger hhv. linezre ulighedssystemer. Jeg har
argumenteret for, at von Neumann ikke i 1928 havde en udtalt forstaelse for
minimaxsetningens forbindelse med fixpunktssatninger, samt at han ikke
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opfattede spgrgsmalet om eksistens af optimale strategier som et spgrgsmal -
om eksistens af lgsninger til visse linezre ulighedssystemer. Jeg har ligele-
des konkluderet, at forbindelsen til konveksitetsteori fgrst udkrystalliserede
sig 1 begyndelsen af 1940’erne i forbindelse med udarbejdelsen af Theory of
Games and Economic Behavior.

Det er min opfattelse, at disse konklusioner st&r temmelig steerkt. Min
argumentation bygger pa analyser bade af selve artiklerne i den form, som
von Neumann fik dem publiceret i, og p& analyser af kommentarer fra von
Neumann selv, som han indfgrte i artiklerne pa det tidspunkt, hvor han skrev
dem, og som jeg derfor regner med, afspejler hans forstdelse af de forskellige
sammenhznge pé det pageldende tidspunkt. Dertil kommer, at jeg kan pege
pa en kilde, som de udtalelser i sekunderlitteraturen, der giver udtryk for
det, som jeg opponerer imod, kan stamme fra, nemlig Kuhns og Tuckers es-
say fra 1958 om von Neumanns spilteoretiske arbejde, som blev publiceret i
et sertryk om von Neumann i forbindelse med hans dgd. Kuhns og Tuckers
essay indeholder en del tekniske beskrivelser og udredninger, men er ikke en
historisk fremstilling og analyse af von Neumanns arbejde. Min argumen-
tation for, at forbindelsen til konveksitetsteori fgrst faldt endelig pa plads
for von Neumann i begyndelsen af 1940’erne, bygger pa von Neumanns og
Morgensterns egne udtalelser i forening med den udvikling af minimaxsaet-
ningen, man kan fglge i de publicerede matematiske artikler af von Neumann
og Ville. Von Neumanns udtalelser om sagen kommer ganske vist fprst 10
ar senere og i forbindelse med en prioritetsdebat, hvilket indebzerer en fare
for, at udtalelserne kan bunde i sirede personlige fglelser og ikke i historiske
fakta. Men von Neumanns udtalelser i 1953 stemmer overens med Morgen-
sterns dagbogsoptegnelser fra den periode, hvor bogen blev beskrevet. Her
fremgar det, at den endelige cementering af minimaxseatningen inden for kon-
veksitetsteori forst blev rigtig forstaet i begyndelsen af 1940’erne. Jeg finder,
at det historiske kildemateriale viser, at denne konklusion star staerkt.

Lidt anderledes forholder det sig med spgrgsmalet om von Neumanns
motivation til at kaste sig over spilteori. Det er forsggt forklaret ved at
sammenholde omstzndigheder og tendenser i det videnskabelig miljg, von
Neumann opholdt sig i pd det tidspunkt, hvor han udviklede sit fgrste spilte-
oretiske arbejde. Desveerre har man ikke fundet udtalelser fra von Neumann

“eller andre af hans samtidige fra den tid, som kan kaste lys over spgrsmalet.
Alle argumenter bygger pa analyser af eksterne faktorer. Der er ikke pépeget
nogle interne forbindelser mellem von Neumanns matematiske arbejder, som
direkte kan forklare spilteori artiklen fra 1928, hvilket sikkert skyldes von
Neumanns sparsomme henvisninger til andres arbejder. Der peges pa axio-
matisering af kvantemekanik, og selv om det lyder overbevisende, kan man
ikke sige, at der med sikkerhed er pavist en forbindelse.
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Derimod anser jeg spgrgsmalet om Borels motivation for at veere afklaret.
Han tilkendegiver selv i en af sine spilteoretiske noter, at inspirationen er
kommet fra sandsynlighedsregning, og det understgttes ogsa af den ramme
han diskuterer problemet i i sine noter. '

Jeg giver ogsa et bidrag til diskussionen, rejst af Dell’Aglio, om, hvorfor
von Neumann og Borel har divergerende hypoteser pa spgrgsmalet om eksi-
stens af ‘bedste metode’. Dell’Aglio forsgger at forklare det ved at referere
til forskellige psykologiske fortolkninger hos Borel og von Neumann af det
begreb, der i dag kaldes for ‘blandet strategi’. Det fgrer til, mener Dell’Aglio,
at Borel og von Neumann arbejder p& forskellige problemer. Min indvending
gar pa, at jeg pa baggrund af analyserne af de matematiske kilder finder, at
det er det samme matematiske problem, de arbejder p&. Divergerende hypo-
ser 1 matematikkens udvikling er en interessant diskussion, som jeg dog ikke
finder seerlig afklaret i forhold til Borel, von Neumann og minimaxsetningen.
Mit eget bud pa forskellen i Borels og von Neumanns reultater og hypoteser
bunder i deres forskellige matematiksyn og -stil, men reprasenterer ikke en
endelig afklaring af sagen.



Kapitel 4

Den naturvidenskabelige
mobilisering og ONR

Det andet uafheengige spor, der sammen med von Neumanns udvikling af
minimaxsztningen kom til at fungere som ‘tzendsats’ for dualitetsseetningen
i lineser programmering og dermed ogsé, som det vil blive klart i kapitel 6,
for Kuhns og Tuckers udvikling af ikke-linezer programmering, var en direkte
konsekvens af den naturvidenskabelige mobilisering, der foregik i USA under
2. verdenskrig. Dertil kommer, at Kuhns og Tuckers arbejde med teorien for
ikke-linezer programmering foregik inden for forskningsprogrammet Logistics
Research Project, som blev etableret -og gkonomisk sponsoreret- af Office
of Naval Research (ONR), en institution oprettet af den amerikanske flade
umiddelbart efter krigens slutning.

Med det formal at afklare nogle af spgrgsmalene om militeerets indflydelse
pé udviklingen af ikke-lineeer programmering, samt for at forstd baggrunden
for denne indflydelse, vil jeg i dette kapitel ggre rede for den betydning, 2.
verdenskrig fik for amerikansk, naturvidenskabelig forskning bade under og
efter krigen, med speciel fokus p8 mobiliseringen af matematikerne under kri-

gen, og militeerets indflydelse pa forskningen i efterkrigstiden via oprettelsen
af Office of Naval Research.!

1Dette kapitel bygger pa historiefremstillinger, analyser og diskussioner i sekundeerlit- -
teraturen angivet i teksten samt publicerede erindringer hovedsagelig af Mina Rees.
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Den naturvidenskabelige mobilisering i USA un-
der 2. verdenskrig

USA kom ud af 2. verdenskrig som verdens fgrende supermagt med et vében,
som man troede ville kunne sikre verdensfreden. Denne udvikling skyldes
hovedsagelig en massiv mobilisering af naturvidenskabsfolk i 2. verdenskrig
samt en intensiv satsning pd forskning og teknologiudvikling i forsvarstek-
nikker og nye vibentyper. Iser spillede fysikere og ingenigrer ansat rundt
omkring pé landets universiteter en afggrende og hidtil uhgrt rolle i militeere
anliggender.

Fgr 2. verdenskrig brgd ud i Europa, var naturvidenskabelig grundforsk-
ning i USA hovedsagelig finansieret af store, private fonde dannet af velha-
vende familier som bl.a. Rockefellerfamilien [Zachary, 1997, 5.65]. Den forsk-
ning, det offentlige finansierede, var anvendt forskning, som havde umiddel-
bar nytteveerdi og var meget taet knyttet til det offentliges behov. Forskningen
var primeert rettet mod landbrugets interesser, geologiske undersggelser samt
heerens og fladens militeerforskning. Stgtten var hovedsagelig begraenset til
ansaettelse af forskere i offentlige institutioner [Dupree, 1986, 5.213].

Efter 1900 steg stgtten fra det offentlige en lille smule, og nye institutter
som vejrinstituttet, National Bureau of Standards og The National Advisery
Committee for Aeronautics begyndte at samarbejde med forskere fra univer-
siteterne, iseer fysikere [Dupree, 1986, s.213]. Den generelle holdning blandt
ledende naturvidenskabsfolk 1 de fgrste artier af 1900-tallet var dog, at man
skulle undg offentlig stgtte, idet man frygtede, at det ville resultere i politisk
kontrol af forskningen, hvilket jo ville g& meget darligt i spsend med idealet
om den frie, uafhsngige universitetsforskning.

Denne forskningsstruktur zndrede sig radikalt under 2. verdenskrig, hvor
forskere som James B. Conant fra Harvard University, Karl T. Compton fra
Massachusetts Institute of Technology (MIT) og Frank Jewett fra AT & T's
Bell Laboratories under ledelse af ingenigren Vannevar Bush organiserede
mobiliseringen af civile naturvidenskabsfolk i 2. verdenskrig.

Vannevar Bush

Vannevar Bush blev i 1919 ansat som professor pd MIT i electrical engine-
ering.? Fra 1932 blev han mere og mere involveret i administrative afferer.
To ar tidligere var fysikeren Karl T. Compton blevet praesident for MIT. Han
udnzevnte 1 1932 Bush til dekan for the School of Engineering og gjorde ham

2Dette afsnit bygger pa [Zachary, 1997].
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til vicepreesident for MIT. Sammen udgjorde Compton og Bush et steerkt,
administrativt team.

De gvrige ledende forskere, der sammen med Bush satte dagsordenen for
naturvidenskabelig forskning under 2. verdenskrig, James Conant og Frank
Jewett, mgdte Bush i komiteen for Scientific Aids to Learning. Det var en
komite nedsat af Carnegie Corporation, som skulle undersgge mulighederne
for at benytte videnskabelige landvindinger i leereprocesser. Komiteen lavede
ikke noget, der fik den store betydning for leereprocesser, men den placerede
Bush i et miljg, hvor han kunne diskutere internationale affeerer med to
af USAs fgrende science statesman, nemlig Conant og Jewett. Conant var
uddannet kemiker og prasident for Harvard. Frank Jewett var fysiker og chef
for AT & T'’s Bell Laboratories, som udgjorde USAs fgrende, industrielle
laboratorium [Zachary, 1997, s.79].

Conant og Bush delte den samme bekymring om Tysklands voksende,
militeere styrke. Bush inds4 tillige de teknologiske muligheder, der kunne
gore en fremtidig krig ganske forfaerdelig, og var af den overbevisning, at
USA manglede evnen til at holde trit med vdbenudviklingen, et emne som
civile ellers ikke blandede sig i. Den generelle holdning blandt civile var, at
disse forhold kun vedkom militerfolk; en holdning, der til fulde blev delt af
militeeret. De militeere laboratorier var domineret af officerer, som gjorde det
klokkeklart, at videnskabsfolk og ingenigrer ansat i deres laboratorier blev
betragtet som tilhgrende en lavere kaste i samfundet. Nar kontrakter blev
udformet, var betingelserne og formélene kontrolleret af officerer, som oftest
havde en meget rudimenteer forstielse for og af videnskab [Zachary, 1997,
5.80].

I modseetning hertil var Bushs generelle holdning, at man blev ngdt til
at involvere civile forskere i viben- og forsvarsforskning i en erkendelse af,
at det var teknologisk overlegenhed, der ville blive udslagsgivende, hvis USA
blev involveret i krigen, og i1 en erkendelse af, at hzeren ikke selv ville veere
i stand til at levere en sddan forskning. I slutningen af 1935 begyndte Bush
s& smat offentligt at sl& til lyd for militeer oprustning. Hans mulighed for
politisk indflydelse i forskningspgrgsmal blev betydeligt forbedret, da han
1 1939 blev udnzvnt til John Merriams efterfglger som prasident for the
Carnegie Institution 1 Washington. Det var via sin position hos Carnegie,
at Bush leerte at begd sig i Washington og fik kontakt til indflydelsesrige
personer ogsa i militzeret.

NDRC og OSRD.

En af Bushs visioner var at udvikle en organisationsstruktur, som ville ggre
naturvidenskabelig forskning inden for krigsfgrelse, forsvar og vibenudvik-
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ling mere effektiv®. Han forestillede sig et samarbejde mellem militeeret, in-
dustrien og universiteterne.

Et af de store problemer var at overbevise fliden og hzren om, at det
kunne betale sig at ga efter fzlles lgsninger pa tekniske problemer. Fladen
og heeren havde det med at holde ting hemmelige for hinanden. Der var ikke
rigtig noget samarbejde, og der var stor traeghed i systemet med hensyn til
at inddrage nye, teknologiske landvindinger inden for f.eks. radarteknologi.
Bush mente, at det var ngdvendigt at inddrage civile forskere, hvis der skulle
udvikles nye vabentyper. Han gnskede sig en forskningsorganisation, som
var helt og fuldt allokeret til forsvarsarbejde. Organisationen skulle veere
sammensat af civile forskere, som var uafheengige af militeeret. Den skulle
kunne skere igennem de linier, der skilte fliden og hzeren, og vigtigst af alt,
den skulle have magt nok til at kunne tvinge forsvaret til at benytte nye
opfindelser.

I juni 1940 mgdtes Bush med prasident Roosevelt for at diskutere sin
plan, og Roosevelt gav grgnt lys, hvilket resulterede i oprettelsen af National
Defense Research Committee (NDRC). Komiteen var stort set uatheengig af
kongressen, havde sine egne fondsmidler og var kun direkte ansvarlig over
for preesidenten. Aldrig tidligere havde man forestillet sig, at civile kunne
komme til at spille en sa stor rolle i militzre affzerer.

Bush kunne selv sammensatte bemandingen af NDRC, og han valgte ikke
overraskende Compton, Conant og Jewett. Dertil kom ogsé fysikeren Richard
Tolman fra Caltech, som forbandt Washington med forskningsinstitutionerne
vest pa. Der var tre repraesentanter fra det offentlige: Coe, som var patent
kommiszer, Harold G. Bowen, som var Rear Admiral og fladens forskningschef
samt George V. Strong der var Brigade General i heren. En af de fgrste
hurdler for Bushs nye komité var at f& en dialog i gang mellem fliden, heeren
og civile forskere. Det skulle diskuteres, hvilken forskning fladen og heeren
gnskede, der skulle udfgres, samt undersgges, hvilke forskere der var bedst
egnet til de forskellige projekter.

En anden overraskelse ved Bushs forskningsorganisation var den maéde,
forskerne blev involveret pa. I stedet for at bygge laboratorier og ansette
forskere som offentligt ansatte designede Bush et kontraktsystem. Forskerne
skulle blive, hvor de var, i deres egne laboratorier p& universiteterne og i
industrien og skulle s& arbejde for forsvaret bundet af kontrakter. I praksis
fungerede det sidan, at man udsi sig en forsker, man mente ville veere i
stand til at lgse opgaven. Vedkommende blev s3 kontaktet af NDRC, og en
kontrakt blev oprettet. Vedkommende forsker blev principal investigator pa
projektet og kunne selv hyre det personale, der skulle arbejde sammen pd

3Dette afsnit bygger hovedsagelig pa [Zachary, 1997).
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projektet. Typisk deres egne tidligere graduate studerende.

Et vigtigt element ved NDRC var uafthengigheden af militeeret. I prin-
cippet kunne NDRC negte at arbejde pa et projekt, som forsvaret ville have
udfert, og de kunne pa den anden side tillade sig at gennemfgre projekter,
som forsvaret ikke gnskede. Men det var ogsé klart, at uden samarbejde med
forsvaret ville NDRC hurtigt miste sin eksistensberettigelse.

I maj 1941 gav Roosevelt tilladelse til oprettelsen af paraplyorganisatio-
nen Office of Scientific Research and Development (OSRD), som under sig
bl.a. havde NDRC, en afdeling for medicinsk forskning og en afdeling for
fuse research. Bush blev udneevnt til leder af OSRD, som blev finansieret fra
kongressen. I forhold til NDRC var Bushs autoritet mht. OSRD udvidet til
ogsd at omfatte selve fremstillingen af nye vAbentyper udviklet af forskerne,
hvilket betgd, at man ikke var atheengig af militeerets velvillighed i spgrgsma-
let om, hvorvidt et nyudviklet viben skulle fremstilles. OSRD havde hjemmel
til selv at bygge vdbnene og kunne derefter demonstrere dem for forsvaret.
En af OSRDs stgrste successer var deres radarlaboratorium, som kom til at
ligge p& MIT. Radarlaboratoriet havde stor succes med anti-ubads krigsfg-
relse. Der var en del problemer i starten, fordi fliden naegtede at benytte det
nye udstyr udviklet af forskerne pa radarlaboratoriet. Men da fladen endelig
begyndte at bruge det, vandt de allierede ubads-krigen i lgbet af kort tid.

Mobilisering af matematikérne

Buhs var ingenigr, Conant var kemiker, Jewett og Compton var fysikere - ma-
tematikerne glimrede ved deres fraveer! Der var ingen matematikere blandt
initiativtagerne til den omfattende mobilisering og koordinering af naturvi-
denskabsfolk under 2. verdenskrig. Matematik var heller ikke pa programmet
i OSRD, og der var oprindelig ingen afdeling for matematik i NDRC. Det
betgd ikke, at matematikerne ikke bidrog til krigsarbejdet, men arbejdet
blev oprindelig udfgrt af matematikere, som de forskellige enheder i mili-
teeret ansatte pa egen hand. Der var i starten ingen samlet organisering af
matematikernes krigsaktiviteter.

Den langsomme mobilisering af universitetsmatematikerne var ikke et ud-
tryk for, at matematikerne pa landets universiteter ikke fandt det vigtigt, at
matematik ydede et bidrag til krigsarbejdet. Tveertimod var man godt klar
over, at matematiks andel i de eventuelle offentlige bidrag til naturvidenskab,
som hgjst sandsynlig ville komme efter krigen, 1 hgj grad athang af, hvor godt
man kunne argumentere for vigtigheden af matematikernes bidrag under kri-
gen. Allerede ved krigens udbrud i Europa i 1939 etablerede matematikerne,
det vil sige lederne i American Mathematical Society (AMS) og Mathematical
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Association of America (MAA), the War Preparedness Committee, som havde
til formal af ggre matematikere opmarksomme pé krigsrelevante problemer
[Price, 1988b, 5.393|. Marston Morse var formand, og kendte matematikere
som John von Neumann og Norbert Wiener var medlemmer af underkomi-
teer og konsulentgrupper. P4 trods af flere forsgg p4 at ggre lederne af OSRD
opmerksomme pd AMS’s bestrzbelser, formdede matematikerne ikke at fa
matematik indlemmet i OSRD’s aktiviteter.

I marts 1942 arrangerede Morse og Marshall Stone fra Harvard et mgde
med Bush, Conant og Jewett, hvor de przesenterede dem for et notat, Mathe-
matics in War, og forsggte at f& OSRD og NDRC til at ggre foranstaltninger
til at gge mobiliseringen af landets matematikere [Owens, 1989, 5.294]. Men
forst i slutningen af &ret 1942 blev The Applied Mathematics Panel (AMP)
oprettet i et forsgg pé yderligere mobilisering og samlet koordinering af ma-
tematikerne og deres tjenester for militeeret.

Warren Weaver, som oprindelig havde fungeret som bestyrer for matema-
tisk institut p& Wisconsins universitet, blev i 1934 direktgr for Rockefeller
Foundations afdeling for naturvidenskab. Han feerdedes i de samme kredse i
Washington som Bush, der i 1942 udnavnte Weaver til leder af AMP. Frem-
gangsmaden for ansaxttelser af folk i AMP var baseret pa kontrakter efter
samme mgnster som oprindelig udviklet af NDRC. Panelet bestod udover
Warren Weaver af Richard Courant, G. C. Evans, T. C. Fry, L. M. Graves,
Marston Morse, Oswald Veblen og S. S. Wilks [Rees, 1980, s.609].

P& trods af at AMP blev oprettet i slutningen af 1942, kunne man et &ar
efter laese 1 Time Magazine, at

the U.S. has been severely handicapped by its shortage of topflight
mathematicians. (Citeret i [Owens, 1989, 5.293])

Den dérlige reklame i et s& udbredt tidsskrift prellede ikke af p4 matemati-
kerne. Marston Morse, som p3 det tidspunkt var prasident for AMS, rgg i
blakhuset:

The actual fact is that the deficiency lies... in the failure of the
civilian authorities to use mathematics at an early time, in adequ-
ate numbers and in the proper way. ( Time Magazine 20. december

1943, citeret i [Owens, 1989, 5.293])

Marshall Stone fra Harvard kontaktede Warren Weaver, som var leder af
the Applied Mathematics Panel, med en henvisning til, at udtalelser, som den
i Time Magazine, kun kunne skade matematikernes offentlige omdgmme og
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cause future damage to the development of mathematics in the
United States and perhaps in the rest of the world as well. (Brev
fra Stone til Weaver dateret 28. november 1943, citeret i [Owen,
1989, 5.293].)

Matematik i 2. verdenskrig

Matematikernes arbejde under krigen spandte vidt og inkluderede emner som
operationsanalyse, ballistiske problemer, kvalitetskontrol, numerisk analyse,
kryptografi samt konsulentbistand pé en lang raekke problemer [Price, 1988b,
s.382]. Hvad angéar selve AMP, som var den stgrste enhed for organisering af
matematisk arbejde under krigen, dannede panelet kontrakter med 11 univer-
siteter, hvoriblandt de mest prestigefyldte var Harvard, Princeton, Columbia,
New York og Berkeley [Rees, 1980, 5.609]. I lgbet af de to et halvt ar, AMP
eksisterede, var mere end 300 matematikere involveret i aktiviteter, som pa-
nelet var ansvarlige for. I alt overvigede AMP godt 200 projekter, hvoraf ca.
halvdelen var kommet i stand via direkte forespgrgsler fra militerets forskel-
lige sektioner. P4 Brown Universitet var arbejdet koncentreret om klassisk
dynamik, p4 New York Universitet var det centreret om sammenpresselige
veeskers dynamik, og pd Harvard arbejdede man med undervandsballistik
[Rees, 1980, 5.611-612]. Sterstedelen af panelets arbejde foregik pa Columbia
Universitet. Her var de tre store grupper Applied Mathematics Group, Sta-
tistical Research Group og Bombing Research Group placeret [Owens, 1989,
5.289). ~

Den generelle vurdering i lgbet af krigen var, at matematikerne havde le-
veret et betydningsfuldt bidrag til krigsarbejdet [Price, 1988b, 5.382]. Owen
tilskriver militaerets voksende erkendelse af matematikernes betydning som
en af AMP’s store successer [Owen, 1989, 5.300]. En af de involverede mate-
matikere, J. Barkley Rosser, som arbejdede under NDRC’s rockets program,
peger iszr pa den begejstring, som operationsanalyse vakte:

At the beginning of OR [operations research], during the War, it
was mathematics .... The Air Force Generals and Navy Admi-
rals thought it was wonderful stuff. You could not have convinced
one of them that it was not mathematics. Indeed, the Generals
made special arrangements with the Applied Mathematics Group
(AMG) at Columbia to recruit more mathematicians, teach them
OR, and send them out to the field. [Rosser, 1982, 5.510]

Som det fremgar af citatet, blev operationsanalyse pa dette tidspunkt, i visse
kredse, betragtet som matematik?.

“Dette uddybes i kapitel 7, hvor den operationsanalytiske kontekst diskuteres.
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Under krigen var der adskillige hundrede matematikere involveret. De
arbejdede 6 dage om ugen med problemer relateret til matematik. Hvorvidt
dette arbejde ogsa havde indflydelse pa4 matematikkens udvikling, er der delte
meninger om. Der er iszr to, som har ytret sig om dette emne, nemlig Mina
Rees og J. Barkley Rosser. Begge var matematikere af uddannelse. Rosser
arbejdede, som beskrevet ovenfor, som matematiker i en af NDRC’s afdelin-
ger. Rees fungerede som teknisk assistent for Warren Weaver i AMP og var
séledes mest involveret i administration. Rosser har i et foredrag, publiceret
i Notices of the American Mathematical Society, givet en beskrivelse af den
matematik, der blev lavet under krigen [Rosser, 1982]. Rees har givet sin
vurdering i adskillige foredrag og erindringer [Rees, 1977a,b, 1980], [Albers
og Alexanderson, 1985].

Rees fremhaever adskillige eksempler p& ny matematik udviklet i forbin-
delse med krigen og understreger flere steder, at der kom meget vigtig og
interessant matematik ud af krigsarbejdet. Det meste af det arbejde, som
blev lavet i AMP, handlede om forbedringer af udstyr ved passende sendrin-
ger af design eller om bedste udnyttelse af eksisterende udstyr iseer inden for
luftkrigsfgrelse. Hun pointerer, at det ofte skete, at ‘a considerable develop-
ment of basic theory was needed’ [Rees, 1980, s.611]. Hun giver et eksempel
fra arbejdet med de matematiske aspekter af sammenpresselige veeskers dy-
namik, hvor gruppen pd New York University skrev en Shock Wave Manual,
som blev publiceret i 1944. P4 Brown sad der ogs3 en gruppe matematikere
ansat af AMP, og om deres arbejde skriver Rees:

the mathematical output of the Brown group was substantial.
[Rees, 1980, s.612]

Hendes vurdering af det, der kom ud af statistik og sandsynlighedsregning,
er ogsd meget positiv, og hun fremhaever det som ny teoriudvikling.

Rossers beskrivelse af den matematik, der blev lavet under 2. verdenskrig,
er noget anderledes. Han skrev til nzesten alle de matematikere, der havde
deltaget i krigsarbejdet, og de fleste af dem, der svarede, skrev, at de faktisk
ikke lavede noget matematik under krigen. Rossers egen vurdering er, at pa
neer i kryptografi

hardly any of the mathematics done for the War effort was of a
higher level than this [the content of a junior year course in mat-
hematics], and much was on a lower level. [Rosser, 1982, 5.509]

Rosser mener dog ikke dermed, at matematik ikke spillede nogen rolle for
krigsudviklingen, tveertimod. Hans pointe er, at set som matematisk teori-
udvikling, kom der ikke noget nyt frem, bortset fra i kryptografi
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although mathematics pervaded all the scientific studies, and was
often indispensable for progress, the problems, considered as mat-
hematics, were seldom very formidable. [Rosser, 1982, s.512]

Forskellen pé& Rossers og Rees’ vurderinger af krigens betydning for ma-
tematikkens udvikling kan skyldes, at de fleste matematikere hyret under
krigen oprindelig var ‘rene’ matematikere, og det er dem, der har svaret pa
Rossers breve. Der var en tendens til at betragte anvendt matematik som
veerende ikke rigtig matematik. Rees havde et bredere syn p& matematik og
anerkendte nye gennembrud i anvendt matematik som betydningsfulde for
matematikkens udvikling.

Rees og Rosser er dog enige om, at matematikerne udfgrte en vigtig funk-
tion i krigsarbejdet, en funktion der var anerkendt og veerdsat af de militeere
enheder og vigtig nok til, at man fra militeerets side gnskede at fastholde
denne aktivitet i fredstid.

Fredstidsforskning

Efterhanden som det blev klart, at krigen neermede sig sin afslutning, be-
gyndte man mange steder at bekymre sig om en politik for efterkrigstids-
forskning. Det havde lige fra starten veeret klart, at OSRD var en ngdorgani-
sation, som ville blive afviklet med krigens slutning. Man var bekymret for, at
den vitalitet og fart, der havde veeret over krigstidsforskningen, ville fordufte
i efterkrigstiden [Rees, 1977a, 5.104]. Sporgsmélet om et fortsat samarbejde
mellem militeeret og universiteterne blev diskuteret pa hgjt plan i regeringen.
Fladesekreteer James V. Forrestal bragte allerede fgr krigen sluttede spgrgs-
maélet helt til tops. I sin &rlige rapport til praesidenten i 1945 fremhaevede
han, at man burde stgtte flidens forskning:

In peace, even more than in war, scientists owe: to their nation
an obligation to contribute to its security by carrying on research
in military fields. The problem which began to emerge during the
1944 fiscal year is how to establish channels through which scien-
tists can discharge this obligation in peace as succesfully as they
have during the war... The Navy believes the solution to this pro-
blem is the establishment by law of an independent agency devoted
to long-term, basic military research, securing its own funds from
Congress and responsive to, but not dominated by, the Army and
Navy... The Navy so firmly believes in the importance of this so-
lution to the future welfare of the country that advocacy of it will
become settled Navy policy... The Navy feels so deeply about the
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importance of the solution of this problem, that it requests your
intervention, guidance and support on this problem, which trans-
cends the responsibility and authority of any single department.
(Citeret i [Rees, 1977a, 5.104])

Forrestals rapport reflekterede en generel overbevisning inden for mili-
teeret og regeringen om, at landet matte veere staerkt rent videnskabeligt,
hvis det skulle ggre sig forhdbninger om at vare staerkt rent militeert. Krigen
havde gjort det klart, at forberedelse og iser videnskabelig parathed ville
blive de vigtigste faktorer i militeer styrke. I 1944 bemeerkede Bush:

if we had been on our toes in war technology ten years ago, we
would probably not have had this damn war. (Citeret i [Schweber,
1988, s.11])

P3a opfordring af praesident Roosevelt udarbejdede Bush i 1944 en plan
for organiseringen af efterkrigstidsforskning og -uddannelse. Rapporten blev
afleveret til preesident Truman i1 1945. Bush gav den titlen: Science: The
Endless Frontier, og den indeholder en plan for offentlig financiering af na-
turvidenskabelig forskning. Dels skulle der gives stipendier til graduate stu-
derende for at udfylde det hul pd 4 ar, som krigen havde skabt, dels skulle
medicinsk forskning stgttes ligesomn vabenforskning, idet den praksis, der var
dannet under OSRD, skulle fortszette. Derudover skulle der oprettes en Na-
tional Science Foundation, der skulle fortseette OSRD’s forskningskontrakter
og fungere som en pengetank for offentlig finansiering af uafhaengige uni-
versiteter og industrier [Dupree, 1986, s.213]. Et af hovedpunkterne i Bushs
rapport var betydningen af grundforskning:

basic research leads to new knowledge. It provides scientific ca-
pital. It creates the fund from which the practical applications of
knowledge must be drawn. ... today it is truer than ever that basic
research is the pacemaker of technological progress. ... A nation
which depends upon others for its new basic scientific knowledge
will be slow in its industrial progress and weak in its competi-
tion in world trade, regardless of its mechanical skill. (Citeret i
[Schweber, 1988, s.14])

Videnskabsfolk i the National Science Foundation skulle afggre, hvilke
grundforskningsprojekter der kunne opné stgtte [Dupree, 1986, s.214].

Det var Bushs ambition at kontrollere militzerteknologi via et civilt rad,
bestdende hovedsagelig af uathangige videnskabsfolk [Schweber, 1988, s.9].
Han havde hébet, at videnskabsfolk ville f3 en direkte linje til praesidenten
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og dermed opnd indflydelse p& toppolitiske beslutninger. Det skete ikke. I
1986 eksisterede regerings-universitets samarbejdet stadig, men stort set uden

reprzesentanter fra det videnskabelige samfund i politiske beslutninger pa hgjt
plan [Dupree, 1986, s.216].

Office of Naval Research

Det nationale forskningsrdd lod vente pé sig, og i 1946 dannede fliden i stedet
Office of Naval Research (ONR), som i de efterfalgende 4 &r blev hovedspon-
seren for offentlig stgttet forskning. I det fglgende kommer en forholdsvis lang
historie om ONR'’s tilblivelse. ONR'’s historie er vigtig af flere grunde. For det
fgrste blev ikke-linezer programmering udviklet inden for et forskningsprojekt
oprettet og stgttet af ONR. For det andet blev ONR modellen, efter hvilken
offentlig stgtte til universitetsforskning i USA kom til at fungere, og for det
tredje afslgrer begivenhederne, der fgrte til ONR’s oprettelse, hvordan fladen
1 de fgrste ar efter krigen, nzermest ved en tilfzeldighed, kom til at finansiere
fri, uafheengig grundforskning.

Fra 1946 til 1950 ydede ONR stgtte til lovende naturvidenskabelige pro-
jekter, der ikke ngdvendigvis var retfeerdiggjort i forhold til eksplicit, forven-
tet offentlig udbytte, og stort set befriet for overvejelser om mulige militeere
anvendelser. ONR’s stgtte blev givet ud fra vurderinger inden for den vi-
* denskabelige disciplin selv, -og der var ingen udtrykkelige krav knyttet til
bevillingerne [Sapolsky, 1979, 5.386], [Schweber, 1988, s.8].

Man kan godt undre sig over, hvorfor fliden var interesseret i at yde be-
tydelig finansiel stgtte til grundforskning uden direkte militeer anvendelse.
Det var dog heller ikke oprindelig meningen med ONR. Ifglge B. S. Old, som
deltog i planleegningen og oprettelsen af ONR, begyndte det hele allerede, da
OSRD blev dannet i 1941 [Old, 1961]. H. G. Bowen, som var Rear Admiral,
havde lige fra starten af Bushs oprettelse af NDRC, og senere af OSRD, vearet
hidsig modstander af civile videnskabsfolks indblanding i militeere anliggen-
der. Oprettelsen af OSRD fik fladesekretzer Frank Knox til at foranstalte en
undersggelse af, hvad fliden kunne ggre for at effektivere sin egen forskning
og udvikling. Det udlgste en intern strid i fliden. Bowen gik ind for, at al
forskning i fladen skulle centreres i flidens eget forskningslaboratorium, som
han var leder af, mens andre mente, at det skulle hgre under the Chief of
Naval Operations. Bowen havde ved flere lejligheder angrebet Bush offent-
ligt, hvilket fik Bush til at overtale flidesekretzer Frank Knox til at udnaevne
MIT-professoren Hunsaker til at magle i striden. Det endte med, at Bowen
rgg ud i kulden og mistede kontrollen med flidens egne laboratorier [Zachary,
1997, s.126-127].

Som fglge af Hunsakers radgivning oprettede fliden i 1941 the Office of
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the Coordinator of Research and Development, som fik til opgave at radgive
om flddens forskning. Dette organ fungerede stort set som mellemled mellem
NDRC og fladen. Tilknyttet denne radgivningsgruppe var 4 unge officerer,
de sakaldte Bird Dogs, og det var dem, der udviklede det koncept, der senere
blev til ONR. Disse Bird Dogs var blevet traenet af Hunsaker i forskningsplan-
leegning og var tilhaengere af det system, der blev anvendt i OSRD. De mente,
at det, fladen havde brug for for at strukturere og effektivisere sin efterkrigs-
tidsforskning, var et kontor, som skulle samarbejde med civile videnskabsfolk
og koordinere forskning i vibenudvikling [Sapolsky, 1979, s.381].

The Bird Dogs planer var dog lige ved at kuldsejle, idet der, lige inden
krigen sluttede, skete en del omrokeringer i fliden. James V. Forrestal blev
fladesekretaer, og han udnzevnte Bowen til chef for forskningsplanleegningen
i fladen, og dermed var der ikke meget hab tilbage for the Bird Dogs planer.
Men det kom til at ga helt anderledes.

Bowen var nemlig meget interesseret i at f& adgang til Manhattan pro-
jektet. Bush havde aktivt sgrget for, at fladen blev holdt uden for atombom-
beprojektet, og Bowen var nu meget opsat pd at fa indblik i og indflydelse
pa kernefysik. En stor del af de civile forskere, der var tilknyttet Manhattan-
projektet, var meget utilfredse med harens ledelse af deres forskning, og
efter krigen strgmmede disse forskere, hovedsagelig fysikere, tilbage til deres
universiteter. Forskerne var dog stadig meget ivrige efter at fortsatte deres
forskning, hvilket gav Bowen en chance, som han til fulde forstod at udnytte.
Lige s& indeedt modstander han tidligere havde veeret af civile forskeres ind-
blanding i militeere affaerer, lige s& ivrigt betragtede han dem nu som nyttige
allierede og blev hurtigt deres meecen [Sapolsky, 1979, 5.383]. Forst sgrgede
Bowen for, at ONR blev oprettet i august 1946. Derefter hyrede han the
Bird Dogs og andre, som havde kendskab til og erfaring med forskningsver-
denen. Det gjaldt om at udarbejde et finansieringssystem, som var spiseligt
for videnskabsfolkene, si de var villige til at modtage stgtte fra fliden.

Nu gik det hverken veerre eller bedre, end at Bowen hurtigt gik af, og
dermed afgik ogséd hans visioner om at fgre fliden ind i atomalderen. Han
havde varet meget hemmelighedsfuld med hensyn til sine planer om at vinde
kontrol over atomforskningen. Da han forsvandt, var ONR’s mission praktisk
talt overladt til dets personale, som var rekrutteret specielt med henblik pa
at designe et forskningsprogram, der kunne accepteres af civile forskere og
deres universiteter. Universiterne gav udtryk for en del bekymringer. Conant
frygtede, at hemmeligstemplet forskning ville bane sig vej ind pa universi-
teterne i fredstid. P4 MIT var man bange for, at offentlig stgtte skulle vise
sig at veere den mest ustabile form for universitetsstgtte, og the National
Academy of Science var bekymret for, at offentlig stgtte ville fgre til offentlig
kontrol af universiteternes forskning [Sapolsky, 1979, 5.385].
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ONR img¢dekom disse bange anelser ved at tillade d4ben publikation af -
forskningsresultater, ved at understrege deres interesse i grundforskning, ved
at veelge en meget fleksibel kontraktform, ved at love fortsat stgtte og endelig
ved at involvere forskerne selv i forskningsplanleegningen [Sapolsky, 1979,
5.385].

ONR'’s rapport fra 1949 giver et lille indblik i, hvor omfattende stgtten
var:

the huge university research program of the Navy Department is
the greatest peacetime cooperative undertaking in history between
the academic world and the government. This significant edu-
cational and scientific experiment now embraces approzimately
1200 projects in about 200 institutions with a total ezpenditure of
approzimately $ 20,000,000 a year. Nearly 3,000 scientists and
2,500 college and university graduate students are actively enga-
ged in basic research projects in the many fields of vital interest
to the Navy. These projects were neither requested nor assigned
by the Navy. The original proposal were initiated by the investi-
gators. (Citeret i [Schweber, 1988, 5.17])

De andre militzere enheder oprettede efterhanden ogsa deres egne forsk-
ningskontorer, saledes at udover fliden ogsa hzeren og luftvabnet finansierede
universitetsforskning. Militeere organisationer var indtil 1960 den stgrste of-
fentlige sponsor af universitetsbaseret forskning, men derefter overtog the
National Institute of Health og derefter the National Science Foundation,
som blev oprettet i 1950, rollen som hovedsponsor. Militzerets stgtte til uni-
versitetsforskning toppede i midten af 1960’erne og har veeret faldende lige
siden [Sapolsky, 1979, s.379].

Den frie forskning, som fliden via ONR stgttede i de fgrste 4 ar efter
krigen, zendrede langsomt karakter. Der blev efterh&nden lagt stgrre og stgrre
pres pa fra fladens side om kun at stgtte forskning, der var direkte anvendelig
for fladen.




Kapitel 5

Linezr programmering -fra
problem til teori

I dette kapitel vil det blive klart, i hvilken forstand udviklingen af linezer pro-
grammering i USA var et produkt af den naturvidenskabelige mobilisering
under 2. verdenskrig. I forrige kapitel skrev jeg, at Mina Rees’ meget positive
vurdering af betydningen af den matematik, der blev udviklet i forbindelse
med 2. verdenskrig, bl.a. beroede p3, at hun anerkendte nye gennembrud in-
den for anvendt matematik som vigtige for matematikkens udvikling. Starten
pa linezer programmering i USA kan betragtes som et sddant gennembrud.
Teorien blev udviklet af matematikeren George B. Dantzig, og baggrunden
herfor var Dantzigs ansaettelse i det amerikanske luftviben under krigen.!

[ fgrste halvdel af kapitlet vil jeg fortzlle historien om Dantzigs udvikling
af linezer programmering, og dermed afsluttes forlgbet af det andet, uafhzen-
gige spor, der fgrte frem til dualitetsszetningen i linezer programmering.? I
anden halvdel af kapitlet forenes de to spor ved John von Neumanns mel-
lemkomst, og her diskuteres hans rolle i sammensmeltningen af linezer pro-
grammering og to-personers nulsum spil samt dets betydning for opdagelsen
af dualitetssaetningen.

IDen russiske matematiker og gkonom Kantorovich publicerede i 1939 artiklen Mathe-
matical Methods of Organizing and Planning Production, Leningrad University, (pa rus-
sisk) som omhandler et lgsningsforslag p4 et industrielt problem. Heri opstillede Kantor-
ovich en lineazr programmeringsmodel. For lzsere, der er interesserede i forhistorien til
linezer programmering og isaer den russiske side af sagen, henvises til Sonja Brentjes Ph.D.
afthandling [Brentjes, 197?], [Charnes og Cooper, 1961], [Koopmans, 1961], [Isbell og Mar-
low, 1961], [Leifman, 1990], [Brentjes, 1976b] samt til [Kantorovich, 1939]. Kantorovichs
artikel blev senere oversat til engelsk og udkom i Management Science, 6, 1960, s.366-422.

?Denne del bygger hovedsagelig ps Dantzigs publicerede erindringer.
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George B. Dantzig og Airforce programmer -et
praktisk problem

George B. Dantzig blev fgdt den 8. november 1914 i Portland, Oregon i USA3.
Han er sgn af matematikeren og forfatteren Tobias Dantzig, der er kendt for
sine matematikhistoriske bgger. Dantzig begyndte sin studietid p&d University
of Maryland, hvor han leste matematik og fysik. I 1937 fik han en master’s
grad i matematik fra University of Michigan, og han sluttede sin uddannelse
11946 med en Ph.D. i matematik fra University of California Berkeley under
J. Neyman’s vejledning.

I de fgrste to &r, 1937-1939, efter, at Dantzig afsluttede sine master’s
studier, arbejdede han som junior statistiker ved U.S. Bureau of Labor Stati-
stics. 1 1941 blev han ansat i det amerikanske luftviben som afdelingschef for
Combat Analysis Branch under Tex Thorntons ledelse ved United States Air
Force Headquarters Statistical Control som et led i den naturvidenskabelige
mobilisering. I denne periode arbejdede Dantzig med programming planning
methods, som kort fortalt gar ud pd at holde styr pa forskellige planer for de
aktiviteter, som skulle foregd. I et sddan ‘luftvibenprogram’ indgik der over
en million forskellige slags supplies: aktivitetsniveauer for f.eks. uddannelse
af personel, vedligeholdelse, forsyninger og kampe skulle tilpasses hinanden,
séledes at man ikke oversteg den meengde af ressourcer, man havde til radig-
hed. De metoder, der blev brugt, var langsomme og ineffektive, og selv om
man forsggte at forbedre dem, s forblev det arbejdskreevende udregninger
foretaget pa desk calculators pa baggrund af personlig erfaring og ad hoc
tommelfingerregler. Under 2. verdenskrig tog det over 7 maneder at ferdig-
gore et sadan program, som derefter blev brugt som udgangspunkt eller basis
for handlinger. Dantzig uddannede luftvibnets personale i, hvordan sédanne
programmer blev beregnet, og han blev betragtet som en ekspert i practi-
cal programming methods [Dantzig, 1951], [Dantzig, 1963], [Dantzig, 1968],
[Dantzig, 1982], [Dantzig, 1988], [Dantzig, 1991], [Dorfman, 1984].

Dantzigs anszttelse i luftvabnet sluttede i 1946, hvor han vendte tilbage
til Berkeley og afsuttede sit Ph.D. studium. Berkeley tilbgd ham derefter en
stilling, men Dantzig fandt tilbuddet for ringe og begyndte at lede efter en
akademisk stilling, som var bedre betalt. I den periode blev han sa kontaktet
fgrst af J. D. Williams fra Douglas Aircraft Co. i Santa Monica, som i august
1946 skrev til Dantzig og fortalte, at de var interesserede i at etablere en for-
bindelse mellem Combat Analysis sektoren af Headquarters AAF Statistical
Control og Rand projektet. Project Rand opstod kort efter krigen, ligesom
ONR, med det formal at fortsztte samarbejdet mellem akademiske forskere

3Curriculum Vitae, George Bernard Dantzig, 30. august 1994.
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og militeeret. Initiativet blev taget af Henry H. “Hap” Arnold, der var gene- .
ral i luftvabnet, og i samarbejde med Donald Douglas, der var president for
Douglas Aircraft, og ingenigrer ansat p& Douglas Aircraft, blev Project Rand
skabt [Leonard, 1992, s.67]. I starten fungerede Rand som en afdeling af Do-
uglas Aircraft under kontrakt med the Army Air Forces [Hourshell, 1997,
5.241-242]. 1 1948 overgik Rand til at veere en fritstidende forskningsorgani-
sation®. Mellem linierne 18 der ifglge Dantzigs fortolkning et jobtilbud, men
der skulle g& yderligere 6 ar, fgr Dantzig i 1952 blev forskningsmatematiker
for The Rand Corporation1 Santa Monica i Californien [Dantzig, 1988, s.12].
I mellemtiden var der kreefter igang for at beholde Dantzig i Pentagon. Han
beskriver det selv med fglgende ord:

It all really began when Dal Hitchcock, an advisor to General
Rawlings, the Air Comptroller, and Marshall Wood, an ezpert
on military programming procedures, cooked up an elaborate plot
to entice me to stay in the Pentagon. They belicved they had a
sufficiently challenging problem to keep me from looking for a
position elsewhere. Wood proposed that I develop some kind of
analog device which would accept, as input, equations of all types,
basic data, and ground rules, and use these to generate as output
a consistent Air Force plan. [Dantzig, 1988, s.12]

Dantzig accepterede udfordringen og var fra 1946 til 1952 matematisk
radgiver for U.S.A.F. Headquarters. Dantzig greb opgaven an ved at udvikle
en matematisk model for programmerne. Det resulterede ikke i en konstruk-
- tion af en analog maskine til beregning af programmerne, men udviklede sig
i stedet til det, der i dag kaldes for linezer programmering.

Dantzigs farste arbejde med lineser programme-
ring

En gkonomisk-matematisk model

Dantzig opstillede en matematisk model for programmerne®. Han angiver selv
gkonomen Wassily Leontiefs model fra 1932 for amerikansk gkonomi som den
vigtigste inspirationskilde. Dantzigs kendskab til Leontiefs arbejde stammede

4Se ogsé [Smith, 1969].

SDet har ikke vaeret muligt for mig at f3 fat i Dantzigs farste arbejder med udviklingen
af en model for programmerne, sa det fglgende bygger, ligesom det forrige, i stor udstrak-
ning pd Dantzigs egne erindringer om udviklingen af linezr programmering samt hans
publicerede videnskabelige arbejder.
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fra hans fgrste ansattelsessted U. S. Bureau of Labor Statistics, hvor tre af
Dantzigs venner, Duane Evans, Jerry Cornfield, og Marvin Hoffenberg, arbej-
dede med Leontiefs model. Denne model, som Leontief kaldte Interindustry
Input-Output Model, og som oftest refereres til som input-output modellen,
har en simpel matrix-struktur og arbejder med produktionsfunktioner, som
er linezre. Modellen havde dog visse begraensninger i forhold til luftvabnets
behov, bl.a. tillader den ikke eksistensen af alternative mulige programmer.
Det var saledes ngdvendigt at generalisere modellen.

I den fgrste model, som Dantzig udformede, optrddte der ingen kriteri-
efunktion. P3 dette tidspunkt blev der ikke formuleret eksplicitte, generelle
mal, og grunden var ifglge Dantzig, at man i praksis ikke havde mulighed for
at implementere et sddant begreb; det var ikke menneskeligt muligt at gen-
nemfgre de krzvede beregninger. I stedet foreld der en raekke ground rules,
som skulle overholdes. S&dan var situationen i slutningen af 1946. Dantzig
beskriver det saledes:

I had formulated a model that satisfactorly represented the te-
chnological relations usually encountered in practice. In place of
an explicit goal or objective function were a large number of ad
hoc ground rules issued by those in authority to aid the selection.
Without the latter, there would be, in most cases, an astronomical
number of feasible solutions to choose from. [Dantzig, 1982, s.44]

Man arbejdede alts3 ikke med et overordnet maél, som f.eks. minimering
af omkostninger, men ud fra visse ground rules, som erfaringsmaeessigt gav,
om ikke optimale resultater, s i hvert fald en hjzlp til at beslutte, hvordan
det program, man skulle fglge, skulle udformes.

Men s& skete der noget! I slutningen af efterdret 1946 begyndte rygterne
om computeren at cirkulere, og i november besggte Dantzig sammen med
Marshall Wood Aberdeen Proving Ground for at undersgge, om sddanne com-
putere kunne bruges til beregning af Air Force programmer. Det s& meget
lovende ud, og Dantzig og Wood var meget begejstrede for de fremtidsmulig-
heder, der 13 i computeren. Det forarsagede en intensiv arbejdsperiode, som
tog sin begyndelse i maj/juni 1947. Ad hoc ‘ground’ reglerne blev forkastet
og erstattet af en kriteriefunktion, modellen blev formuleret i et axioma-
tisk, matematisk sprog, hvor axiomerne udtaler sig om relationer mellem to
slags meengder, nemlig mzengden af emner, der produceres eller forbruges, og
maengden af aktiviteter eller produktionsprocesser, hvori disse emner indgar i
konstante forhold, som er ikke-negative multipla af hinanden [Dantzig, 1991,
5.23]. Der blev dannet en projektgruppe, hvis hovedpersoner i fgrste omgang
var Dantzig og Wood. Senere kom John Norton og Murray Geisler til. Pro-
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jektet blev senere dgbt projekt SCOOP, som stod for Scientific Computation
of Optimum Programs. Wood beskrev 1 1949 projektet med ordene:

Early in the 1947 the Air Comptroller’s Office undertook a con-
certed attack on this problem, establishing the Planning Research

Division. .. .. The work of this Division, now designated as PRO-
JECT SCOORP ..., was directed to four main problem areas:

a) The systematic and comprehensive identification and quanti-
tiative evaluation of interrelationsships among Air Force ac-
tivities, objectives, and limitations, usually expressed in the
form of planning factors; :

b) The development of a system of equations, expressing these
interrelationships ezplicitly in mathematical form;

c) The development of mathematical computing techniques for
the solution of these systems of equations, so as to construct
a program which will accomplish our objectives to the maxi-
mum extent possible within the external limitations of funds,
industrial capacity, etc.;

d) The development and construction of high speed electronic
computing machines adequate to perform in a few days the
computations required for the equations for a complete Air
Force program. (Citeret i [Brentjes, 1977, 5.177])

I december 1948 havde Dantzig og Wood fglgende formulering af proble-
met:

we seek to determine that program which will, in some sense, most
nearly accomplish objectives without ezceeding stated resource li-
mitations. So far as is known, there is so far no satisfactory proce-
dure for solution of the type of problem. [Dantzig og Wood, 1949,
5.195]

Dette problem gav anledning til fglgende matematiske problem:

... the minimization of a linear form subject to linear equations
and inequalities. [Dantzig, 1982, s.44]

Dette er den formulering af linezer programmering, man oftest mgder i dag i
matematiske laerebgger.

I artiklen Reminiscences about the Origins of Linear Programming af-
slgrer Dantzig, hvordan de forskellige benaevnelser i linezer programmering
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opstod. Luftvabnet kaldte deres overordnede planleegningsskema for et pro-
gram. Dantzigs fgrste arbejde ledte til en formulering af problemet som et
system af linezere uligheder, hvilket fik ham til at kalde sin fgrste artikel om
emnet for Programming in a Linear Structure [Dantzig, 1949, s.73]. Koopm-
ans foreslog Dantzig at forkorte denne lidt lange titel til Linear Programming
[Dantzig, 1982, s. 47]. Navnet primal program blev foreslaet af Dantzigs far
Tobias Dantzig, efter at W. Orchard-Hays omkring 1954 efterlyste et navn
for det oprindelige lineare programmeringsproblem til det duale problem.
Tobias Dantzig var en kender af graesk og latin, og han foreslog navnet ‘pri-
mal as the natural antonym since both primal and dual derive from the Latin’
[Dantzig, 1982, s.47).

Lgsningsmetoder?

Som det fremgar af et af ovenstaende citater, havde man i december 1948 in-
gen tilfredsstillende lgsningsprocedure til Dantzigs model. I forbindelse med
dette problem navner Dantzig i [Dantzig, 1988, s.13], at Albert Cahn, som
arbejdede ved National Bureau of Standards (NBS), overtalte ham til at tage
kontakt til T. C. Koopmans og John von Neumann. Efter en konference i
Philadelphia i midten af maj maned 1947 lyttede Dantzig til Cahn’s rdd og
besggte Koopmans i juni 1947. Koopmans arbejdede da pa Cowles Founda-
tion ved University of Chicago. Dantzig husker:

Koopmans became quite excited. During World War II he worked
for the Allied Shipping Board on a transportation model and so
he had the theoretical as well as the practical planning background
necessary to appreciate what I was presenting. He saw tmmedi-
ately the implications for general economic planning. From that
time on, Koopmans took the lead in bringing the potentialities of
linear programming models to the attention of young economists
like K. Arrow, P. Samuelson, H. Simon, R. Dorfman, L. Hurwicz
to name but a few. [Dantzig, 1982, s.44-45)

Men selv om Koopmans havde stor indflydelse pa udbredelsen af linezer
programmering iseer blandt gkonomer, var han ikke til megen hjzlp i spgrgs-
malet om lgsningsalgoritmer. Dantzig begyndte s3 selv at udforske problemet.
Fgrste idé, nemlig at bevage sig fra hjgrne til hjgrne langs nogle af kanterne
af ‘the polyhedral set’ dannet af bibetingelserne, forkastede Dantzig i fgrste
omgang som verende upraktisk i hgjere dimensionale rum. Der ville veere
for mange kanter til, at metoden kunne vare effektiv. I sommeren 1947 be-
sggte Hurwicz Dantzig i Pentagon, og pa Dantzigs opfordring studerede de
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geometrien i problemet, hvilket efterhanden fik Dantzig til at tro, at simplex-
metoden maske alligevel ville veere en effektiv Igsningsteknik [Dantzig, 1982,
s.45].

Von Neumann drages ind i linezer programme-
ring

Et mgde i1 Princeton

Dantzig blev som neevnt opfordret til at tage kontakt til John von Neumann
ved Institute for Advanced Study i Princeton. Von Neumann bekleaedte adskil-
lige rddgivende poster for militzeret bide under og efter krigen®. Derudover
var han anerkendt som en af de bedste matematikere i verden, specielt var
han kendt for at kunne se igennem tdgerne i et matematisk problem, at
kunne skrelle underskoven vaeek og afdeckke kernen i problemet’. Det var
derfor meget naturligt at opsgge von Neumann. Godt nok blev simplexalgo-
ritmen fundet i august 1947, men der gik yderligere et ar, for det blev klart,
- hvor effektiv den var. I mellemtiden opsggte Dantzig von Neumann for at
hgre, hvad han kunne foresl3 i retning af lgsningsteknikker. Dantzig har be-
skrevet sit fgrste mgde med von Neumann flere steder. Nogle steder angives
mgdedagen til at veere den 1. oktober, og andre steder den 3. oktober 1947
[Dantzig, 1988, s.14] hhv. [Dantzig, 1982, s.45]. Hvorom alting er, mgdtes de
to herrer engang i efteraret 1947, og Dantzig beretter meget underholdende:

I remember trying to describe to von Neumann, as I would
to an ordinary mortal, the Air Force problem. I began with
the formulation of the linear programming model in terms of
actwvities and items, etc. Von Neumann did something which I
believe was uncharacteristic of him. ‘Get to the point’, he said
impatiently. Having at times a somewhat low kindling-point,
I said to myself ‘O.K., if he wants a quicky, then that’s what

SFglgende ufuldsteendige liste findes i [Ulam, 1958, s.42]: Han var medlem af the Sci-
entific Advisory Committee, Ballistic Research Laboratories, Aberdeen Proving Ground,
Maryland fra 1940-1957. Fra 1941 til 1955 var han medlem af the Navy Bureau of Ordn-
ance, Washington D. C. Han var konsulent for Los Alomos Scientific Laboratory i perioden
1943-1955, samt for the Naval Ordnance Laboratory, Silver Spring, Maryland fra 1947-1955.
Han var medlem af the Armed Forces Special Weapons Project, Washington D. C. fra 1950
til 1955, og fra 1951-1957 var han medlem af the Scientific Advisory Board, U.S. Air Force,
Washington D. C. I perioden 1953-1957 bestred han posten som chairman for the Advisory
Committee on Guided Missiles.

"Kommentarer fra Richard Kadison, der kendte von Neumann.
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he’ll get’. In under one minute I slapped the geometric and the
algebraic version of the problem on the blackboard. Von Neumann
stood up and said ‘Oh that!’. That for the next hour and a half,
he proceeded to give me a lecture on the mathematical theory of
linear programs.

At one point seeing me sitting there with my eyes popping and
my mouth open (after all I had searched the literature and fo-
und nothing), von Neumann said: ‘I don’t want you to think I
am pulling all this out of my sleeve on the spur of the moment
like a magician. I have just recently completed a book with Oscar
Morgenstern on the theory of games. What I am doing is conje-
cturing that the two problems are equivalent. The theory that I
am outlining for your problem is an analogue to the one we have
developed for games’. Thus I learned about Farkas’ Lemma, and
about duality for the first time. [Dantzig, 1982, s.45]

Ifglge Dantzig viste von Neumann ved dette historiske mgde i Princeton,
at et to-personers nulsum spil kan reduceres til et linezert programmeringspro-
blem, sandsynliggjorde at det modsatte ogsa var tilfzeldet samt formulerede
dualitetssaetningen for lineser programmering.

Hvad var det si, von Neumann skrev pa tavlen ved dette mgde? Det vides
ikke med sikkerhed, men hvad angar dualitetsseetningen, fortzller Dantzig
selv flere steder, at han, efter det fgrste mgde med von Neumann, skrev
artiklen A Theorem on Linear Inequalities dateret 5. januar 1948:

which contained (as far as I know) the first rigorous proof of dua-
lity. [Dantzig, 1982, s.45]

Dantzig publicerede ikke dette arbejde, og pa et spgrgsmal om hvorfor, sva-
rede han:

Because it was not my result - it was von Neumann’s. All I did
was write it up, for internal circulation, my own proof of what
von Neumann outlined. It was my way of educating the people in
my office in the Pentagon. [Dantzig, 1982, s.45-46]

Fra von Neumanns hand findes der et arbejdspapir® med titlen Discussion
of a Mazimum Problem dateret 15.-16. november 1947, som, ifglge Kuhn,
cirkulerede privat:

8Dette arbejdspapir blev publiceret i von Neumanns samlede verker, [von Neumann,
1947].
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von Neumann circulated privately a short typewritten note that
was first published fifteen years later. This note formulated the
dual for a linear program and gave a flawed proof of the equality
of optimal objective values based on an invalid inhomogeneous
form of Farkas’ Lemma. [Kuhn, 1991, 5.85]

Der hersker dog ikke helt enighed om det matematiske indhold i denne
note. I sin Ph.D. afhandling om linezer programmering skriver Sonja Brentjes:

Allerdings gibt es keine schriftliche Fizierung eines Dualitdtssa-
tzes durch von Neumann, denn selbst sein Manuskript vom No-
vember 1947 ‘On a Maximization Problem’ enthdlt keine Duali-
tdtsaussagen, obwohl es nach Dantzig sonst den wesentlichen In-
halt des Gespriches zwischen ihm und von Neumann vom Oktober
1947 widergibt. [Brentjes, 1977, s.171]

I det fglgende vil jeg gennemga von Neumanns note og diskutere dens re-
lation til dualitetsegenskaberne i lyset af uoverensstemmelserne mellem Kuhn
og Brentjes.

Von Neumanns note Discussion of a Mazimum Problem

Von Neumann var interesseret i et system af n + v uligheder

zx >0 (k=1,2,...,n)

szA;m <ap, (k=1,2,...,v)

k=1

hvor z = (zx : k=1,...,n)oga = (ae: & =1,...,v) er en n- hhv.
v-dimensional vektor. Nar z > y betyder z; > yi for alle k = 1,... ,n, kan
de sidste v uligheder skrives pa formen:

zA < g,

hvor A = (Akc: k=1,...,n; Kk =1,...,v) er en (nxv)- matrix.
Von Neumanns hovedzrinde i noten var at bestemme

maxa-z (a>0)

under bibetingelserne z > 0, zA < ¢, (@ > 0) [Von Neumann, 1947, 5.90].
Han vil altsa lgse et linezert programmeringsproblem. Han antog, at der findes
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en endelig maximumsveerdi d, det vil sige, han antog eksistensen af et zo > 0,
med z0A < a, séledes at

maxa T =a-Tog=4a < oo.
x

Von Neumann analyserede problemet pa fglgende made: Det er klart at
¢=max{ad' |d'=a-z, 2>0, zA<L o},
og det er ligeledes klart, at
¢ =min{a" |a"—a-2 >0, forallez, z >0, zA < a}.

Von Neumann argumenterede videre, at idet a’ = a - 2, og a” > a - = for alle
z 1 mulighedsomrédet (dvs. z > 0, zA < ), gelder

a > a"

hvis og kun hvis

al= all = é,

og dermed er z’et i @’ = a-z > a” maximumspunktet zo [von Neumann,
1947, 5.90].

Det vil sige, under forudsaetning af at der eksisterer en endelig maximum-
sveerdi @, kan maximumsproblemet lgses ved at lgse problemet

a>d" (5.1)
for
d=a-2, >0, zA<q, (5.2)
sammen med betingelsen
d"—a-z>0, forallez >0, zA< . (5.3)

Idet (5.2) og (5.1) er eksplicitte betingelser, arbejdede von Neumann videre
pé (5.3) [von Neumann, 1947, 5.91]. Han argumenterede som fglger:
Uligheden a” —a-z > 0 ‘must be a consequence of the n + v inequalities’
z 2 0,a—zA > 0. Hermed mente han, at uligheden o” — a -z > 0 er opfyldt
for alle z, der opfylder ulighedssystemet z > 0, o — zA > 0. Det betyder,
pastod von Neumann, at ¢” —a-z er en linearkombination af z og a—z A med
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ikke-negative koefficienter r = (ry |k = 1,...,n), & = (& | k= 1,...,v)°
Von Neumann opnar dermed, at en ngdvendig betingelse, for at (5.3) geelder,
er, at der findes ikke-negative koefficienter r = (rp | k = 1,... ,n), £ = (€. |
k=1,...,v), sdledes at
d'"—a-z=r-z+¢ (a—zA). (5.4)
Ved at sammenligne koefficienterne i (5.4) néede von Neumann frem til at
d=¢a (5.5)
og
—a =r — A¢,
hvor den sidste ligning ogsa kan skrives som

At =a+r.  (58)

Idet r kun er underlagt betingelsen r > 0, er denne sammen med (5.6)
aekvivalent med

Af > a. (5.7)

Dermed har von Neumann fiet (5.3) udtrykt ved betingelserne!®:

o = §-a, : (58)
£2>0, (5.9)
A€ > a. (5.10)

9Dette fglger af Farkas Lemma, som siger, at hvis en linezer, homogen ulighed i z gzlder
for alle z opfyldende et system af linezre, homogene uligheder, s& er den fgrste ulighed en
linearkombination af de gvrige med ikke-negative koefficienter. Nu er de lineaere uligheder,
von Neumann benytter Farkas Lemma p4, ikke homogene, men det far, som det vil blive
klart laengere nede, ingen praktisk betydning. Von Neumann har veeret fortrolig med disse
ulighedssaetninger gennem 1944-bogen om spilteori, hvori de spillede en afggrende rolle for
beviset af minimaxsatningen (se kapitel 3).

107 (5.8) gaelder der egentlig > i stedet for =. Von Neumann har benyttet Farkas Lemma
pa inhomogene uligheder, hvilket kraver en justering af (5.4) med en ikke-negativ stgrrelse
t, som skal leegges til pa hgjre side af (5.4). Dermed fas > i (5.8) og ikke =. Denne fejl er
rettet i en fodnote af Kuhn og Tucker [von Neumann, 1947, s. 91].
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Von Neumann betragtede derefter den samlede opgave, som han nu be-
skrev ved 2 > 0, zA < o (o > 0), (5.2), (5.3) og (5.1).

Han erstattede (5.3) med (5.8), (5.9) og (5.10), og inds3, at (5.2) og (5.8)
betyder, at @’ og a” kan elimineres fra (5.1), som da fir formen:

a-z>af. (5.11)

Von Neumann konkluderede dermed, at de oprindelige betingelser z > 0,
zA<a(a>0),(5.2), (53) og (5.1) er skvivalente med betingelserne

z > 0,
zA < o,
£ > 0, (5.12)
Af 2 a,
a-z 2 a-f

Hermed sluttede han sin analyse af problemstillingen.

Von Neumann og dualitetssatningen

Jeg mener nok, det kan diskuteres, hvorvidt von Neumann her formulerer det
duale til det primale problem:

primale: maximer a-z duale: minimer a-€
under bibet. z >0 under bibet. ¢ > 0
zA<L a A€ > a

samt hvorvidt han viste dualitetssetningen. Fortolkes von Neumanns resultat
i lyset af den nutidige teori for linezer programmering, har han vist, at hvis der
findes en endelig maximumsveerdi d, med et maximumspunkt o, opfyldende
20> 0, 20A < @, sd findes der et £ > 0, med A£ > a,0ga-z > €, det
vil sige, der findes et £, som opfylder A > a og (idet a” > a’ altid holder)
minimerer £ - a. Det er nok i et sddant lys, man skal forstd Kuhns og Tuckers
kommentar til von Neumanns resultat:

The following Duality Theorem states this result as it is viewed
today: Suppose z achieves the finite mazimum of a -  subject to
(22a) [z 2 0] and (22b) [zA < a]. Then there ezists a £ minimi-
zing a-§ subject to (23a) [€ > 0] and (23b) [A€ 2 a] anda-z = a-§
for this z and €. [Von Neumann, 1947, 5.92, fodnote af Kuhn og
Tucker.]
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Jeg mener ikke, man kan pasta, at von Neumann beviste dualitetsszetnin-
gen i noten. Den opfattelse har Albert W. Tucker!! ogsd haft pa et tidspunkt,
hvilket fremgar af en samtale mellem Dantzig og Tucker refereret i Dantzigs
artikel [Dantzig, 1982, 5.45], hvor Tucker ikke kan forst&, hvorfor Dantzig i sin
leerebog Linear Programming and FEztensions tilskriver dualitetssztningen i

lineaer programmering til von Neumann og ikke til Gale, Kuhn og Tucker:

‘Why’, he [Tucker] asked ‘do you [Dantzig] ascribe duality to von
Neumann and not to my group?’ ‘Because he was the first to show
it to me.’ He said, ‘that is strange for we have found nothing in
writing about what von Neumann has done. What we have is his
paper on a Maximizing Problem.’ ‘True’, I said, ‘but let me send
you a paper I wrote as a result of my first meeting with von Ne-
umann.’ I sent him my report A Theorem on Linear Inequalities,
dated 5 January 1948, which contained (as far as I know) the first
rigorous proof of duality. [Dantzig, 1982, 5.45)?

Der er, som vi har set, ingen direkte ‘Dualitatsaussagen’, ganske som
Brentjes papegede. Von Neumann opstillede ikke det duale programmerings-
problem og formulerede ikke dualitetsstningen i noten, men han indfgrte
de duale variable, selv om han ikke kaldte dem det, og opstillede muligheds-
omradet for dem. Om han har haft den fulde forstielse for sammenhaengen
mellem de primale og duale variable er ikke til at sige, det kan ikke afggres pa
baggrund af noten. Som det vil fremgé i nzeste kapitel, har denne note spil-
let en stor rolle som inspirationskilde for Gales, Kuhns og Tuckers bevis for
dualitetsseetningen og kom dermed til at spille en stor rolle for udbredelsen
. af dualitetsseetningen.

Konklusion og vurdering

I USA blev linezr programmering saledes udviklet i forleengelse af et rent
praktisk, militeert problem, som luftvibnet havde under 2. verdenskrig. De
ydre, samfundsmeessige omstendigheder, som skabte rammerne for udvik-
lingen af lineeer programmering, var, som beskrevet i forrige kapitel, USA’s
omfattende og succesrige mobilisering af naturvidenskabsfolk under krigen.
Dette dannede baggrunden for militarets fortsatte gnske om et samarbejde
med disse forskere efter krigens afslutning. Dette fgrte til, at Dantzig efter

111 naste kapitel praesenteres Tucker, og hans farste arbejde med dualitetssztningen for
linezr programmering diskuteres.

12Det er ikke lykkedes mig at fa fat i Dantzigs upublicerede bevis for dualitetsseetningen.




96 Linezer programmering -fra problem til teori

krigen igen blev ansat af luftvabnet til at udtznke en metode til at effektivi-
sere luftvabnets ‘programmer’. Dantzig rddede ikke over en teori, som kunne
lgse dette problem, men ved at blande pkonomiske teorier og matematisk
modellering lykkedes det ham 1 1947 at opstille en matematisk model for
‘programmerne’.!®
Dantzig opsggte derefter von Neumann, og her skinner betydningen af
~2. verdenskrig igen igennem. Von Neumann fungerede som fglge af sin store
indsats under krigen stadig som konsulent i militeeret efter krigen, hvilket
gjorde det meget naturligt for Dantzig at tage kontakt til von Neumann. Det
fortsatte samarbejde mellem militaeret og akademikere skabte muligheder for
kommunikation mellem militzere og akademiske forskere. Von Neumanns tid-
ligere arbejde med spilteori, der, som det fremgér af kapitel 2 og 3, gav von
Neumann indsigt i sammenhengen mellem gkonomiske modeller, lgsning af
linezre ulighedssystemer og minimaxsatningen, forklarer den omsteendighed,
at han stort set pa stiende fod var i stand til at koble Dantzigs lineare pro-
grammeringsproblem sammen med spilteori. Min konklusion, som vil blive
uddybet og fulgt op i naste kapitel, er, at linezer programmering ved denne
sammenkobling med spilteori ndrede status rent videnskabeligt. Dantzig ci-
terer von Neumann for at skulle have sagt ¢ The theory that I am outlining for
your problem ...’ [Dantzig, 1982, s.45], hvilket selvfglgelig ikke er en garanti
for, at von Neumann udtalte sig preecis p4 den made under deres mgde i
efterret 1947, men som udmeerket illustrerer, hvad jeg mener med, at lineser
programmering skiftede status, da forbindelsen til spilteori blev opdaget. Von
Neumann udstyrede Dantzigs ‘problem’ med en ‘teori’, og dermed var lineaer
programmering ikke leengere blot et praktisk problem, som militeeret var in-
teresseret i at f& lgst, men indgik i en matematisk sammenhaeng med andre
matematiske discipliner som lineeere uligheder og spilteori. Forbindelsen til
spilteori &bnede mulighederne for interessante matematiske problemstillinger
i linezer programmering. Dermed udvidede interessefeltet sig fra en sneever,
praktisk problemstilling til rene matematiske forskningsfelter.

Det fgrte til, at linezer programmering sndrede status fra at veere en ma-
tematisk model til lgsning af et praktisk problem i luftvibnet til at veere
et potentielt matematisk forskningsomrdde med et matematisk grundlag i
teorien om linezre uligheder og konveks analyse. Dette statusskift ser jeg
som helt afggrende for den videre udvikling, idet linezer programmering her-
med blev 8bnet som genstandsfelt for ren matematisk forskning og tiltrak
universitetsmatematikere:

Contact with John von Neumann at the Institute for Advanced

13Qvenstaende historiske forlgb er beskrevet ud fra den angivne sekunder litteratur og
bygger siledes ikke pad min egen primare forskning.
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Study gave fundamental insight into the mathematical theory and
sparked the interest of A. W. Tucker of Princeton University and
a group of his students, who attacked problems in linear inequality
theory and game theory. [Dantzig, 1963, s.15]

I nzeste kapitel vil jeg argumentere staerkere for dette statusskift samt klarggre
i hvilken forstand, jeg ser det som en afggrende faktor i Kuhns og Tuckers
udvikling af ikke-lineser programmering.

I herveerende kapitel er der ogsé en diskussion af, hvem der fgrst viste
dualitetsseetningen i linezr programmering. Som jeg har argumenteret for i
teksten, mener jeg ikke, det kan afggres, pa baggrund af de kilder jeg har
haft adgang til.



Kapitel 6

Ikke-linezer programmering
-herkomst og videreudvikling

I forrige kapitel blev det beskrevet, hvordan linezr programmering opstod
inden for en konkret problemlgsningskontekst i en militzer sammenheaeng og
derefter blev sat i forbindelse med en matematisk teori, .spilteori, og fik et
matematisk grundlag i teorien om linezere uligheder. I dette kapitel vil det
blive demonstreret, hvorledes dette skift fgrte til udviklingen af en matema-
tisk teori for linezer programmering. Teorien blev udviklet af Tucker, Kuhn og
Gale pa matematikafdelingen pa universitetet i Princeton. ONR’s matema-
tikprogram kom til at fungere som bindeled mellem linezr programmerings-
problemet i luftvabnet og det matematiske forskningsmilj¢ p& universitetet.
Disse begivenheder var den direkte anledning til Kuhns og Tuckers arbejde
med ikke-lineser programmering. ‘

I dette kapitel udfoldes denne historie. Fgrst praesenteres Kuhn og Tucker,
efterfulgt af en praesentation af ONR’s matematikprogram -dets oprettelse
samt dets holdninger til, hvilken form for matematik der skulle stgttes og
hvordan. Derefter kommer en matematikhistorisk analyse af Kuhns og Tuc-
kers fgrste arbejde inden for linezer programmering og dets relation til spil-
teori, med speciel fokus pa deres arbejde med dualitetsegenskaberne, da det
spiller en vigtig rolle for ikke-linezer programmerings opstéen. Dernaest fglger
en matematikhistorisk gennemgang af Kuhns og Tuckers artikel Nonlinear
Programming, hvori de indfgrte ikke-linezer programmering og viste teoriens
hovedseetning: Kuhn-Tuckers sztning. Kapitlet afsluttes med en diskussion
af udviklingen af dualitetsteori for ikke-linezer programmering.
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Kuhn og Tucker -elev og mester

Harold W. Kuhn blev fgdt den 29. juli 1925. Albert W. Tucker var kom-
met til verden 20 ar tidligere den 28. november 1905. Deres veje krydsedes i
1947, da Kuhn blev optaget som graduate studerende p& matematikuddan-
nelsen i Princeton, hvor Tucker var professor. Et nermere studie af Tuckers
livsforlgb afslgrer billedet af en karismatisk mand og lerer. Han var en in-
spirerende leerer og en dygtig leder, som fik stor betydning for udviklingen
af matematikafdelingen pa Princeton [Tucker, B., 1995], [Kuhn, 1995].

Tucker

Tucker blev fgdt i Ontario provinsen i Canada, hvor han voksede op i for-
skellige smébyer langs nordkysten af Lake Ontario’.

11924, 19 &r gammel, pdbegyndte han et studium i matematik og fysik pa
universitetet i Toronto. Han udmeerkede sig bade i matematik og fysik, men
blev radet til at veelge det ene af de to fag, og Tucker valgte matematikken. I
1928 afsluttede han sit bachelor studium i Toronto og blev kraftigt opfordret
til at rejse til Europa for at starte et Ph.D. studium der. Paris og Gottin-
gen var pa tale, men Tucker var ikke meget for udsigten til at skulle bega
sig pd et fremmedsprog, s& han undersggte mulighederne for at komme til
Cambridge i England. P4 det tidspunkt var han mest interesseret i geometri,
men det, de kunne tilbyde p4 Cambridge i den retning, virkede ikke speci-
elt tiltreekkende p& Tucker, som endte med at blive endnu et ar i Toronto
som undervisningsassistent. Aret efter startede han sit Ph.D. studium ved
Princeton, sidelgbende med et deltidsjob som instruktor.

Han opnéede Ph.D. graden i matematik i 1932 pa en afthandling inden
for topologi. Derefter tilbragte han et &r som National Research Fellow ved
Cambridge, Harvard og Chicago. Derfra gik turen igen til Princeton, hvor han
forst var ansat som instruktor et ar, for derefter at blive assistant professor.
I 1938 blev han forfremmet til associate professor for at ende som professor
1 1946. Tucker har haft en livslang tilknytning til Princeton, og der er ingen
tvivl om, at han har haft stor betydning for matematikafdelingen. I 1930’°erne
og 1940’erne var han med til at ggre matematikafdelingen pa Princeton til
et internationalt bergmt center for matematisk forskning?, og han fungerede
som institutbestyrer i en 10-arig periode fra 1953 til 1963. Tucker blev gift

1Udover referencer givet i teksten bygger afsnittet p4 Curriculum vitae for Tucker og
Kuhn, som Kuhn har stillet til min radighed.

20m betydningen af The Institute for Advanced Study for matematikafdelingen pa
Princeton University henvises til William Aspray’s artikel The Emergence of Princeton
as a World Center for Mathematical Research, 1896 — 1939, [Aspray, 1988].
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med Alice J. Curtiss i 1938. Han blev senere skilt og gift igen i 1964 med
Mary F. Shaw. Efter lang tids sygdom dgde han den 27. januar 1995 i en
alder af 89 ar.

Kuhn

Kuhn er fgdt og opvokset i Californien. Han tog sin bachelor grad i science
ved California Institute of Technology i 1947. Derefter flyttede han fra Cali-
fornien til gstkysten for at fuldfgre en graduate uddannelse pé et Princeton,
der pa dette tidspunkt havde udviklet sig til et af verdens fgrende steder
for matematisk forskning. I 1948 modtog han en master’s grad og i 1950 en
Ph.D. grad pa en afthandling, der i 1952 blev publiceret i Annals of Mathe-
matics med titlen Subgroup Theorems for Groups Presented by Generators
and Relations [Kuhn, 1952]. Efter afslutningen af Ph.D. arbejdet gik turen til
Europa, neermere bestemt til Paris, hvor Kuhn tilbragte det akademiske ar
1950-51 som Fulbright Research Scholar. 1 1951 vendte han tilbage til Prince-
ton som underviser i matematik for aret efter at blive assistant professor ved
det bergmte kvinde-college Bryn Mawr College. Kuhn blev der de nzeste 7
ar for derefter atter at vende tilbage til Princeton, denne gang som associate
professor i matematisk gkonomi. Han var tilknyttet bidde matematik- og sko-
nomiafdelingen p& Princeton og underviste begge steder pd undergraduate
savel som graduate kurser. I 1995 fyldte han 70 r og gik i den anledning pa
pension.

P& privatfronten kan neevnes at Kuhn i 1949 giftede sig med Estelle Hen-
kin.

Karriereskift

Tuckers publikationsliste viser et skift i faglig interesse i slutningen af
1940’erne. Stort set alle hans publikationer fra 1950 og senere handler om
spilteori og matematisk programmering, men inden da var det hovedsagelig
topologiske emner, han havde beskeftiget sig med. Skiftet indtradte i 1948
og udsprang direkte af Dantzigs kontakt til von Neumann p& Institute for
Advanced Study i Princeton i forbindelse med linezr programmering®. De
sociologiske rammer for dette skift i faglig interesse var bestemt af ONR’s
matematikprogram, som via gkonomisk stgtte var den direkte arsag til, at
der blev pdbegyndt matematisk forskning i lineser programmering og dets
relationer til spilteori. I et interview med Stephen B. Maurer fortalte Tucker,
hvordan han blev involveret:

3Ge kapitel 5.
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... the Pentagon was very impressed with George Dantzig’s 1947
invention of the simplez method and wanted to set up a university-
based project to study linear programming further. In may 1948,
Dantzig came up to Princeton from Washington to consult with
von Neumann about such a project. At the end of the day, George
needed a ride to the train station at Princeton Junction. I just
happened to be introduced to him then and offered him a ride,
during which he gave me a five-minute introduction to linear pro-
gramming, using as an ezample the transportation problem. What
caught my attention was the network nature of the ezample, and
to be encouraging, I remarked that there might be some conne-
ction with Kirchhoff’s Laws for electrical networks, which I had
been interested in from the point of view of combinatorial topo-
logy. Because of this five-minute conversation, several days later
I was asked if I would undertake a trial project that summer, and
I agreed. The two graduate students I got to work with me were
Harold Kuhn and David Gale. [Albers og Alexanderson, 1985,
5.342-343]

Tucker blev saledes nermest ved en tilfeeldighed inddraget i forsknings-
projektet om linezer programmering. Baggrunden for og gnsket om at oprette
et forskningsprojekt i linezer programmering opstod derimod ikke ved en til-
feeldighed. Det kom ud af en meget gennemtankt og velovervejet plan for,
hvordan man fra militzrets side, gennem ONR, effektivt kunne fremme og
styre retninger af matematisk forskning pé universiteterne.

ONR’s matematikprogram

Den mest indflydelsesrige person i organiseringen af militeer stgtte til mate-
matisk forskning efter krigen var uden tvivl Mina Rees. Hun var uddannet
matematiker fgrst fra Hunter College, et meget steerkt kvinde-college, hvor
hun i 1923 fik en bachelor grad med matematik som hovedfag, derefter fra Co-
lumbia universitetet i New York, hvor hun fortsatte sine matematikstudier.
Her gik det pa et tidspunkt op for hende, at kvindelige Ph.D.’er i matematik
ikke var velsete, og hun afsluttede derfor sit studiophold i New York med
en master’s grad. I Chicago havde man ikke slige forbehold overfor kvinde-
lige Ph.D. kandidater i matematik, og i 1931 fik hun Ph.D. graden pé en
afhandling inden for algebra. Hun vendte derefter tilbage til Hunter College,
hvor hun underviste, indtil hun i 1943 blev inddraget i militzerarbejdet, idet
hun blev udnzvnt til teknisk assistent for Warren Weaver, lederen af det ny-
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ligt oprettede Applied Mathematics Panel * [Albers og Alexanderson, 1985,
5.257).

Til trods for, at Rees i 1945 havde stillet sig meget tvivlende over for et
militeert finansieret forskningsprogram i matematik, blev hun i 1946 tilbudt
stillingen som chef for ONR’s matematikafdeling. Rees var i begyndelsen no-
get skeptisk. Hun tvivlede pé, at matematikerne ville veere begejstrede for at
modtage offentlig stgtte til deres forskning i fredstid, og da iszer ikke offent-
lige stgtte, der kom fra militeeret. Hun synes dog, at det var uhyre vigtigt for
den videre udvikling af matematik i USA at g& aktivt ind i ONR’s program,
s3 1 1946 flyttede hun til Washington for at begynde opbygningen af ONR’s
matematikprogram. Rees rejste rundt og besggte ledende matematikinstitut-
ter overalt i USA, hvilket betgd, at det forslag, hun til sidst lagde frem for
fldden, var et, hun havde diskuteret med de fleste af de forskere, som ville
kunne fa gavn af programmet [Albers og Alexanderson, 1985, s.263].

Matematikerne gnskede, at programmet skulle stgtte bade ren og anvendt
matematik. Derudover gnskede man en udvikling af mere specifikke emner
som matematisk statistik, numerisk analyse og udvikling af computeren. Der-
til kom, at det var vigtigt for matematikerne at skabe en filosofi i fladen om,
at pengene kunne bruges til at kgbe forskningstid til dygtige matematikere,
s& de kunne fortsaette deres forskning, og til at etablere forskningsassistent-
stillinger til unge matematikere, idet stgtte til nye, lovende talenter var ngglen
‘to the flowering of mathematical research in the country [Rees, 1977b, 5.23].

Rees havde i sin oprindelige plan lagt veegt pa, at ren matematik skulle
kunne stgttes af ONR, men ret til stgtte til sddanne projekter uden hen-
syn til relevansen for flidens mission var ikke blevet eksplicit formuleret, da .
matematikafdelingen af ONR blev dannet. Det var dog en udbredt holdning
blandt matematikerne, at behovet for et stgrre antal af veluddannede og
erfarne forskere i ren matematik var steerkt gnskeligt. Dertil kom, at der var

. considereable feeling among those of us responsible for the
program that our concern must be with the strengthening of mat-
hematical research in the United States not with fragmenting the
field; and we wanted very much not to ezclude any first class re-
search. [Rees, 1977a, s.107]

Mulighed for stgtte til fri forskning i ren matematik blev bakket op af
Robert Conrad, der var kaptajn i fliden og blev betragtet som den spiri-
tuelle leder af ONR. Han lovede at stgtte Mina Rees, hvis hun gnskede at
inkludere ren matematisk forskning i sit program. Hvor stor betydning det
havde fremgar af fglgende kommentar fra Mina Rees:

4Se kapitel 4.
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This was & great day for all of us, for it meant an end to the
constant worry as to whether the Navy would see the needs of
mathematics as we saw them. [Rees, 1977a, s.107]

ONR blev oprettet i august 1946, og i januar 1948 havde matematikafde-
lingen fungeret i lidt over et &r. Mina Rees skrev pa det tidspunkt et indlaeg
om ONR’s matematikprogram til Bulletin of the American Mathematical
Society med det formal at ggre et bredere udvalg af matematikere opmaerk-
somme pé de muligheder for stgtte, der 18 i ONR. Rees lagde stor veegt pa at
understrege, at selv om forskning i anvendt retning nok havde stgrst chance
for at opna stgtte, s& var filosofien bag ONR’s matematikprogram, at grund-
forskning ogsa skulle stgttes [Rees, 1948, s.1]. Hun underbyggede dette ved
at fremhaeve, at selv om 4/5 af de arlige udgifter gik til forskning i “anvendt
matematik”, matematisk statistik, numerisk analyse og computerudvikling,
s udgjorde antallet af kontrakter til forskning i ren matematik over 1/3 af
samtlige kontrakter. Derudover understregede hun mulighederne for at lave
Ph.D. med stgtte fra ONR, idet der ingen restriktioner var pa publikation af
forskningsresultater.

USA havde siden 1900 oplevet en stigende styrkelse og udbygning af ren
matematisk forskning, og grunden til, at det var sa vigtigt for Rees at sla fast,
at ren matematik ogsd blev stgttet, var, at mange matematikere frygtede,
at ingenigrer og forskere i anvendt matematik ville komme til at dominere
matematisk arbejde efter krigen [Owens, 1989, s.299].

Tuckers program

Militeerets begejstring for Dantzigs model resulterede i, at ONR oprettede en
speciel logistikgren. Et af projekterne heri gik ud pa at undersgge sammen-
hzengen mellem lineaer programmering og spilteori. Tucker blev kontaktet og
spurgt, om han ville fungere som leder, pricipal investigator, pa et sidant
projekt. Mina Rees beskriver i [Rees, 1977a, s.111] starten pa logistikgrenen:

. when, in the late 1940’s the staff of our office became aware
that some mathematical results obtained by George Dantzig, who
was then working for the Air Force, could be used by the Navy
to reduce the burdensome costs of their logistics operations, the
possibilities were pointed out to the Deputy Chief of Naval Opera-
tions for Logistics. His enthusiasm for the possibilities presented
by these results was so great that he called together all those sen-
ior officers who had anything to do with logistics, as well as their
civilian counterparts, to hear what we always referred to as a “pre-
sentation”. The outcome of this meeting was the establishment in
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the Office of Naval Research of a separate Logistics Branch with
a separate research program. This has proved to be a most suc-
cessful activity of the Mathematics Division of ONR, both in its
usefulness to the Navy, and in its impact on industry and the
untversities.

ONR’s projekter var kontraktbaseret efter den model, Bush konstruerede
under krigen. Det betsd, at Tucker som principal investigator fortsatte i
sin stilling p&4 Princeton som hidtil. Stgtten fra ONR gik til sommerlgn og
betaling af mgder. Dertil kom, at Tucker kunne anseztte studerende til at
arbejde pd projektet sammen med ham. De studerendes lgn blev betalt af
ONR. Det var pa den méde, Kuhn kom ind i projektet. Kuhn var pa dette
tidspunkt graduate studerende og s& smét i gang med sin Ph.D. athandling.
Han financierede sine studier ved hjelp af et fellowship fra universitetet og
et G. L. Bill stipendium. I det han ogsa sendte penge hjem til sine foreldre
behgvede han en ekstra indtzgt. Han opsggte Tucker for at hgre om han
kunne f3 et sommerjob, og Tucker tilbgd ham en stilling i projektet®. Udover
Kuhn blev endnu en graduate studerende, David Gale, ansat pa projektet.

Projektet blev etableret med det formal at klarleegge forbindelsen mellem
linezer programmering og spilteori samt undersgge og videreudvikle lineser
programmerings matematiske grundlag. Tucker, Kuhn og Gale greb arbejdet
an ved sammen at lzese von Neumanns og Morgensterns bog Theory of Ga-
mes and Economic Behavior og studere von Neumanns note Discussion of
a Mazimum Problem [Von Neumann og Morgenstern, 1944], [Von Neumann,
1947]. Resultaterne af deres arbejde blev preaesenteret pa den fgrste konfe-
rence om linezr programmering og derefter publiceret i en kongresberetning
fra konferencen [Koopmans, 1951].

Den fgrste konference om linezr programmering

D. 20.-24. juni 1949 blev den fgrste konference i linear programmering af-
holdt, og Brentjes ser dette som afslutningen pa linezr programmerings kons-
titueringsproces som matematisk disciplin [Brentjes, 1977, 5.178]. Konferen-
cen foregik i Chicago ved Cowles Commission for Research in Economics.
Deltagerne havde meget forskellige baggrunde; der var gkonomer, matema-
tikere, statistikere og administratorer. I alt deltog 51 meend i konferencen,
hvoraf 18 publicerede artikler over de foredrag, de afholdt pa konferencen.
Disse er udgivet i konferencens kongresberetning Activity Analysis of Produc-
tion and Allocation, som er redigeret af Tjalling C. Koopmans [Koopmans,

SInterview med Kuhn, Princeton, 23. april, 1998.
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1951]. P4 neer ni indeholder bogen artikler fra alle foredragene. Konferencen
samt den forskning, der var udfgrt af folk fra Cowles Commission, var under
kontrakt med The RAND corporation. Kun en af Cowles Commission fol-
kene, nemlig C. Hildreth, var ikke stgttet af RAND, men af the Rockefeller
Foundation. Af de resterende tolv bidragsydere til Koopmans kongresberet-
ning kom to fra The RAND Corporation, tre fra U.S. Department of the
Air Force og syv fra universiteter -Princeton, Berkeley, Brown, Vanderbilt og
Minnesota. Af universitetsfolkene var der kun to, som ikke arbejdede under
kontrakt med staten, fire arbejdede under ONR. David Gale har to bidrag,
det ene er sammen med Kuhn og Tucker stgttet af ONR, det andet er en
artikel inden for konveksitetsteori Convez Polyhedral Cones and Linear Ine-
qualities [Gale, 1951}, og dette arbejde er ikke udfgrt under kontrakt med
militeeret eller anden offentlig institution. Hele affeeren var séledes finansielt
fuldsteendigt domineret af militeeret. Det var The RAND corporation, ONR
og luftvabnet, der styrede denne forskningsaktivitet.

Inddelingen af artiklerne i kongresberetningens fire dele viser, hvordan
de forskellige emner blev opfattet i begyndelsen af linesr programmerings
tilveerelse. I fgrste del, Theory of Programming, opstilles og forklares linezer
programmeringsmodellen, men den matematiske teori for lineser program-
mering indgér ikke i fgrste del og blev séledes ikke betragtet som theory of
programming. Udover lineeer programmeringsmodellen bestar fgrste del ude-
lukkende af artikler om gkonomiske modeller i pkonomisk teori, hvilket viser,
at linezer programmering pa dette tidspunkt ikke har defineret sig selv som
en matematisk disciplin. Anden del har titlen Applications of Allocation Mo-
dels, som giver sig selv. Den matematiske teori for linezer programmering er
placeret i tredje del, der har overskriften Mathematical Properties of Convex
Sets. I indledningen karakteriserer Koopmans den som et redskab, der er “...
relatively new to economics’ [Koopmans, 1951, s.10]. Koopmans betragtede
saledes linezr programmering som hovedsagelig en gkonomisk teori, og den
matematiske teoribygning blev betragtet som veerktgj til gkonomi. Den sidste
del omhandler beregningsalgoritmer.

Gales, Kuhns og Tuckers dualitets- og eksistenssatninger

Gale, Kuhn og Tucker udledte dualitetssetningen i artiklen Linear Program-
ming and the Theory of Games [Gale et al., 1951]. I stedet for at arbejde
med ‘the basic “scalar” problem of linear programming’, som gir ud pé at
maksimere (minimere) en linezer funktion af flere variable underlagt bibe-
tingelser givet ved et system af linezere uligheder, betragtede de et generelt
‘matrix’-problem, der har ‘skalar’-problemet som specialtilfeelde. Formalet
med deres artikel var at etablere dualitets- og eksistensseetninger for disse
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generelle matrix-problemer og at relatere disse problemer til to-personers
nulsum spil [Gale et al., 1951, 5.317].

Notation

Gale, Kuhn og Tucker lod ‘store’ bogstaver A, B, C etc. betegne rektangulzre
matricer, mens ‘sma’ bogstaver b, ¢, u, z etc. betegner vektorer opfattet som
matricer med én sgjle. Graeske bogstaver §, A star for reelle skalarer. A’ er
den transponerede til A.

Med u = ( menes, at alle u’s komponenter er lig med nul, mens u = 0 skal
betyde, at ingen af u’s komponenter er negative. Med u > 0 menes u = 0 og
u # 0, mens u > 0 betyder, at alle u’s komponenter er positive. Tilsvarende
notation indfgrte de for matricer, siledes at A > 0 for eksempel skal betyde,
at hvert element i A er ikke-negativt, og mindst ét element er positivt.

Det skal yderligere bemeerkes, at Gale, Kuhn og Tucker kaldte en matrix
D med visse egenskaber maximal (minimal), hvis ingen anden matrix A med
samme egenskaber er sidan, at A > D (A < D).

Linezre programmeringsproblemer

Gale, Kuhn og Tucker formulerede to generelle, duale linezer programme-
ringsproblemer, som hver iser er baseret pd de samme, givne informationer
indlagt i matricerne A, B og C. I begge problemer skal en matrix D bestem-
mes. -

Problem 1: Find en maximal matrix D med fglgende egenskab:

der eksisterer z 2 0, y > 0 opfyldende Az £ By sdledes, at

(1) Cz 2 Dy.

Problem 2: Find en minimal matrix D med fglgende egenskab:

der eksisterer u 2 0, v > 0 opfyldende A’y 2 C'v séledes, at

(2) B'u £ D'v.

Ved at lade B vere en sgjlevektor b og C en rzkkevektor ¢/, bliver D
en skalar 4, og y og v bliver positive skalarer, som kan elimineres ved at
dividere igennem. Dermed fik Gale, Kuhn og Tucker indfgrt fglgende ‘skalar’-
problemer, som special tilfzelde af det generelle problem:




108 Ikke-linezer programmering -herkomst og videreudvikling

Problem (14): Find en maximal skalar § med fglgende egenskab:
der eksisterer z 2 0 opfyldende Az < b sdledes, at

dr 2 6.

Problem (26): Find en minimal skalar § med fglgende egenskab:
der eksisterer u 2 0 opfyldende A'u 2 c séledes, at

b'u £4.

Dette er det, der i dag kaldes det primale hhv. duale problem i linezer pro-
grammering. | dag formuleres det som oftest uden betingelsen ¢’z 2 4, men
den er med her for at sikre endelige, optimale Igsninger.

Gale, Kuhn og Tucker udledte to centrale resultater i artiklen. Det ene
kaldte de for eksistenssatningen, som, i deres oprindelige formulering, siger,
at der findes en matrix D, som lgser begge problemer, hvis folgende eksi-
stensbetingelser er opfyldt:

Der eksistereret z 20, y >0 for hvilke Az £ By,

Der eksistereret u 20, v >0 for hvilke A'w 2 C'v.

Det andet kaldte de for dualitetssaetningen, og den siger, at problem 1 har
lgsningen D, hvis og kun hvis problem 2 har den samme matrix D som
lgsning.

Oversat til ‘skalar’-problemet giver de to resultater saledes, at hvis der
eksisterer z, u i mulighedsomradet for de to indbyrdes duale problemer, sa
findes der en skalar &, som er lgsning til begge problemerne (14), (26), og
dualitetsseetningen giver, at problem (16) har en bestemt skalar § som lgsning,
hvis og kun hvis problem (24) har samme skalar é som lgsning.

Beviset for dualitetsszetningen

Gale, Kuhn og Tucker formulerede dualitetssaetningen pa fglgende made:

Theorem 2 (duality theorem): A matriz D is a solution for Pro-
blem 1 if, and only if, its a solution for Problem 2. [Gale et al.,
1951, s.322]

Selve beviset byggede de p3 Farkas’ Lemma, som de formulerede pa fglgende
maéade:
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Lemma 1: En homogen, linezer ulighed v 20 gzelder for alle u, .
som opfylder et system af homogene, linezre uligheder A'u 2 0,
hvis og kun hvis der findes et z 2 0, for hvilket b = Az.

De brugte Farkas’ Lemma i en lidt anden ikleedning, idet de fgrst udledte en
simpel konsekvens af Farkas’ Lemma, hvor de formulerede den ene implika-
tion som en ulighed uden lgsning;:

Lemma 2: En ngdvendig og tilstraekkelig betingelse for at ulig-
hedssystemet b'u < 0, A'u 2 0 ikke har nogen lgsning u 2 0 er,
at ulighedssystemet Az < b har en l¢gsning z 2 0.

Endelig generaliserede Gale, Kuhn og Tucker ovenstiende konsekvens af Far-
kas’ Lemma til fglgende resultat:

Lemma 3: En n¢dvendig og tilstraekkelig betingelse for at ulig-
hedssystemet B'u < 0, A'u 2 0 ikke har nogen lgsning u 2 0 er,
at ulighedssystemet Az £ By har en lgsning z 2 0, y > 0.

For at kunne bruge lemma 3, omformulerede Gale, Kuhn og Tucker problem
1 og problem 2 til:

Problem 1 (ny form): Find en matrix D for hvilken fglgende
to betingelser er opfyldt:

(1) der eksisterer z 2 0, y > 0 opfyldende Az £ By,
séledes, at Cz 2 Dy,

(2%) der findes intet = = 0, y = 0 opfyldende Az < By,
saledes, at Cz > Dy. '

Problem 2 (ny form): Find en matrix D for hvilken fglgende
to betingelser er opfyldt:

(2) der eksisterer u 2 0, v > 0 opfyldende A'u 2 C'v,
séledes, at B'u £ D'v,

(1%) der findes intet » 2 0, v > 0 opfyldended’s = C'v,
séledes, at B'u < D'v.
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Bemeerk, at en matrix D, som opfylder (1) og (2*), ngdvendigvis ma give
lighedstegn, Cz = Dy, i (1), og tilsvarende at en matrix D opfyldende (2)
og (1*) vil give lighedstegn, B'u = D'v, i (2) [Gale et al., 1951, s.321].

Gale, Kuhn og Tucker viste, at de nye formuleringer af problem 1 og
problem 2 er zkvivalente med de oprindelige formuleringer.

Med denne omformulering af de duale matrixproblemer udledte Gale,
Kuhn og Tucker dualitetssztningen direkte af lemma 3, ved at substituere
Amed [A — C), Bmed [B — D] og u med [u v]'. Dermed giver lemma 3,
at en matrix D har egenskaben (1), hvis og kun hvis D har egenskaben (1%).
Herefter fik de det andet resultat, nemlig at en matrix D har egenskaben (2),
hvis og kun hvis den har egneskaben (2*), ved i (1) og (1*) at erstatte A,
B,C,D, z,y,u, vmed ~A', =C', —=B’, =D’ u, v, z, y [Gale et al., 1951,
s.322]. :

Dualitetsseetningen for det ‘seedvanlige’ linezere programmeringsproblem,
‘skalar’-problemet, udledte Gale, Kuhn og Tucker som et korollar til det
generelle tilfzelde:

Problems (1§) and (26) have a unique common solution, §, or
else no solution at all. [Gale et al., 1951, 5.322]

Her er entydigheden en direkte konsekvens af é’s maksimalegenskab.

Eksistens

Gale, Kuhn og Tucker formulerede og beviste to eksistensszetninger, der begge
udtaler sig om ngdvendige og tilstraekkelige betingelser for, at der findes en
lgsning til problem 1 og problem 2. Den fgrste siger:

Der findes en lgsning, D, til problem 1 og problem 2, hvis og kun
hvis fglgende eksistensbetingelser begge er opfyldt:

(3) Der eksisterer z 2 0, y > 0 for hvilke Az £ By,

(4) der eksisterer u 2 0, v > 0 for hvilke A'u 2 C'v.
[Gale et al., 1951, 5.323]

De beviste sztningen ved at vise, at eksistensbetingelserne (3) og (4) er
ensbetydende med, at der eksisterer en lgsning, D, til fglgende problem 3:
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Problem 3: Find en matrix D som har begge de fglgende egen-

skaber

(1) der eksisterer z 2 0, y > 0 for hvilke Az £ By
saledes, at Cz 2 Dy,

(2) der eksisterer u 2 0, v > 0 for hvilke A'u = C'v

saledes, at B'u £ D'v.

Forinden havde de vist, at en matrlx D er lgsning til problem 1 eller problem
2, hvis og kun hvis den er lgsning til problem 3.
Gale, Kuhn og Tucker knyttede fglgende kommentar til problem 3:

A problem of this symmetric sort was formulated by von Neumann
[1947] for the case in which D reduces to a scalar &, corresponding
to Problems (18), and (26). [Gale et al., 1951, 5.323]

De opfattede saledes ikke von Neumanns resultat i noten fra 1947 som et
bevis for dualitetssztningen. De har derimod betragtet det som noget, der
mindede om det, de kaldte for eksistensseetninger.

Selve beviset for deres eksistensseetning byggede de igen pd Farkas’
Lemma, denne gang i forkleedning af lemma 2. De lod z, yo, u, vo veere
et st opfyldende eksistensbetingelserne (3) og (4). Idet de satte b = By og
¢ = C'vg, opnéede de, at (3) og (4) medfgrer, at

(36) der eksisterer et x 2 0 for hvilket Az < b,

(44) der eksisterer et u 2 0 for hvilket A'u 2 c.

Lemma 2 benyttet fgrst pd den ene betingelse gav dem, at

(36*) der findes ingen lgsning u 2 0, til ulighedssystemet A'u 2 0, b'u < 0,
og anvendt pa den anden betingelse fik de, at

(46™) der findes ingen lgsning z 2 0, til ulighedssystemet Az £ 0, ¢’z > 0.
Herefter viste Gale, Kuhn og Tucker, at uligheden

(*) bu 2 'z,
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geelder for alle A 20, w 2 0, z 2 0 der opfylder, at Az < \b, A’u 2> Ac. For
A > 0 fglger resultatet direkte af ulighedsbetingelserne, og for A = 0 fglger
det af (36*) og (46*) [Gale et al., 1951, 5.324].

Gale, Kuhn og Tucker formulerede derefter ovenstéende som matrix ulig-
heder:

A
Der findes ingen lgsning ( U ) 2 0 til ulighedssystemet
T

0\ /A ¥ ¢\ /A
b u | <0, 0 A u | 20.
—c z A" 0 T

Ved at anvende lemma 2 pa dette fik de eksistensen af et ug 2 0 og et z¢ 2 0,

for hvilke
¥ = 0
0 A (%)g b
-A" 0 %o —c

[Gale et al., 1951, 5.234].

Ved at gange ud og sammenholde med ulighedsbibetingelserne opnéede de,
at

bup = ugAze = 'z,
og herfra bestemte Gale, Kuhn og Tucker en matrix D, som opfylder
Dyo =Cz¢ og voD = uyB,

hvilket betyder, at D har egenskaberne (1) og (2) for de oprindelige yo, vo og
de o, ug, hvis eksistens blev sikret af lemma 2 [Gale et al., 1951, 5.324].

Idet det er helt trivielt, at eksistensbetingelserne (3) og (4) holder, hvis
der eksisterer en matrix D med egenskaberne (1) og (2), er Gales, Kuhns og
Tuckers bevis tilendebragt.

Jeg vil ikke ga nezrmere ind pé eksistensseetning 2.

Resultatet (*) er det resultat, der i dag kaldes for det svage dualitets-
lemma (weak duality lemma). Det udsiger, at betragter man skalar-problemet,
s& vil der for variable z, v i mulighedsomradet for det primale hhv. duale pro-
blem gelde, at veerdien af kriteriefunktion for maximeringsproblemet altid
vil veere mindre end eller lig med veerdien af kriteriefunktionen for minime-
ringsproblemet.
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Relationen til Spilteori

Gale, Kuhn og Tucker sluttede artiklen af med at relatere deres resultater
til spilteori [Gale et al., 1951, s.326]. De viste, at minimaxsatningen for et
to-personers nulsum spil med betalingsmatrix A kan fas som et biprodukt af
eksistensatningen. De karakteriserede en lgsning (A, u, z) (hvor A er veerdien
af spillet, og u, z er optimale, blandede strategier) som lgsning til et ulig-
hedssystem. Det vil sige, de var interesserede i at finde en lgsning (A, u, z),
som opfylder

Auz ), u20, Jgu=1,

Az S )Ag, 220, Jz=1,

hvor g og ¢ er vektorer, hvis komponenter alle er lig med 1. For at udlede
minimaxszetningen, nemlig at en sadan lgsning altid findes, som et biprodukt
af ovenstaende eksistenssetning antog Gale, Kuhn og Tucker fgrst, at A > 0,
hvilket ikke er nogen essentiel restriktion, idet man kan leegge den samme
vilkarlige konstant « til samtlige elementer i matrixspillet uden at influere pa
spillet. Det eneste, der sker, er, at spillets vaerdi gges med . Dermed opnaede
de, at A, hvis den eksisterer, n¢dvend1gv1s ma veere positiv, og de kunne da
d1v1dere igennem med A:

A'(u/d) 24, uw/A20, g'(u/d)=1/A

A(z/\)<g, /220, (z/X) =1\

Ved at erstatte 1/A, £/ og u/A med §, u, z og bytte om pa reekkefglgerne
formulerede de ovenstéende som:

(la) iz =6 foretx 20, for hvilket Az £ g,

(2a) gu=26 foretu 20, for hvilket A'u 2 1.

Dette svarer til problem 3 formuleret for ‘skalar’-tilfzeldet, idet problemet
ikke @ndres ved, at ulighedstegnene i Cx 2 Dy og B'u £ D'v zndres til
lighedstegn, hvilket folger af, at en matrix D med egenskaberne (1) og (2*)
ngdvendigvis ma give Cz = Dy, samt at en matrix D med egenskaberne (2)
og (1*) vil give B'u = D'v.

Ifglge eksistenssatningen har dette ‘skalar’-problem en lgsning é, hvis og
kun hvis eksistensbetingelserne

Az g foretz20; AuZi foretuz20
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begge er opfyldt, hvilket kan blive tilfcldet ved at sette z = 0 og veelge u
tilstraekkelig stor. Man kommer tilbage til det oprindelige spilproblem ved
at dividere igennem med & i (1a) og (2a); d er positiv og entydigt bestemt.
Entydigheden fglger af dualitetssaetningen, thi spilproblemet viste sig at veere
zkvivalent med problem 3, og § kan s& opfattes som lgsning til bade problem
(18) og problem (26), og dualitetssatningen giver jo, at problem (14) og (26)
enten har en entydig, fzlles lgsning eller ingen lgsning overhovedet.

Dermed har Gale, Kuhn og Tucker givet et nyt bevis for minimaxsaet-
ningen og fastsldet at den matematiske teori for uligheder kan fungere som
det matematiske grundlag for lineser programmering, idet den leverer savel
dualitets- som eksistenssztningen og giver en ramme, i hvilken spilteori og
lineaer programmering forenes.

I dette arbejde af Gale, Kuhn og Tucker, finder jeg det interessant, at
de diskuterede det linezer programmeringsproblem og viste dualitets- og ek-
sistensseetninger for det generelle matrixproblem i stedet for blot at se pa
skalarproblemet, idet det jo er skalarproblemet, der kan formuleres som et
to-personers nulsum spil. Dette fortolker jeg, som om linezr programmering
ber behandles som et matematisk forskningsomrade. Drejede det sig blot om
at preecisere forbindelsen mellem linezer programmering og spilteori er det
en ungdig omvej at g& omkring det generelle matrixproblem. Betragter man
der imod linezr programmering som et matematisk forskningsomrade, er det
meget naturligt at udforske problemstillingen i en mere generel ramme. Gale,
Kuhn og Tucker var som matematikforskere i universitetsverdenen vant til
at arbejde pd denne made. Min konklusion om, at linesr programmering
ved forbindelsen til spilteori sndrede status videnskabeligt set fra at veere
en model til lgsning af et praktisk problem til at blive betragtet som et ma-
tematisk forskningsomréde, bygger blandt andet pa denne observation i det
forste publicerede arbejde om dualitetssztningen i lineer programmering.

Ikke-lineser programmering

Tuckers fprste reaktion pd linezr programmering var som nzevnt, at det
mindede ham om strgmfordelingsproblemet for elektriske netveerk. Denne
association udforskede han yderligere under et forskningsophold ved Stan-
ford universitetet i Californien i efterdret 1949. Ifglge Kuhn indsad Tucker
her, at stremfordelingsproblemet kan formuleres som et optimeringsproblem
om minimering af varmetab med kvadratisk kriteriefunktion. Denne indsigt
forte til en erkendelse af, at Lagranges multiplikator metode, som er den
metode, der normalt benyttes til optimering under bibetingelser givet ved
ligninger, kunne tilpasses optimeringsproblemer under ulighedsbibetingelser
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[Kuhn, 1976, s.12-13]. Tucker skrev herefter til Kuhn og Gale og spurgte,
om de ville veere med til at udvide dualiteten for linezer programmering til
kvadratisk programmering [Kuhn, 1976, s.12-13].

David Gale afslog®, men Kuhn accepterede Tuckers invitation, og de-
res arbejde skred ifglge Kuhn fremad i en brevveksling mellem Stanford og
Princeton, hvor Kuhn endnu befandt sig [Kuhn, 1976, s.13]°. I lgbet af ar-
bejdsprocessen zndrede Kuhn og Tucker deres fokus fra det kvadratiske til
det generelle, ikke-linezere tilfzelde og skabte dermed ikke-linezer programme-
ring. Deres fzlles arbejde blev publiceret med titlen Nonlinear Programming
i en kongresberetning fra The Second Berkeley Symposium on Mathematical
Statistics and Probability, der blev afholdt i 1950.

Kuhns og Tuckers artikel: Nonlinear Programming

Ideen var saledes at tilpasse den klassiske Lagrangemetode. I indledningen
til artiklen redeggr Kuhn og Tucker for de resultater, man opnar ved at
benytte Lagrangefunktionen pa linezer programmering. Ud fra det linezre
programmeringsproblem

maximer g¢(z)= Z Ty, ci € R,

hvor z1,...,z, ern reelle variable, underlagt m + n linezre ulighedsbibetin-
gelser:

fu(z) = by — Zahi-’vi 20, z; 20,

hvor h=1,... ,m,i=1,...,n, ax, by € R, dannede Kuhn og Tucker den
tilhgrende Lagrangefunktion:

¢(?’, u) = 9(33) + Zuhfh(i), un € R.

De bemarkede, at man kan vise, at z° = (2%,...,2%) maximerer g(z)

under de givne bibetingelser, hvis og kun hvis der findes en vektor u°
(u%,...,u%,) € R™ med u% > 0 for alle 7, siledes at

Bz, u°) £ 9(2°,u%) < $(a°,u) foralle =20, u 20,

®David Gale besggte Kgbenhavn i foriret 1997, og i den anledning spurgte jeg ham,
hvorfor han afslog Tuckers invitation. Gale svarede, at han hellere ville fortsatte sin in-
teresse for konveksitetsteori end bruge tid p3, hvad han dengang troede, blot ville vaere
en udvidelse af et feerdigt stykke arbejde, og han tilfgjede: ‘Jeg har desverre ingen andel
i ikke-line@r programmerings opstéen’.

"Kuhn har ikke gemt disse breve, og han fandt heller ingen af disse breve blandt Tuckers
efterladte papirer.
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det vil sige, livis og kun hvis der findes en vektor u® € R™ bestéende af ikke-
negative komponenter (multiplikatorer), saledes at (z°,u°) er et saddelpunkt
for Lagrangefunktionen ¢(z,u) [Kuhn og Tucker, 1950, s.481].

Herefter knyttede Kuhn og Tucker linezer programmering sammen med
spilteori, idet de gjorde opmerksom p3, at et sddan saddelpunkt for Lagran-
gefunktionen er lgsning til et tilhgrende to-personers nulsum spil, og endelig
knyttede de an til dualitetsteorien for lineser programmering, idet ‘ The bili-
near symmetry of ¢(z,u) in z and u yields the characteristic duality of linear
programmering [Kuhn og Tucker, 1950, s. 481]%.

Et linezert programmeringsproblem har altsé en lgsning, hvis og kun hvis
den tilhgrende Lagrangefunktion har et saddelpunkt, og dette saddelpunkt
indeholder da en lgsning dels til det tilhgrende to-personers nulsum spil, dels
til det linezre programmeringsproblem samt dets duale. Saddelpunkter for
Lagrangefunktionen hgrende til et linezert programmeringsproblem indehol-
der sdledes dualitetsegenskaben for linezr programmering. Af nedenstéende
analyse af Kuhns og Tuckers artikel vil det fremg3, at deres teoriudvikling for
ikke-linezr programmering tog udgangspunkt i saddelpunktsproblemet. Det
skyldes, at de ledte efter en tilsvarende sammenhzng mellem saddelpunkter
for Lagrangefunktioner og lgsninger til ikke-linezere programmeringsproble-
mer, som eksisterer for linezr programmering. Deres oprindelig mal var at
udvide dualitetsresultatet for linezer programmering til ikke-linezer programe-
ring, og saddelpunkter for Lagrangefunktionen var derfor et meget naturligt
udgangspunkt.

Kuhn og Tucker delte artiklen op i syv afsnit. Fgrst udledte de resulta-
ter om ngdvendige og tilstreekkelige betingelser for eksistensen af et saddel-
punkt for en differentiabel funktion ¢(z,u) af ikke-negative variable z € R",
u € R™. Disse resultater blev derefter anvendt til at vise ngdvendige og
tilstreekkelige betingelser for eksistensen af en optimal lgsning til et ikke-
linezert programmeringsproblem via den tilhgrende Lagrangefunktion. Her
antog Kuhn og Tucker, at de involverede funktioner g(z), fi(z) er differenti-
able (de er ikke lzengere ngdvendigvis linezere), og derudover forlangte de, at
de funktioner, der beskriver bibetingelserne, fi, er ‘mildly qualified’ [Kuhn
og Tucker, 1950, s. 481]. Jeg vender tilbage til denne ‘qualification’ pé bibe-
tingelserne senere. Herefter viste Kuhn og Tucker, at akvivalensen mellem et
maximum for g(z) under ulighedsbibetingelser og et saddelpunkt for Lagran-
gefunktionen ¢(z, u) holder, hvis det forlanges, at funktionerne g og f; udover
at veere differentiable ogsa er konkave for ikke-negative z. De afsluttede artik-
len med dels at anvende den generelle teori pa kvadratisk programmering og
linezer programmering, dels at udvide teorien til bl.a. maximumsproblemer

8For et bevis herfor se [Goldman og Tucker, 1956].
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for vektorfunktioner. Til allersidst sa de p&, hvad der sker, hvis man sndrer
pa de m + n bibetingelser.

1 det fglgende vil jeg behandle Kuhns og Tuckers resultater om ngdvendige
betingelser for eksistensen af en optimal lgsning til et ikke-lineeert program-
meringsproblem. Det var dette resultat, der sgsatte ikke-linezer programme-
ring, og som i dag ofte omtales som ‘De Bergmte Kuhn-Tucker Betingelser’.
Derudover vil jeg se p& deres afsnit om akvivalensen mellem saddelpunkter
og maximumsproblemer for det konkave tilfzelde, idet det viser fremad mod
nye resultater og giver en retning for videre forskning.

Kuhn-Tucker betingelserne

Kuhn og Tucker lagde ud med at vise ngdvendige og tilstraekkelige betingelser
for eksistensen af en lgsning til saddelpunktsproblemet, hvilket gar ud pé at
finde ikke-negative vektorer z° € R", u® € R™, siledes at

$(z,u°) £ ¢(2%,u°) S ¢(z°u) forallez 20, u20,

hvor ¢(z,u) er en differentiabel funktion af en n-vektor z med komponenter
z; > 0 og en m-vektor u med komponenter uj, > 0. De lod ¢°,, ¢°, betegne
de partielle afledede mht. z hhv. u evalueret i punktet z°, u°. Det vil altsa
sige, at ¢°, er en n-vektor:

0 0
o= (@ @),

og ¢°, er en m-vektor:

&, = (22w, 20 W)

Ouy 777 Oup,

Med ¢°, betegnede de den transponeréde vektor til vektoren ¢°,. Med disse
betegnelser viste Kuhn og Tucker fglgende sztning:

En ngdvendig betingelse for at (z°,u%) € R"xR™, z° 2 0,x° 20
er lgsning til saddelpunktsproblemet er, at folgende betingelser
er opfyldt:

(1) ¢°, 20, ¢%2°=0, z°20

(2) ¢°, 20, ¢Cu’=0, w020
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Betingelserne (1), (2) samt
(3) $(z,u°) £ $(2° ) + ¢°,(z — 2°)

(4) $(z°u) Z 9(2°,u°) + ¢% (u — )

for alle z 2 0, u 2 0 er tilstreekkelige for, at z°, u® er en lgsning
til saddelpunktsproblemet [Kuhn og Tucker, 1950, s.482-483].

Sztningen siger altsd, at en ngdvendig betingelse for at (z°,u°) €
R"xR™, z° 2 0, u® 2 0 er et saddelpunkt for funktionen ¢ : R*xR™ — R,
er at

gi( “N<ofori=1,...,n,
0% 0Ny . .0
(1) (a—hw),---,ga(z ).z =0,
2% >0, fori=1,...,n
samt at
¢ _
Bu,( “NZ0forj=1,...,m,
94 .0 0_
@) (2w, 2w w0 =0,

u? >0, forj=1,...,m

En tilstraekkelig betingelse for at (z°,u®) er et saddelpunkt, er at (1) og (2)
samt fglgende betingelser er opfyldt

B) M) S+ (I g @) (2 - o)

@ ) 2 %)+ (), (W) (u - )
Um

I det tilfzelde, hvor ¢ er en konkav funktion af z, betyder (3), at ¢ har subgra-
dienten (6:: (z%),..., 8% B¢ (29) i (x9,u9). Tllsva,rende, hvis ¢ er en konveks
funktion af u, betyder (4), at ¢ har subgradienten ( (uo), - aum 28 (u)) i
(2°,u0).

Kuhns og Tuckers overordnede problemstilling var ikke saddelpunktspro-
blemet, men at finde ngdvendige og tilstrakkelige betingelser for eksistensen
af en lgsning, z°, til fglgende ikke-linezere programmeringsproblem:




Ikke-lineser programmering 119

Maksimer
9(z)
under bibetingelserne
F(z) 2 0
z =2 0.

Her er g en differentiabel funktion af z € R", defineret for £ 2 0, mens
z — u = F(z) betegner en differentiabel vektorfunktion, der afbilder ikke-
negative n-vektorer z pd m-vektorer u. F(z) er siledes en m-vektor, hvis
koefficienter fi(z),..., fm(z) er differentiable funktioner af z, defineret for
z 2 0.

Kuhn og Tucker lod F?°, ¢° betegne Jacobimatricen for F i punktet z°
hhv. gradienten for g i punktet z°. Med disse betegnelser formulerede Kuhn
og Tucker i 1950 deres senere s& bergmte sztning om ngdvendige betingelser
for eksistensen af en lgsning til et ikke-linesert programmeringsproblem som
felger:

Seetning 1. Hvis z° skal veere lgsning til ovenstdende maximum-
sproblem, er det ngdvendigt, at z° og et eller andet u° opfylder

betingelserne:

(1) #.S0, ¢a0=0, 20
og |

(2) $°, 20, ¢%u’=0, w20

for ¢(z,u) = g(z) + v'F(z).

Disse betingelser blev senere dgbt Kuhn-Tucker betingelserne, og de udggr et
af hovedresultaterne i den matematiske teori for ikke-linezer programmering.

Tucker praesenterede resultatet fgrste gang i maj 1950 ved et seminar
afholdt ved the Rand Corporation, og det gik hverken vzerre eller bedre,
end at en vis C. B. Tompkins diskede op med noget s& ubehageligt som
et modeksempel [Kuhn, 1976, s.14]. Kuhn og Tucker hastede til arbejdet
igen og indsé, at seetningen kun holder, hvis bibetingelserne er underlagt en
sékaldt regularitetsbetingelse, constraint qualification, en terminologi indfgrt
af Kuhn og Tucker [Kuhn og Tucker, 1950, 5.483]. Farst splittede Kuhn og
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Tucker ulighedsbibetingelserne i punktet 2%, F(z%) 2 0, Iz°® 2 0 (I er en
nxn-enhedsmatrix) op pé fglgende made

Fl(xo) =0, Il.To =0 og Fg(xo) > 0, 12330 > 0.

Det vil sige, vektoren Fy(z°) = 0 indeholder de bibetingelser, som er aktive i
2%, det vil sige de bibetingelser, der er 0 i z°. Tilsvarende giver I;z° de kom-
ponenter af z°, som er 0. Den regularitetsbetingelse Kuhn og Tucker indfgrte
gik ud pa, at der for ethvert z° tilhgrende randen af mengden bestemt af -
bibetingelserne skal gzelde, at der for enhver vektor dz = (dz,,... ,dz,), som
opfylder de homogene, linezre uligheder

(*) Fold.’B g 0, I]_d.’l? g 0,

skal findes en differentiabel kurve z = a(6), 0 < 6 < 1, med 2° = q(0),
som bliver inde i bibetingelsesmaengden, samt en positiv skalar A, sdledes at
g2 (20) = Mdz. :

Det betyder med andre ord, at enhver ‘retning’, dz, som opfylder (*),
det vil sige, som opfylder, at den retningsafledede af de aktive bibetingelses-
funktioner i retning dz er ikke-negative, skal veere tangent til en differentiabel
kurve a(0) indeholdt i meengden bestemt af bibetingelserne [Kuhn og Tucker,
1950, 5.483]. Denne regularitetsbetingelse svarer til det, der i variationsreg-
ning kaldes for normalitetsbetingelse®. Regularitetsbetingelsen sikrer, at man
har udelukket singulariteter pa randen af bibetingelsesmezengden.

Kuhn og Tucker byggede deres bevis pd Farkas’ Lemma (se lemma 1
5.109). De antog, at z° maksimerer g(z) under bibetingelserne F(z) 2 0,
z 2 0, samt at bibetingelserne opfylder regularitetsbetingelsen. For ethvert
vektordifferential (retning), dz, som opfylder ulighederne

F%dz 20, Ldz 20,

vil (¢°)'dz £ 0,1° thi ellers ville man ved at beveege sig i dz’s retning ud fra z°,
hvilket kan lade sig ggre pa grund af regularitetsbetingelsen, opné voksende
veerdier af g, i strid med at g(z°) er lokalt maksimum. Farkas’ Lemma sikrer
da eksistensen af multiplikatorer, ©%; 2 0, w% = 0, saledes at

_gO —_ (Fol)tuol + (11)'1001-

°T neeste kapitel vil det blive klart, at den ngje svarer til den betingelse, Karush be-
nyttede i sin sztning om ngdvendige betingelser for at tvinge kriteriefunktion, det vil sige
den funktion, der skal optimeres, til at indgd i betingelserne.

10(40)’ betegner den transponerede til g°.




Ikke-linezer programmering 121

Hvis ° er et indre punkt i bibetingelsesmzngden, er der ingen aktive bibe-
tingelser, og z° maksimerer da g(z) uatheengigt af bibetingelserne. Dermed
er g° = 0, og Kuhn-Tucker betingelserne geelder med u® = 0.

Kuhn og Tucker bemzerkede at ligningen —g° = (F°;)'u% + (;)'w°; kan
bringes pa formen

—¢° = (F%u® +u®  for visse u®20,uw’20
ved eventuelt at tilfgje 0’er til u®; og w°;. Dermed opniede de, at
$% =¢" + (F)u’ S ¢° + (F)u’ +w° = 0.
Idet (w°)'z® = (w®)'I;2z° = 0, opnéede de samtidig, at
(8.2 = (¢°)'2® + () F2® =0,
Endelig er
$.=F@)20 og (¢%)u’ = () F(2°) = (u) Fi(z°) =0,

hvilket afsluttede deres bevis for ‘Kuhn-Tuckers’ sztning.
Dette var saledes den udformning, Kuhn-Tuckers szetning havde fgrste
gang, den blev publiceret. De viste ogsd en tilstrekkelighedssetning, som

sagde, at hvis blot z° og et eller andet u® opfylder betingelserne (1), (2) og
(3) for '

¢(z,u) = g(2) + v'F(z)

sa er z° en lgsning til maksimumsproblemet [Kuhn og Tucker, 1950, 5.485].
Kuhns og Tuckers hovedresultat var altsd, at de ngdvendige betingelser
for eksistensen af et saddelpunkt for Lagrangefunktionen er identisk med
de ngdvendige betingelser for eksistensen af et maksimum for g(z) under
bibetingelserne F'(z) 2 0, z 2 0. Tilsvarende er de tilstraekkelige betingelser
for et saddelpunkt for Lagrangefunktionen ogsa tilstreekkelige til at sikre
eksistensen af et sddan maksimum. Her kan man dog, som vi lige har set,
klare sig med lidt mindre, idet betingelse (4) ikke behgver at veere opfyldt.
For ikke-linesere programmeringsproblemer er der siledes ogsa, som det var
tilfeeldet med lineser programmering, en sammenhang mellem lgsninger til
problemet og saddelpunkter for den tilhgrende Lagrangefunktion. '

Konveksitet og saddelpunkter

Det virker umiddelbart kunstigt at indfgre betingelserne (3) og (4), men de
er automatisk opfyldt, hvis ¢(z,u%) er en konkav funktion af z, og ¢(z°,u)
er en konveks funktion af u.
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For at f& aekvivalens mellem saddelpunktsbetingelserne for Lagrangefunk-
tionen og ngdvendige og tilstraekkelige betingelser for maksimum af g un-
der ulighedsbibetingelserne forlangte Kuhn og Tucker nu, at funktionerne
9, f1,--., fm er bdde konkave og differentiable for z 2 0. Dermed kunne de
vise, at

z° er en lgsning til maksimumsproblemet, hvis og kun hvis der

findes et u°, siledes at z°, u° er et saddelpunkt for Lagrange-
funktionen

#(z,u) = g(z) + v'F(z).

Det afggrende punkt i Kuhns og Tuckers bevis for dette er, at der for konvekse
differentiable funktioner f gelder, at

f(z) 2 f(=°) + VF(z°)(z — 2°)

for alle 2° og z i definitionsmeengden. For konkave funktioner gelder det
samme blot med omvendt ulighedstegn.

Dermed har Kuhn og Tucker opniet et ngdvendigheds- og tiltrackkelig-
hedsresultat af samme slags som det, der galder i lineer progammering,
nemlig akvivalens mellem lgsninger til et ikke-linezert programmeringspro-
blem og saddelpunktsproblemet for den tilhgrende Lagrangefunktion. Denne
sammenhzng mellem konveksitet/konkavitet fik da ogsd Kuhn og Tucker til
at pege pd en mulig videreudvikling af teorien:

Throughout this paper it is assumed that the functions occurring
are differentiable. But it seems to be an interesting consequence of
the directional derivative properties of general convez (or concave)
functions [2, pp.18 — 21] that the equivalence between an inequality
constrained mazimum for g(z) and a saddle value for the Lagran-
gian ¢(z,u) still holds when the assumption of differentiability is
dropped. [Kuhn og Tucker, 1950, s. 482]

Henvisningen i citatet er til Bonnesen og Fenchel [Bonnesen og Fenchel, 1934],
hvor de definerer den retningsafledede for konvekse (konkave) funktioner. I
dag er dette videreudviklet til begrebet subgradient, som spiller en stor rolle
i moderne lerebggers fremstilling af ikke-linezer programmering. Droppes
differentiabilitetsegenskaben, kreaeves det, at der ogsa endres pa regularitets-
betingelsen, idet den jo netop anvender de afledede. Dette blev, ifglge Kuhn,
gjort af Slater!! i et upubliceret arbejde fra november 1950, hvori han viste

Glater, M.: Lagrange Multipliers Revisited, Cowles Commission Discussion Paper No.
403, november, 1950. Referencen er taget fra Kuhns historiske artikel, hvor den er nummer
19; jeg har ikke faet fat i Slaters arbejde.
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ekvivalensen med saddelpunkt for Lagrangefunktionen, uden at forlange dif-
ferentiabilitet af de indgaende funktioner. Slaters regularitetsbetingelse er,

14].

Konklusion

Kuhn har flere gange givet udtryk for, at det var dualitetsegenskaben for
linezer programmering, han og Tucker gnskede at videreudvikle til det ikke-
lineeere tilfeelde [Kuhn, 1976, 5.13], [Kuhn, Interview]. Dette bekreftes af den
ovenstaende analyse af deres artikel, som viser at den styrende mekanisme i
deres udvikling af teorien for ikke-linezre programmering var sammenhzngen
mellem ngdvendige betingelser for optimale lgsninger og ngdvendige betingel-
ser for eksistens af saddelpunkter for Lagrangefunktionen, hvilket tyder p4, at
det, de egentlig ledte efter, var en dualitetsteori for det ikke-linezere tilfelde.
Denne konklusion, mener jeg, er med til at underbygge min pastand om, at
lineeer programmerings statusskift var en afggrende faktor for Kuhns og Tuc-
kers udvikling af ikke-linezer programmering. Forbindelsen mellem spilteori
og linezer programmering abnede muligheden for interessante, matematiske
resultater i linezer programmering, og dualitetsszetningen er en sddan. Kuhn
og Tucker befandt sig inden for den akademiske forskningsverden 1 matema-
tik, og det var derfor meget naturligt at forsgge at udvide dualitetsresultatet
til mere generelle problemstillinger. Det er i den sammenheeng, jeg mener, at
fremkomsten af dualitetsseetningen i linezr programmering spillede en afgg-
rende rolle for udviklingen af ikke-lineser programmering.

P& baggrund af Kuhns udtalelser og analysen af deres arbejde, mener jeg
ikke, der kan herske megen tvivl om, at det var dualitetsseetningen i linezer
programmering, der motiverede Kuhn og Tucker til at udvikle ikke-lineser
programmering. Det er derfor bemeerkelsesveerdigt, at der ikke er nogen over-

vejelser om dualitet for ikke-lineeer programmering i Kuhns og Tuckers ar-
bejde fra 1950.

Udviklingen af dualitetsteori for ikke-linezer pro-
grammering

Fenchels dualitetsszetning

Den videre forskning i den matematiske teori for ikke-linezr programmering
efter Kuhns og Tuckers artikel var koncentreret omkring dualitetsteori. Det

ifgplge Kuhn, at der skal eksisterer et 2/, sdledes at F(z') > 0 [Kuhn, 1976, s.
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fgrste dualitetsresultat blev udviklet af Werner Fenchel i lgbet af foraret 1951.

Werner Fenchel blev fgdt i Tyskland i 1905 og dgde i Danmark i 1988.12
Han studerede matematik ved universitetet i Berlin, hvorfra han fik en dok-
torgrad i 1928. Han flyttede derefter til Géttingen, hvor han blev tilbudt
en assistentstilling hos Landau. Fenchel var af j¢disk afstamning og blev af
den grund fyret fra sin stilling i Gottingen 1 1933. I 1934 flygtede han til
Danmark, og i1 1943 flygtede han videre til Sverige. Efter krigen vendte han
tilbage til Danmark og blev med tiden dansk statsborger. Han blev professor
ved matematisk institut i Kgbenhavn i 1956.

Fenchel besggte Danmark fgrste gang i foraret 1931, finansieret af et sti-
pendium fra the Rockefeller Foundation. Her indledte han et samarbejde med
Tommy Bonnesen om konvekse legemer. Det resulterede i udgivelsen af mo-
nografien Theori der konvekse Kérper i 1934, som blev en klassiker inden for
konveksistetsteori [Bonnesen og Fenchel, 1934].

Fenchels dualitetsszetning i ikke-lineaer programmering opstod som en an-
vendelse af begrebet konjugerede, konvekse funktioner, som han udviklede i
artiklen On Conjugate Convez Functions fra 1949 [Fenchel, 1949].

Konjugerede, konvekse funktioner

Fenchel indfgrte begrebet konjugerede, konvekse funktioner som konsekvens
af en undersggelse af den underliggende struktur bag en del af de uligheder,
der optraeder i matematisk analyse. Han havde bemeerket, at disse uligheder
ofte kan betragtes som konsekvenser af visse funktioners konveksitet, 1det der
i adskillige af disse uligheder optraeder ‘pairs of “conjugate” functions ..., for
instance pairs of powers with exponents a and o related by 1/a + 1/a = 1’
[Fenchel, 1949, s.73].

Fenchel viste i artiklen, at der til enhver konveks funktion f(zi,...,z,),
defineret pa en konveks delmangde G, af R™ og opfyldende visse kontinui-
tetsbetingelser, pd entydig made korresponderer en konveks delmzngde, T',
af R" og en konveks funktion ¢(¢,... ,£,), defineret pa I’ og med de samme
egenskaber som f, sdledes at uligheden

Tibr + ...+ 22l < fz1,y- -y 20) F (61,0 5 6n),

gzlder for alle punkter z = (z1,... ,z,) i G og alle punkter £ = (&1,...,&n)
i I'. Korrespondancen mellem G, f og I', ¢ er symmetrisk, og Fenchel kaldte
de to funktioner f, ¢ for hinandens konjugerede [Fenchel, 1949, 5.73-75].

12De biografiske data er fra [Ramskov, 1995), [Pedersen, 1988) og [Fuglede, 1989].
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Ved at definere ' som mangden af alle punkter ¢, for hvilke udtrykket
Y witi - f(a)
=1

er opadtil begraenset for 2 i G, og dernaest sztte

(&) = sup Z zidi —

z€G

1=1
viste Fenchel ovenstédende resultat. Definitionen af ¢ sikrer, at uligheden geel-
der. Fenchel viste, at mangden I' er ikke-tom ved at betragte uligheden
> imy Ti€i— f(21,. .. ,Ta) < 2. Han omskrev den til f(z) > Y1, 26—z, hvis
geometnske mdhold er, forklarede Fenchel, at hyperplaneny = >, ,é, —z
i R™' med normalvektor (£i,... ,&,, —1) intet sted ligger over hyperﬂaden
= f(). —z er denne hyperplans skeering med y-aksen [Fenchel, 1949, 5.75].
Fenchel anvendte herefter det velkendte resultat fra konveksitetsteorien,
som siger, at der til den konvekse hyperflade y = f(z) findes mindst én
stgtte hyperplan, det vil sige en hyperplan som indeholder mindst ét punkt af
hyperfladen og intet sted ligger over den. Det indeberer, at der findes mindst
ét punkt i I, og dermed har Fenchel redegjort for, at meengden I er ikke-tom.
Yderligere geelder der, argumenterede han, at findes der en stgtte hyperplan
med normalvektor (£1,...,&,,—1), og er (z°, f(z°)) kontaktpunktet mellem
hyperplanen og hyperfladen y = f(z), s& er ¢(€) = >, 2% — f(z%); o
—¢(§) er da denne hyperplans skeering med y-aksen [Fenchel, 1949, s.75].

Fenchels forbindelse til Tuckers program

Fenchel tilbragte forarssemesteret 1951 som geesteprofessor ved universitetet
i Princeton. Her holdt han en rakke forelesninger om konveksitetsteori in-
den for rammerne af Tuckers logistikprojekt fra ONR. I et brev til Fenchel
efter dennes hjemkomst til Danmark i sommeren 1951 skrev Tucker og tak-
kede Fenchel: ‘... I wanted to thank you very much for the fine contributions
you made to our project ...’ [Tucker, 1951, brev, 11 juni]. Fenchels forelzes-
ninger udkom to ar senere som Lecture Notes. De var baseret pd udfgrlige
foreleesningsnoter taget af D. W. Blackett. Udarbejdelsen samt trykningen
blev finansieret af ONR gennem Tuckers logistikprojekt, og noterne udkom
med nogen forsinkelse i september 1953. Disse noter fik ligesom Fenchels
monografi sammen med Bonnesen stor betydning for den videre forskning i
konveksitetsteori.

Afsnit 6 i noternes sidste kapitel har overskriften A Generalized Program-
ming Problem, og heri formulerede Fenchel den fgrste dualitetsseetning for
ikke-linezer programmering. Den kaldes i dag for Fenchels dualitetssaetning.
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Han betragtede en afsluttet, konveks funktion f(z), defineret pa en kon-
veks meengde C i R", og en afsluttet konkav funktion g(z), defineret pa en
konveks mengde D. Han lod ¢ : I' — R betegne den konjugerede funktion
til f, mens ¢ : A — R betegnede den konjugerede til g '3 [Fenchel, 1953,
s.105]. Hertil opstillede han fglgende to problemer:

PROBLEM I: Find et punkt 2° i C' N D, saledes at g(z) — f(z)

som funktion i C N D har maksimum i z°.

PROBLEM II: Find et punkt £° i [' N A, séledes at ¢(€) — ¥(€)

som funktion i I' N A har minimum i £°.

Fenchel viste, at de to problemer hanger sammen pa fslgende made:

Hvis maengderne CN D og 'NA er ikke-tomme, s& er g(z) — f(z)
opadtil begraenset, og ¢(£) — ¥(€) er nedadtil begraenset. Hvis
yderligere nulpunktet er relativ indre til en af mangderne C +
(=D), T + (=A), s& gelder:

sup (9(z) — f(z)) = inf (8(5) —4(£))-
zeCnD

¢€rna
[Fenchel, 1953, 5.105-106].

Dette er den forste dualitetssztning i ikke-linezer programmering. Fenchel
viste ligeledes i Princetonnoterne, at hans dualitetsseetning indeholder dua-
litetsseetningen for lineaer programmering.

I forordet til noterne tilkendegiver Fenchel, at mgdet med Tucker var den
direkte arsag til denne anvendelse af konjugerede-begrebet pa ikke-linezere
programmeringsproblemer:

The author [Fenchel] wishes to express his gratitude to Professor
A. W. Tucker for giving him this opportunity to write this report
and for calling his attention to the problems dealt with in the final
sections (pp. 105-137). [Fenchel, 1953, Acknowledgement]

Af afsnittet Historical Notes, som er placeret til sidst i noterne, fremgéar
det yderligere, at dette dualitetsresultat er ikke-publiceret materiale, og i et
brev til Kuhn dateret 17. september 1952 skriver Fenchel direkte, at dette

131 Princetonnoterne redegjorde Fenchel for, at man p4 tilsvarende méade kan finde den
konjugerede til en konkav funktion. Den konjugerede til en konkav funktion g er defineret
som Y(§) = infzep ('€ — g(z)), defineret i meengden A af alle £ for hvilke 2’6 — g(z) er
nedadtil begreenset for z i D [Fenchel, 1953, 5.90].
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materiale var nyt eller just developed pa det tidspunkt, hvor foreleesningerne
fandt sted [Fenchel, 1952, brev, 17 sept.].

Fenchels dualitetsseetning i ikke-linezer programmering er saledes et ek-
sempel pa, hvordan kontakt mellem forskere der arbejder i forskellige, men i
dette tilfeelde beslegtede, omrader kan drive matematikkens udvikling. Fen-
chel udviklede sit konjugerings-begreb med det formal at afdeckke den un-
derliggende matematiske struktur, der 13 til grund for adskillige uligheder fra
analysen. Gennem sin saztning om konjugerede, konvekse funktioner lykke-
des det ham at generalisere og udvikle en teori for disse uligheder. Tucker
var samtidig leder af logistikprojektet stgttet af ONR. Han havde finan-
siel mulighed for at sztte aktiviteter i gang, der handlede om matematisk
programmering, spilteori og dertil relaterede emner som konveksitetsteori.
Fenchels foreleesningsraekke pa Princeton var en sidan aktivitet, og kontak-
ten til Tucker resulterede i, at Fenchel blev opmerksom p&, at konjugerede
konvekse funktioner kunne anvendes til at konstruere en dualitetsszetning for
ikke-linezer programmering.

Fenchel fortsatte ikke dette dualitetsarbejde for ikke-linezer programme-
ring, men hans Lecture Notes kom til at praege den senere udvikling. Iszr R.
T. Rockafellar videreudviklede Fenchels dualitetssatning og opbyggede en
dualitetsteori for ikke-linezer programmering baseret pa begrebet om konju-
gerede, konvekse funktioner [Rockafellar, 1964, 1966, 1968, 1970].

Den videre udvikling af dualitetsteorien for ikke-lineser
programmering

Fenchels dualitetsseetning blev saledes udviklet i 1951, publiceret i 1953, men
derefter skete der ikke rigtig noget inden for dualitetsteorien for ikke-linezer
programmering. Fprst i 1960’erne begyndte der for alvor at komme skred i
forskningen. ' . _

Det fgrste dualitetsresultat for det generelle ikke-linezre programmerings-
problem, det vil sige tilfeelde, hvor bade kriteriefunktionen og bibetingelses-
funktionerne er ikke-linezre, blev udviklet af Philip Wolfe 1 1960, publiceret
i 1961 [Wolfe, 1961].

Mindre generelle eksempler havde varet behandlet af William S. Dorn.
I to artikler fra 1960 behandlede Dorn dels et programmeringsproblem med
kvadratisk, konveks kriteriefunktion, dels et programmeringsproblem med
ikke-lineeer, konveks kriteriefunktion. I begge tilfzelde var bibetingelserne gi-
vet ved linezere funktioner. For disse specielle, ikke-linezer programmerings-
problemer formulerede Dorn duale problemer og viste, at hvis det oprindelige
problem har en lgsning, sa har det duale problem ogs& en lgsning og omvendst,
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samt at den optimale veerdi for den primale hhv. duale kriteriefunktion er
ens [Dorn, 1960].

Det lykkedes ikke for Wolfe at vise et tilsvarende resultat for det generelle,
ikke-linezere tilfaelde. Han betragtede det primale problem:

Primale: minimer f(z) under bibetingelserne
gi(z) 20, i=1,...,m,

hvor f er en reel, konveks, differentiabel funktion defineret pd R",
og gi, * = 1,...,m er reelle, konkave, differentiable funktioner
defineret p4 R".

Hertil formulerede han et dualt problem:

Duale: maksimer f(z) — >~ u;g:(z), under bibetingelserne

i=n

Vf($)=zuivgi(x), u; 20, for i=1,...,m.

i=1

Malet, som jo var sat fra lineser programmering, var at formulere et dualt
problem, saledes at eksistensen af en lgsning til enten det primale eller duale
problem garanterede eksistensen af en lgsning til det andet problem, samt at
de optimale veerdier var ens. Wolfe var kun i stand til vise dualiteten ‘den
ene vej’, idet han kun formaede at vise, at hvis z° lgser det primale problem,
s& findes et u° s3 (2°,u0) lgser det duale problem, og de optimale veerdier er
da ens [Wolfe, 1961, s.239-241].1¢

Det neeste dualitetsresultat for det generelle, ikke-linezere programme-
ringsproblem kom stort set samtidig med Wolfes. Det blev udviklet af M. A.
Hanson i artiklen A Duality Theorem in Non-Linear Programming with Non-
Linear Constraints [Hanson, 1961]. Hanson formulerede et dualt problem til
et ikke-linezert programmeringsproblem med konveks og differentiabel krite-
riefunktion og konkave, differentiable bibetingelsesfunktioner. Han viste, at
hvis der findes en lgsning til et af problemerne (primale hhv. duale), sa fin-
des der ogsa en lgsning til det andet, samt at minimum af det primale er lig
med maksimum af det duale [Hanson, 1961, s.64-69]. Det blev dog hurtigt

MDette dualitetsbegreb kaldes i dag ofte for Lagrange-dualitet. Til sammenligning kan
det navnes, at det i dag ofte formuleres pa fglgende made: Maksimer 6(u) under bibetin-
gelsen u > 0, hvor 8(u) = info(f(z) + Xie; uigi(z)), ¢ € R®, u € R™ [Bazaraa et al.,
1993, 5.200]. Antages det, at de involverede funktioner er differentiable og konvekse fas
Wolfes duale problem.
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bemeerket, at Hanson i beviset for sin dualitetssaetning benytter nogle for-
udseaetninger om Lagrangefunktionen hgrende til det primale problem, som
ikke var praciseret [Mangasarian, 1962]. Det skal lige bemaerkes, at Hansons
duale problem er anderledes end Wolfes.

Den manglende halvdel af Wolfes dualitetssaetning blev vist aret efter
af O. L. Mangasarian. For at ‘komme igennem’ med beviset métte han dog
leegge nogle ekstra betingelser pa de involverede funktioner. Han antog at
f udover at veere konveks ogsa var to gange kontinuert, differentiabel, samt
at funktionerne g; udover at veere konkave ligeledes var to gange kontinu-
ert, differentiable. Under disse forudseetninger viste Mangasarian fglgende
omvendte sztning til Wolfes [Mangasarian, 1962, s.300-302):

Hvis (2°,u®) er lgsning til det duale problem, s er z° Igsning til
det primale problem. Hvis yderligere f er strengt konveks i en
omegn af z° eller hvis mindst én af de bibetingelser g;, for hvilke
den tilhgrende multiplikator u;° # 0, er strengt konkav i en omegn
af 29, s& er de optimale veerdier for de to kriteriefunktioner ens.

Mangasarians dualitetsresultat kraever temmelig steerke differentiabili-
tetsantagelser. I et forsgg pa at sleekke pd disse begyndte man at udforske
sammenhengen mellem saddelpunkter for Lagrangefunktionen og lgsninger
til det primale hhv. duale programmeringsproblem. Denne udvikling startede
1 1963 med en artikel af Josef Stoer [Stoer, 1963]. Hans resultater blev vi-
dereudviklet af Mangasarian og Ponstein og Karamardian [Mangasarian og
Ponstein, 1965], [Karamardian, 1967).

Det sidste resultat, jeg vil neevne, stammer fra en artikel af Thomas Mag-
nanti fra 1974. Heri viste han, at dualitetsteorierne for Fenchels dualitetsbe-
greb og Lagranges dualitetsbegreb er kvivalente i den forstand, at de hver i
seer kan udvikles ud fra hinanden. Et faktum der, argumenterede Magnanti,
ikke burde komme som en overraskelse, idet de begge bygger p& separerende
hyperplansargumenter. Magnantis begrundelse for at publicere udledningen
var, at det tilsyneladende ikke var velkendt i matematiske programmerings-
kredse, idet Magnanti havde observeret, at et antal af nyligt udkomne bgger
i konveks optimeringsteori hverken nzvner eller udforsker denne sammen-
heeng, men i stedet udvikler dem som to adskilte teorier [Magnanti, 1974].1°

Det er interessant at bemzerke, at i modsatning til Fenchels dualitets-
seetning, som opstod ud fra rent teoretiske overvejelser inden for konvek-
sitetsteori, var den senere udvikling af dualitetsbegrebet i ikke-linezer pro-
grammering tilsyneladende motiveret af algoritmeudviklingen for kvadratisk

15Tnden for den 3-arige tidsramme der er for et ph.d studium i Danmark, har det ikke
varet muligt at g& yderligere i detaljer med udviklingen af dualitetsteori for ikke-linezer
programmering.
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programmering. Dorns artikel kom som fglge af en voksende interesse for
kvadratisk programmering i sidste halvdel af 1950’erne, hvilket resulterede i,
at der blev udviklet en raekke beregningsmetoder for kvadratiske programe-
ringsproblemer. Hanson refererede ligesom Dorn til beregningsalgoritmer og
fremhavede, at dualitetsszetninger ud over at have teoretisk betydning ogsa
har en betragtelig betydning for iterative lgsningsalgoritmer, idet det sker, at
den optimale veerdi af det primale program neermer sig den fzlles optimale
veerdi af det primale og duale problem fra den ene side, mens den optimal
veerdi af det duale program narmer sig fra den anden side. Dermed far man
pa hvert trin en gvre hhv. nedre grense for den optimale veerdi.

Det kunne veere interessant at undersgge, i hvilken grad disse dualitets-
resultater for ikke-linear programmering har varet styret af udviklingen af
beregningsalgoritmer, samt om de har veeret motiveret af konkrete problemer
for eksempel inden for operationsanalyse.




Kapitel 7

Etablering af ikke-lineser
programmering 1 sociologisk
perspektiv |

Feellesbetegnelsen for endeligdimensionale optimeringsproblemer med ulig-.
hedsbibetingelser er matematisk programmering, og etableringen af ikke-
linezer programmering som matematisk disciplin heenger sammen med etab-
leringen af feltet matematisk programmering. Det fgrste skridt henimod ind-
fprelsen af disse emner pé universiteterne var oprettelsen af Tuckers program
finansieret af ONR. Et andet skridt, som var med til sikre disse emners
forbliven og videreudvikling i universitetsverdenen, var etableringen af ope-
rationsanalyse som videnskabelig disciplin efter 2. verdenskrig.

I dette kapitel vil jeg kort introducere operationsanalysens historie for at
give en baggrund for at forstd, hvad operationsanalyse er, og hvordan det
er opstaet. Derefter vil jeg analysere linezr og ikke-lineser programmerings
rolle i operationsanalyse for at klarleegge den operationsanalytiske konteksts
betydning for, at matematisk programmering, og dermed ogs3 ikke-lineser
programmering, kunne opstd som matematisk disciplin. I sidste del af kapit-
let beskrives etableringsprocessen ud fra fremkomsten af laerebgger og sym-
posier i ikke-linezer programmering samt oprettelsen af The Mathematical
Programming Society.

Den operationsanalytiske kontekst
Operationsanalyse er en engelsk ‘opfindelse’. Det startede i slutningen af

1930’erne i kglvandet pa en voksende bekymring over Tysklands massive
oprustning af iser det tyske luftviben. P4 dette tidspunkt havde briterne

131
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ikke noget effektivt luftforsvar, men fysikeren Robert Watson Watt luftede
mulighederne for at opspore fjendtlige fly ved hjelp af radiobglger. Der-
med startede udviklingen af radar, og i begyndelsen af 1936 etablerede bri-
terne Bawdsey Research Station, som udgjorde hzerens og luftvibnets samlede
forskningscenter for radarudvikling. (Se [Larnder, 1979, s.4-5], [Rosenhead,
1989, s. 7].) ,

I juli 1938 afholdt briterne den anden store luftforsvarsgvelse, som viste,
at radar teknisk set var et eflektivt redskab til luftforsvar, men som ogsa
afslgrede et operationelt problem:

the Superintendent of Bawdsey Research Station, A. P. Rowe,
announced that although the ezercise had again demonstrated the
technical feasibility of the radar system for detecting aircraft, its
operational achievements fell far short of requirements. He, ther-
efore, proposed that research into the operational - as opposed to
the technical - aspects of the system should begin immediately.

[Larnder, 1979, s.8]

- og dermed blev en af de fgrste operationsanalysegrupper dannet. Et
af gruppens medlemmer, E. C. Williams, har givet fglgende beskrivelse af
baggrunden for gruppens dannelse, dens specielle arbejdsomréde samt oprin-
delsen af selve navnet ‘operationsanalyse’:

Thirty years ago I was a Junior Scientific Officer, at the Bawdsey
Research Station of the Air Ministry. This was the research estab-
lishment engaged in the development of what is now called radar.
... I was then assigned to join a team of Royal Air Force officers,
... to find out how best to use the radars in what we would now
call the ‘total system’ for intercepting and destroying enemy air-
craft. ... Now we had to have a name to describe us and what
we were doing. The rest of the establishment was engaged on the
normal work of research and development and design of radar
equipments. We were beginning to find out how best to use them.
The term ‘operations’ has a specific connotation in the Armed
Services, and we were now beginning to be concerned with opera-
tions. So, one or other or both (and I cannot remember which) of
Sir Robert Watson Watt and A. P. Rowe coined the term ‘opera-
tional research section’ to put on the organization chart over our
names - simply to distinguish this new kind of work from the nor-
mal work of a research and development establishment. [Williams,
1968, s.111-112]
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Operationsanalysegruppernes opgave under krigen var at finde de op-
timale mader at udnytte de eksisterende militere styrker, viben og andet
udstyr p. Det karakteristiske ved grupperne var dels deres sammensatning,
idet de bestod af en blanding af forskellige naturvidenskabsfolk -fysikere, ma-
tematikere, kemikere, biologer, ingenigrer- dels at de arbejdede meget tat pa
de militzere operationer. De analyserede operationerne, mens de stod pa, og
kom med forslag til forbedringer, ikke i form af nye vibentyper, men om hvor-
dan det militeere udstyr, der var til radighed pa et givet tidspunkt, kunne
udnyttes mest effektivt. Netop denne teette kontakt til de militeere operatio-
ner var en af grundene til gruppernes store succes. Deres lgsningsforslag péa
operationsproblemer var ofte af en sddan art, at de kunne indfgres forholdsvis
hurtigt, hvilket ofte fgrte til gjeblikkelige forbedringer.

I starten arbejdede operationsanalysegrupperne hovedsagelig med proble-
mer relateret til brug af radarudstyr i anti-luftvaben og anti-ubads krigsfg-
relse, samt i bombetogter, men de udvidede efterhanden deres virke til ogsa
at omhandle strategi og logistik samt uddannelse og ledelse af civile forskere
i militeere institutioner [Fortun og Schweber, 1993, 5.602], [Rau, 77, s.5]'. I
slutningen af krigen var flere hundrede videnskabsfolk involveret i operations-
analysearbejde i England.?

Operationsanalyse kommer til USA

Operationsanalyse blev importeret til USA fra England og kom - med ti-
den - til at indgd 1 OSRD. Der har veeret en tendens til at tildele Bush og
OSRD de centrale roller i udviklingen af operationsanalyse i USA®, men nyere
forskning har vist, at operationsanalyse blev indfgrt i det amerikanske, civile
forskningssamfund pa trods af og ikke p& grund af Bush, der gennem hele kri-
gen forsggte at holde operationsanalyse uden for OSRD [Rau,??, 5.56]. Erik
Rau’s kommende artikel The Adoption of Operations Research in the United
States during World War II kaster nyt lys over Bushs rolle i etableringen af
operationsanalyse i USA under 2. verdenskrig og demonstrerer tydeligt Bushs
aktive modstand mod operationsanalysens indtog i OSRD. Erik Raus fortolk-
ning er, at den sociologiske organisering af operationsanalysen ikke passede
ind i den made, Bush omhyggeligt havde konstrueret OSRD pé. Han mener,
at konflikten bundede i ‘incompatible strategies for organizing research and

1Planlagt til at udkomme i bogen Systems, Ezperts, and Computers edited by Hughes,
A. C. og Hughes, T. P., Publiceret i Dibner Series, edited by Buchwald, J. Z.

2For yderligere oplysninger om operationsanalyse i England under krigen se [Wad-
dington, 1973], [Rosenhead, 1989]. For personlige erindringer se [Sawyer et al., 1989], [Ch-
ristopherson et al., 1992].

3Se for eksempel [McArthur, 1990, 5.7).
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development for the war effort’ [Rau, ??, s.2]. Bushs organisering af OSRD
er beskrevet i kapitel 4, hvor det fremgar, at OSRD’s ‘kontraktpolitik’ skulle
sikre, at de mobiliserede videnskabsfolk ikke var under heerens kommando,
men var under civil ledelse uafhangig af regeringen. Denne konstruktion fik
i praksis den konsekvens, at der blev skabt en klgft mellem dem, der stod
for udvikling af nye vabentyper og forsvarsudstyr, pa den ene side og dem,
der skulle benytte disse nye redskaber, pa den anden side [Rau, ??, 5.2]. I
England opstod operationsanalyse netop for at danne bro mellem disse to
poler, og optagelse af operationsanalyse i OSRD ville betyde en nedbrydelse
af barrieren mellem udviklere og brugere.

De fgrste amerikanske operationsanalysegrupper blev dannet i lgbet af
1942, og ansggninger fra militeeret til OSRD om videnskabeligt personale til
disse grupper begyndte at strgmme ind. Det var Bushs holdning, at heren
selv matte bemande sine operationsanalysegrupper, men da det ikke lykke-
des at finde en organisation, hvorfra man kunne rekruttere og administrere
et operationsanalyseprogram, og da militzret tydeligt meldte ud, at det var
OSRD-folk, man var interesseret i, endte Sorteper igen hos Bush. Dertil kom,
at Bush efterhdnden ogsa blev udsat for pres fra sine egne raekker, idet flere og
flere OSRD-folk begyndte at kritisere hans modstand mod operationsanalyse.
I foraret 1942 gav John T. Tate, som oprindelig var fysiker, men som under
krigen tjente som chef for NDRC’s afdeling for Sub-Surface Warfare, kap-
tajn Baker gkonomisk stgtte til at danne gruppen Antisubmarine Warfare
Operations Research Group (ASWORG) under en kontrakt med Columbia
University i New York®. Denne gruppe er en af de mest bergmte opera-
tionsanalysegrupper under krigen. Den blev ledet af MIT-fysikeren Philip M.
Morse, der ogsa var den person, der fik stgrst indflydelse pa etableringen af
operationsanalyse som en ny videnskabelig disciplin i efterkrigstidens USA.

Warren Weaver fra Applied Mathematics Panel (AMP) var en anden af
NDRC’s chefer, som var uenig med Bush i operationsanalysespgrgsmalet.
Weaver blev tidligt i krigen overbevist om, at det videnskabelige udviklings-
arbejde, der foregik under OSRD, ville kunne drage stor fordel af, at de invol-
verede forskere fik stgrre indsigt i og forstaelse for det, der foregik ved fron-
ten. P4 trods af Bushs modstand begyndte AMP tillige med andre NDRC-
afdelinger at udvikle deres egne uddannelsesprogrammer i operationsanalyse.
Matematikerne gik saledes via AMP aktivt ind i uddannelsen af operationsa-
nalytikere, og i marts 1943 havde de udviklet deres eget uddannelsesprogram
[Rau, 77, 5.45]. Til sidst overgav Bush sig, og det blev besluttet at inddrage
operationsanalyse i OSRD gennem oprettelsen af underafdelingen Office of

4For yderligere oplysninger om dannelsen af ASWORG se f.eks. [McCloskey, 1987],
[Miser, 1986], [Morse, 1986].
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Field Service, der blev dannet i oktober 1943.

AMP havde stor succes med at ‘omskole’ matematikere til operations-
analytikere. Mina Rees beskriver for eksempel, hvordan Brigadier General
Robert W. Harper i januar 1944 henvendte sig til Bush og OSRD med et
gnske om, at Applied Mathematics Panel skulle rekruttere og uddanne kom-
petente matematikere, som var i besiddelse af ‘versatility, practicality, and
personal adaptability requisite for successful service in the field’ [Rees, 1980,

'5.617]. Efter to méneders uddannelse blev disse nyuddannede operationsa-
nalytikere udstationeret i forskellige operationsanalysegrupper ved fronten,
hvor de p& anmodning fra luftvibnet studerede ‘aerial flexible gunnery pro-
blems’. Luftvabnet var yderst tilfreds med de ti matematikere, som AMP
uddannede i operationsanalyse, og meddelte OSRD, at behovet for den slags
folk var steget sé drastisk, at det ville veere ngdvendigt at uddanne yderligere
otte matematikere. AMP havde pa dette sene tidspunkt i krigen problemer
med at rekruttere de yderligere otte matematikere, idet de fleste af landets
matematikere allerede var opslugt af krigsarbejdet, men formaede dog at
efterkomme General Harpers gnske.

Matematik spillede saledes en stor rolle i operationsanalyse under krigen.
Halvdelen af Morses gruppe (ASWORG) var matematikere, Applied Mathe-
matics Panel havde sit eget operationsanalyse uddannelsesprogram, og dertil
kommer, at militeeret tilsyneladende selv betragtede operationsanalyse som
matematik. Barkley Rosser diskuterer i sin artikel om matematik og mate-
matikere i 2. verdenskrig, hvorvidt operationsanalyse er matematik eller ej,
og ender med at give fglgende beskrivelse af militzrets opfattelse:

The Air Force Generals and Navy Admirals thought it [opera-
tionsanalyse] was wonderful stuff. You could not have convinced
one of them that it was not mathematics. [Rosser, 1982, 5.510]

Operationsanalyse i efterkrigstiden

Efter krigen blev der ydet en aktiv indsats for at sikre, at operationsana-
lyse blev etableret som en selvstzendig, videnskabelig disciplin. Mange af de
videnskabsfolk, som havde veret tilknyttet operationsanalysegrupper under
krigen, forsggte iheerdigt at ‘seelge’ operationsanalyseideen til fredstidsfor-
hold. Charles Kittel f.eks. publicerede i 1947 i det meget udbredte tidsskrift
Science artiklen The Nature and Development of Operations Research, hvori
han definerede operationsanalyse siledes:

Operations Research is a scientific method for providing ezecutive
departments with a quantitative basis for decisions. Its object is,
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by the analysis of past operations, to find means of improving the
ezecution of future operations. [Kittel, 1947, s.150]

Han sluttede af med at udtrykke sit hab for fremtiden:

It is hoped that the publication of this paper will serve to stimu-
late the establishment of operations research groups in the United
States for the advancement of peaceful objectives. This powerful
new tool should find a place in government and industry. [Kittel,
1947, 5.153]

Hele etableringsprocessen blev accelereret betydeligt ved, at bade Office of
Naval Research (ONR) og the National Research Council (NRC) gik ak-
tivt ind og finansierede operationsanalyseaktiviteter p& universiteterne. Fred
Rigby, der fungerede som chef for logistikprogrammet under ONR’s matema-
tikafdeling, husker det sdledes:

We did indeed influence the introduction of operations research
into business schools. The subdiscipline called management sci-
ence is our invention, in quite a real sense. That is, we and
our contract researchers recognized its potentials, planned its early

growth, and, as it turned out, set the dominant pattern in which
it has developed. (Citeret i [Rees, 1977a, s.111])

11949 dannede NRC en komite under afdelingen for anvendt matematik med
det forma3l at ‘further its [operationsanalyse| development and applications
outside the armed forces’ [Fortun og Schweber, 1993, s.611]. Komiteen opret-
tede Ph.D. stipendier, finansierede konferencer og udarbejdede retningslinier
for graduate uddannelsesprogrammer.

I den akademiske verden var Morse en af ngglefigurerne. Han indfgrte
operationsanalysekurser pd MIT allerede fra 1948. De to fgrste kurser, M371
og M372, blev aftholdt af matematisk institut. Senere fulgte MIT’s School of
Industrial Management med og udbgd kurser, der inkluderede diskussioner af
operationsanalyseteknikker. Andre afdelinger som Electrical and Mechanical
Engineering begyndte at afholde kurser ‘which include various aspects of ope-
rations research, such as linear programming, ...” [Morse, 1956, s.733]. Morse
etablerede ogsd MIT’s sommerseminarer i operationsanalyse, 14 dages kurser
for folk ansat i industrien og den offentlige sektor. Efter MIT fulgte Johns
Hopkins universitetet med et program i operationsanalyse. De introducerede
11952 the Seminar in Operations Research, og to ar senere var programmet sa
udviklet, at der var mulighed for at tage master’s grad sével som Ph.D. grad
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i operationsanalyse [Roy, 1956, 5.735]. Case Institute of Technologyi Clevel-
and, Ohio fulgte efter med kurset Short Course in Operations Research, der
blev afholdt arligt fra 1952.

Morse var ogsé en central figur i dannelsen af det amerikanske opera-
tionsanalysesamfund, Operations Research Society of America (ORSA), som
blev grundlagt i 1952, og han fungerede selv som ORSA’s fgrste praesident.
ORSA oprettede tidskriftet Operations Research, som sammen med det en-
gelske operationsanalysesamfunds tidsskrift Operations Research Quarterly,
der startede i 1950, blev de primeere aftagere af operationsanalyseartikler. I
1954 uddelte ORSA sin fgrste pris The Lanchester Prize, som derefter blev
uddelt arligt ‘for a book or paper making a significant contribution to the
advancement of the state of art of OR’ [Lindsey, 1979, s.19]. Midt i 50’erne
havde operationsanalyse siledes etableret sig som en ny videnskabelig disci-
plin med graduate programmer, professionelt samfund, tidsskrifter og priser.

Matematik og operationsanalyse

Anerkendelsen af operationsanalyse som en ny videnskabelig disciplin betgd
dog pé ingen méde, at man var enige om, hvad operationsanalyse var. Feltet
var meget bredt sammensat, og der foregik en Igbende diskussion bade i tids-
skriftet Operations Research og ved ORSA’s &rlige mgder. En af de tidligste
efterkrigstidsdefinitioner er Charles Kittels, som er citeret ovenfor. Morse og
Kimball citerer den naesten ordret i den fgrste lzerebog om operationsanalyse:

Operations research is a scientific method of providing executive
departments with a quantitative basis for decisions regarding the
operations under their control. [Morse og Kimball, 1951, s.1]

I og for sig en udmaeerket definition, der dog ikke forteller noget om selve
indholdet af operationsanalyse. En udtgmmende diskussion af definitionsde-
batten ligger uden for rammerne af dette projekt, meni de to store tidsskrifter
Operations Research og Operational Research Quarterly samt i kongresberet-
ninger fra de internationale konferencer i operationsanalyse kan man fglge
debatten, som ikke blot gar p& definitionen af operationsanalyse, men ogsa
pa hvorvidt operationsanalyse er en videnskab eller e;j.

Morse forsggte pé et tidligt tidspunkt at stoppe debatten ved ganske sim-
pelt at definere operationsanalyse som det, operationsanalytikere foretager

sig:

We should no longer have trouble ezplaining the scope and met-
hods of operations research to the layman. We already can say:
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operations research is the activity carried on by members of the
Operational Research Society; its methods are those reported in
our journal. [Morse, 1953, 5.159]

I starten blev der i operationsanalyse lagt meget veegt p& matematik.
Morse var selv en meget iheerdig fortaler pa dette punkt. I 1953 fremhzeevede
han i artiklen Trends in Operations Research, som blev publiceret i ORSA’s
tidsskrift, spilteori som et fremtidigt, vigtigt redskab, der burde udvikles
yderligere. Om linezer programmering skrev han:

Linear programming is rapidly becoming an important theoreti-
cal tool in economics; it deserves equal or greater exploitation in
operations research. [Morse, 1953, 5.169)

To &r senere, i 1955, slog han fast, at: ‘Just as with any other field of science,
we are finding that we need our own kind of mathematics’ [Morse, 1955, s.383].
Han efterlyste iszer grundforskning i matematik relateret til operationsana-
lyseproblemer:

To obtain complete solutions of these more complicated waiting-
line problems will require mathematical abilities of a high order.
Such solutions will not be achieved in a few months, as casual
byproducts of work on an immediate, practical problem. They
probably will only be obtained by using a slower, more fundamental
approach, by concentrating on the underlying mathematical rela-
tionships, by disregarding, for the time being, the urgencies and
extraneous details of specific applications of the theory. This is

the usual way that basic theoretical advances are made in science,
after all. [Morse, 1955, 5.384]

Han ansd iseer grundforskning i matematisk programmering som veerende
uhyre vigtig for operationsanalyse, hvilket fremgér af hans indtrengende ap-
pel til en voksende generation af operationsanalytikere:

But linear programming is only one part of a larger theory of op-
timal programming, which covers such subjects as dynamic pro-
gramming, some aspects of search theory and, probably, of game
theory. It is hard to visualize, right now, all the mathematical
aspects of this broader subject, because they haven’t been investi-
gated as yet in any detail. ...

It is not hard to foresee the considerable usefulness of this gene-
ral theory in solving many operations problems, particularly those
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concerned with planning. But a great deal of basic research will be
needed before the theory will be able to answer our practical needs.
Some of the fundamental mathematics has not yet been developed
and a great number of the algorithms for solving specific problems
have not yet been worked out. Much of this basic work can probably
best be done as a long-term study, not subject to the short-term
deadlines and crises which occur in the study of immediate, pra-
ctical problems. It needs a good many man-years of concentrated
work. Operations research needs this sort of research. No branch
of science can continue to grow unless its underlying theory is
continuously being ezpanded. [Morse, 1955, 5.383]

Morse betragtede sdledes matematik som operationsanalysens teoretiske
kerne, hvilket falder godt i trdd med hans holdning i 1948, hvor han gav
udtryk for et gnske om, at matematikstuderende kunne ‘be trained in this
and related subjects, so that they may contribute to the peace-time applica-
tions of this new field [operationsanalyse| of applied mathematics ..." [Morse,
1948, 5.621].

Tager man Morses selvdefinerende definition af operationsanalyse alvor-
ligt, danner der sig et billede, der viser, at operationsanalyse og matematisk
programmering i starten var teet beslaegtede. En gennemgang af de forste 20
argange af Operations Research viser, at matematik og i seerdeleshed lineeer
programmering spillede en stor rolle i operationsanalyse. Den fgrste artikel 1
det allerfgrste nummer af tidsskriftet handler om matematik New Mathemati-
cal Methods in Operations Research, og samtlige &rgange herefter har mindst
en artikel om matematisk programmering (lineser programmering, kvadra-
tisk programmering, dynamisk programmering, ikke-linezer programmering
etc.). Lindsey klassificerede artiklerne publiceret i de forste 15 argange af
tidsskriftet, det vil sige perioden 1952-1967. Af de i alt 1891 artikler faldt
10 procent ind under matematisk programmering og udgjorde dermed den
stgrste samlede underdisciplin®. Lindsey sammenlignede med International
Abstracts in Operations Researchs klassificering af artikler publiceret i pe-
rioden 1968-1977, hvor 17 procent af artiklerne handlede om matematisk
programmering, og 12 procent af disse faldt inden for ikke-linezer program-
mering. Lindsey konkluderer pa basis af disse statistikker, at:

One feature common to both of those periods is the large effort in
programming. This was proportionately greater after 1967. When

58% hgrer til under overskriften Military, 8% under Queueing, 8% under Transportation,
7% under Statistics og 59% under Others [Lindsey, 1979, s.18].

:
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ezamined year by year it was found to peak (at 21%) in 1973, and -
has declined since then. [Lindsey, 1979, 5.18]

Den fgrste internationale konference i operationsanalyse blev atholdt i Ox-
ford i 1957. Kongresberetningerne fra de forste konferencer (de afholdtes hvert
3. &r) viser igen, hvor stor en rolle matematik og iser matematisk program-
mering spillede i operationsanalyse. Ved den anden internationale konference
var der f.eks. to sektioner om matematik, hvoraf den ene var helliget New
Methods in Mathematical Programming [Banbury og Maitland, 1961]. I 1963
var der to sektioner i matematisk programmering [Dunod, 1963], og i 1966
var der en sektion 1 Advances in techniques of mathematical programming
[Hertz og Melese, 1966].

ORSA indstiftede som nzevnt Lanchesterprisen i 1954. En opteelling viser,
at af de 27 gange, prisen har veret uddelt mellem 1954 og 1976, er prisen
giet til matematisk programmering 5 gange [Lindsey, 1979, 5.20]. Igen et tegn
p& at matematisk programmering spillede en vigtig rolle i operationsanalyse.
Dette indtryk forsteerkes yderligere, nér man ser pé, hvilken vaegt operations-
analytikerne lagde pé teoriudviklingen inden for matematisk programmering,
nar de evaluerede operationsanalysens udvikling. Lindsey skriver for eksem-
pel:

A very important part of the post-war development of OR can be
given the label of “applied optimization”. This includes the many
varieties of mathematical programming (linear, dynamic, non-
linear, integer, ...), .... [Lindsey, 1979, 5.20]

I Operations Research, vol. 19 fra 1971 kan man i Appendix I - The Nature
of Operations Research laese, at: ‘ By the mid-1960’s, there were large bodies
of theory (such as linear and dynamic programming, ...)' [OR, 1971, s.1139}.
Det forste valg af teori forbundet med operationsanalyse var sdledes emner
inden for matematisk programmering.

Endelig demonstrerer en gennemgang af de forste leererbgger i operations-
analyse med al gnskelig tydelighed den store rolle, linezr programmering og
mere generelt matematisk programmering spillede i operationsanalyse. Chur-
chman, Ackoff og Arnoff har i Introduction to Operations Research fra 1957
et kapitel om linezr programmering [{Churchman et al., 1957]. Tilsvarende
finder man hos Sasienis, Yaspans og Friedmans Operations Research, met-
hods and problems et kapitel udelukkende om Allocation, hvilket stort set
kun omhandler linezr programmering. Dertil kommer et kapitel om dyna-
misk programmering [Sasieni et al., 1959]. Hillier og Lieberman har hele to
afdelinger, ialt 8 kapitler, under overskrifterne Mathematical Programming
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og Advanced Topics in Mathematical Programming, som ogsa inkluderer et
kapitel om ikke-linezer programmering [Hillier og Lieberman, 1967]. I 1974
udgav de en fornyet version med titlen Operations Research, hvori de bl.a.
skrev:

The fundamental role of linear programming in operations rese-
arch is accurately reflected by the fact that it is the focus of four
chapters and is used in several others. However, a by assumption
of linear programming is that all its functions (objective function
and constraint functions) are linear. Although this assumption
essentially holds for numerous practical problems, it frequently
does not. ... it often is necessary to deal directly with nonlinear
programming problems, so we now turn our attention to this im-
portant area. [Hillier og Lieberman, 1974, 5.722]

Det var nu ikke alle, der tillagde matematik s3 stor betydning som Morse,
og ligefrem at kategorisere operationsanalyse som et nyt felt inden for an-
vendt matematik var nok at g& over stregen. Mange var utilfredse med den
store vaegt, der blev lagt pd matematik. Allerede i 1953 advarede Norman
Hitchman imod denne tendens:

One main caution seems to stand out glaringly. It concerns the
emphasis which we place on certain specialized fields as to their
value in the operations research team. It is not an uncommon ob-
servation of today to note the very great emphasis given to mathe-
matical and physical sciences. Our new society, ORSA, for exam-
ple, is playing a preeminent part in creating the impression that
mathematics and physics are almost synonymous with operations
research itself. [Hitchman, 1953, 5.242)

Hitchman var ikke alene om at mene, at visse medlemmer af ORSA til-
lagde matematik alt for stor betydning. I 1956 advarede W. N. Jessop imod
‘the placing of emphasis on mathematical methods and on highly abstract
treatments of general situations’ 1 ORSA’s tidsskrift, idet det sandsynligvis
ville afskreekke de medlemmer, som var mere interesserede i anvendelser,
fra at publicere deres undersggelser [Rider, 1992, 5.231]. Hvad angar lineeer
programmering mente Jessop ogsd, at der var en misforstdet favorisering
af teoriudvikling: ‘a subject [linezer programmering] so delightful to the pure
mathematician that many papers appear to have had their origin in sheer ezu-
berance unsullied by any thought of a factual situation’ [Rider, 1992, 5.234].

Diskussionen om, hvad operationsanalyse egentlig er, er tilsyneladende
fortsat helt op til i dag, hvor dets udgvere stadig har problemer med at
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definere feltet [Rau, ??, s.1]. En af &rsagerne hertil er ifglge Rau, at: ‘Its
(OR’s) emphasis on mathematical modeling and computer simulation often
obscures OR’s relatively straight forward object: to understand and improve
the use of complex socio-technological systems.” [Rau, 77, s.1].

Operationsanalysens betydning for etableringen af mate-
matisk programmering

I USA blev linezr programmering siledes lige fra starten af betragtet som et
vigtigt redskab i operationsanalyse, og det med en saddan begejstring, at det i
lighed med ord som optimeringsteori og matematisk programmering for nogle
nzrmest blev et synonym for operationsanalyse. Dertil kom, at det projekt,
som Tucker og Kuhn arbejdede pa under ONR, var placeret under logistik-
programmet, ledet af Fred Rigby, der, via finansiering af forskning, var aktiv i
udbredelsen af operationsanalyse. Det fgrte med sig, at logistikprogrammets
tidsskrift Naval Research Logistics Quaterly blev et af de fgrende tidsskrifter
for operationsanalyse, samtidig med at det fungerede som tidsskrift for logi-
stikprogrammets forskning, hvilket uden tvivl har bidraget til at forsteerke
den betydning, matematisk programmering har spillet i operationsanalyse.

Operationsanalyse var siledes et nyt forskningsfelt, som opstod lige efter
krigen. Der var penge til at finansiere forskning i operationsanalyse, der blev
skabt undergraduate sivel som graduate programmer i operationsanalyse pa
universiteterne, og matematisk programmering blev modtaget med kyshand
i denne nye disciplin. Kuhns og Tuckers arbejde faldt saledes pa et tidspunkt
og i en kontekst, hvor der stod en aftagergruppe parat. De ledende folk, som
for eksempel Morse, inden for etableringen af operationsanalyse som viden-
skabelig disciplin sgrgede for, at matematisk programmering fik status som
en vigtig teoribygning for operationsanalyse. Operationanalyse stod saledes
parat til at ‘huse’ matematisk programmering, og dertil kom at de tonean-
givende personer inden for operationsanalyse fandt det meget vigtigt, at der
blev forsket yderligere i matematisk programmering. Megen forskning inden
for matematisk programmering fandt sted i en operationanalytisk kontekst,
og man mé derfor sige, at operationsanalyse spillede en stor rolle i udbre-
delsen af matematisk programmering og dermed ogsa fik stor betydning for
etableringen af ikke-linezer programmering som nyt forskningsfelt.
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Den endelige etablering af ikke-linezer program- .

mering

I Igbet af 1960’erne begyndte de fgrste monografier om ikke-linezer program-
mering at udkomme®. En af de tidlige er Nonlinear Programming, som bestar
af foreleesninger givet ved the NATO Summer School on Nonlinear Program-
mering, der blev afholdt i Frankrig i 1964 [Abadie, 1967]. Fra at indgd som
kapitler i bgger om operationsanalyse udviklede ikke-linezr programmering
sig séledes til et felt med egne monografier og laerebgger’. I 1970’erne be-
gyndte man ligeledes at afholde tilbagevendende symposier i ikke-linezr pro-
grammering. De fgrste fire Symposium on Nonlinear Programming blev alle
afholdt i Madison, Wisconsin og fandt sted i hhv. 1970, 1974, 1977 og 1980.8

I 1964 blev det femte internationale symposium i matematisk program-
mering afholdt i London. Det var fgrste gang uden for USA, og derefter blev
de afholdt hvert tredje ar skiftevis i Nordamerika og Europa. P4 det tids-
punkt var der saledes dannet et ‘samfund’ af matematisk programmerings-
folk. Ideen om at starte et tidsskrift for matematisk programmering havde
veeret diskuteret med jeevne mellemrum siden 1959. I 1970 blev ideen fort ud
i livet, samtidig med at der blev nedsat en komité med Tucker som formand
til stiftelse af et selskab for matematisk programmering. Den direkte &rsag
var en undersggelse af 16 store tidsskrifter som publicerede artikler inden for
matematisk programmering. Antallet af artikler fra 1969, der faldt ind under
matematisk programmering, blev talt op. Resultatet var 2410 publicerede
sider fordelt pa 211 artikler, nok til at bare et tidsskrift [Balinski og Wolfe,
1971). Fgrste nummer af det nye tidskrift Mathematical Programming udkom
i oktober 1971. To &r senere blev the Mathematical Programming Society op-
rettet med Dantzig som formand og Richard Cottle som udgvende formand.
I 1gbet af de neeste 20 ar voksede det til ca. 700 medlemmer og ud over tids-
skriftet uddeles der ogsd adskillige priser the Fulkerson Prize, the Dantzig
Prize, the Beale/Orchard-Hays Prize og the A. W. Tucker Prize [Balinski,
1991, s.9-10].

I Igbet af 1970’erne etablerede matematisk programmering sig siledes
med et professionelt society, medlemmer, et tidsskrift og priser. Dertil kom
et stigende antal monografier og leerebgger om de forskellige aspekter af ma-
tematisk programmering. Ikke-linezer programmering er en underdisciplin af

SFor eksempel [Abadie, 1967], [Fiacco et al., 1968], [Zangwill, 1969].

"Se for eksempel [Luenberger, 1973], [Hestenes, 1975], [Simmons, 1975), [Sposito, 1975],
[Avriel, 1976], [Bazaraa et al., 1979], [McCormick, 1983], [Peressini et al., 1988], [Jahn,
1994].

8Der er udgivet kongresberetninger fra disse mgder [Rosen et al., 1970], [Mangasarian
et al., 1975, 1978, 1981].




144 Etablering af ikke-linezr programmering i sociologisk perspektiv

matematisk programmering, og blev siledes ogsi veletableret som selvsteen-
digt forskningsomréde i lgbet af 1970°erne.




Kapitel 8.
Konklusion og sammenfatning

Et af formalene med dette arbejde var at undersgge, dels hvor dualitetssaet-
ningen i linezer programmering kom fra, dels at afklare hvilken betydning
den havde for Kuhns og Tuckers udvikling af ikke-linezer programmering.

Den fgrste indsigt i dualitetsresultatet i linezer programmering kom ud
af mgdet mellem Dantzig og von Neumann i efterdret 1947. Baggrunden
herfor var dels Dantzigs arbejde med et logistisk problem i det amerikanske
luftvdben under og efter 2. verdenskrig, dels von Neumanns udvikling af
minimaxszetningen for to-personers nulsum spil.

Dantzig blev som fglge af den naturvidenskabelige mobilisering i USA un-
der 2. verdenskrig involveret i arbejdet med planleegning af store ‘program-
mer’ eller handlingsplaner for luftvibnet. Efter krigen var der stor optimisme
og tiltro til, at et fortsat samarbejde mellem naturvidenskabsforskere og mi-
liteeret var en ngdvendighed, hvis USA skulle bevare sin position som militeer
supermagt. Det betgd, at militeret udover selv at ansztte naturvidenskabs-
forskere blev den stgrste, offentlige finansieringskilde af naturvidenskabelig
forskning efter krigen. I denne sammenhang blev Dantzig genansat i luftvab-
net i 1946 med det formal at effektivisere udarbejdelsen af luftvdbnets ‘pro-
grammer’. I 1947 havde han udviklet en matematisk model til beskrivelse af
disse ‘programmer’. Modellen bestod af en linezer funktion, der skulle opti-
meres, og hvor de indgaende variable var underlagt bibetingelser i form af
linezere uligheder. Modellens udformning hang sammen med fremkomsten af
computeren, som gjorde det muligt at lgse problemet. Dantzigs model var op-
rindelig formuleret inden for gkonomi, og gkonomen Leontiefs ‘input-output
model’ for amerikansk gkonomi var den stgrste inspirationskilde.

Mgdet mellem Dantzig og von Neumann kom i stand, fordi von Neu-
mann bekleedte adskillige radgivnings- og konsulentposter i militeeret sével
under som efter krigen, og Dantzig sggte konsulentbistand hos von Neumann
angaende udviklingen af lgsningsprocedurer til liner programmeringsmo-
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dellen. Gennem sit arbejde med minimaxsetningen for to-personers nulsum
spil, der tog sin begyndelse i sidste halvdel af 1920’erne, var von Neumann i
en position, der gjorde ham i stand til at se sammenhangen mellem linezer
programmering og spilteori. Von Neumanns indsigt i minimaxsaetningen for
to-personers nulsum spil modnedes over en periode pd ca. 15 ar fra hans
fgrste bevis, publiceret 1 1928, til beviset i 1944 i det spilteoretiske vaerk,
han udarbejdede sammen med den gstrigske gkonom Oskar Morgenstern. I
lgbet af den proces erkendte von Neumann, at minimaxsetningen haenger
sammen med lgsning af ulighedssystemer og fixpunktsseaetninger, at den op-
treeder i gkonomisk teori for endelig, i 1944, at veere en simpel konsekvens af
hyperplansszetninger i konveksitetsteori. Dette komplekse samspil, mellem de
forskellige, faglige kontekster, minimaxsatningen udviklede sig i og dukkede
op i, dannede s& at sige en perfekt baggrund for Dantzigs linezre program-
meringsproblem. En af mine hovedkonklusioner er, at denne sammenkobling
mellem linezer programmering og spilteori fik afggrende betydning for den vi-
dere udvikling af lineser programmering samt udvidelsen til ikke-linezer pro-
grammering. Det fordrsagede nemlig at lineser programmering blev udvidet
fra at veere noget, der handlede om et konkret, praktisk problem i luftvabnet
(planning methods) til ogs& at handle om ren matematik. Linezr programme-
ring blev dermed et potentielt matematisk forskningsfelt med et matematisk
grundlag i konveksitetsteori.

Dantzigs placering i luftvdbnet gjorde, at ogsd fliden blev opmerksom
pa linezr programmering og de muligheder, der kunne ligge her til lgsning
af logistiske problemer. En oplagt méade at udforske disse muligheder pa var
gennem et ONR-projekt.

Hele dette komplekse samspil, der p& den ene side involverede kommuni-
kation mellem matematikere arbejdende med et konkret, praktisk problem og
matematikere arbejdende med matematisk teoriudvikling, og pa den anden
side involverede kontakt mellem to forskellige samfundsinstitutioner: militee-
ret og den akademiske verden, gav sig udslag i dels ovenstaende faglige indsigt
i linezer programmerings underliggende, matematiske struktur dels oprettel-
sen af et forskningsprojekt i linezer programmering finansieret af ONR.

Resultatet af dette var oprettelsen af en szerlig afdeling for logistik un-
der ONR’s matematikafdeling. Det forste projekt drejede sig om at udforske
sammenhzengen mellem linezr programmering og spilteori samt forske i den
underliggende, matematiske struktur. Hele ideen bag ONR’s forskningspoli-
tik var at placere forskningen i universitetsmiljget. Tucker blev, neermest ved
en tilfeeldighed, opfordret til at lede dette projekt. Sammen med Kuhn og
Gale klarlagde han forbindelsen mellem lineser programmering og spilteori,
og ud af dette kom blandt andet dualitetsszetningen for linesr programme-
ring. Den matematisk teoretiske kerne omkring linezr programmering, der
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kom med forbindelsen til minimaxsaetningen, &bnede feltet for traditionel,
matematisk forskning. Med dualitetsresultatet kom der en matematisk teori
for linezer programmering, som dermed udviklede sig til et nyt matematisk
forskningsfelt.

2. verdenskrig havde tydeligt demonstreret naturvidenskabsforskernes
kvalifikationer i arbejde relateret til nye vdbenudviklinger, forsvarsteknik-
ker og optimal udnyttelse af eksisterende udstyr. Dertil kom en erkendelse
af, at en af de steerke sider ved at inddrage akademiske videnskabsfolk i krigs-
arbejdet var, at der var stgrre sandsynlighed for, at der ikke kun blev lgst
problemer, men ogsd udviklet ny og vigtig teori. Rees omtaler i et interview
en sadan ordveksling med Richard Courant:

Courant always told me he couldn’t just do problems; he had to
develop theory. [Albers og Alexanderson, 1985, 5.264]

En anden af mine hovedkonklusioner er, at det praecis var det, der skete med
ikke-linezer programmering. Da Tucker, Kuhn og Gale havde afsluttet deres
fprste arbejde, blev Tucker og Kuhn heengende i projektet. Dualitetsseetnin-
gen og hele sammenhzngen med linezer ulighedsteori fangede deres interesse
og pirrede deres nysgerrighed. Tro mod den made der typisk arbejdes pa
1 universitetsverdenen, gik de i gang med at udforske disse sammenhaenge
yderligere, stillede spgrgsmal om mulighederne for udvidelse; hvad sker der
f.eks., hvis man dropper linearitetsbetingelserne? Som vi har set, var det dua-
litetsresultatet for lineaer programmering, der var den direkte anledning til at
udvide teorien til det ikke-linezre tilfzelde. Dualitetsresultatet Abnede feltet
for traditionel, matematisk forskning, og det var i den kontekst, ikke-linezer
programmering opstod som en helt naturlig udvidelse af lineser programme-
ring.

P3 baggrund heraf mener jeg at kunne konkludere, at det siledes var ren
matematisk forskning, der motiverede indfgrelsen af ikke-linezer programme-
ring. Ikke-lineeer programmering opstod saledes ikke, imodsetning til lineser
programmering, som et bud pa en lgsning af et praktisk, militeert problem,
men udviklede sig i overenstemmelse med en slags indre inerti i matematisk
forskning. Ikke-linezer programmering opstod som en helt almindelig gene-
ralisering af linezer programmering, en meget karakterisktisk arbejdsmetode
for universitetsmatematikere.

Hermed er den fgrste af athandlingens fire problemstillinger: Hvad er den
matematikhistoriske baggrund for dualitetsszetningen i linezer programme-
ring, og hvilken betydning havde den for udviklingen af ikke-linezer program-
mering? besvaret.

Ikke-lineaer programmering er opstdet i direkte forleengelse af og i til-
knytning til linezer programmering, og alligevel bunder deres oprindelse i
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to vidt forskellige kontekster. Linezer programmering kom ud af et konkret,
praktisk problem, mens ikke-linezer programmering kom ud af et abstrakt,
internt, matematisk problem fuldstzendig befriet for praktisk problemlgsning.
ONR’s logistikprojekt fungerede som forbindelsesled mellem disse to kontek-
ster. Dette fgrer frem til en konklusion om, at ONR’s logistikprojekt, som
Tucker blev leder af, sammen med udviklingen af dualitetsseetningen i linezer
programmering var en afggrende faktor for Kuhns og Tuckers udvikling af
ikke-linezer programmering, idet det var ONR projektet, der forbandt de to
verdener med hinanden og ‘flyttede’ linezer programmering over i universi-
tetsverdenen.!

Den forste dualitetssztning for ikke-lineeer programmering blev formule-
ret og bevist af Werner Fenchel 1 1951. Fenchels dualitetssatning opstod som
en anvendelse af begrebet konjugerede, konvekse funktioner?. Dette begreb
havde rod i konveksitetsteorien, men forbindelsen til Tucker og dennes logi-
stikprojekt under ONR gjorde Fenchel opmarksom pa, at begrebet kunne
anvendes pd ikke-linezr programmering. Her ses séledes endnu et eksempel
pa, hvordan kontakt mellem forskere, der arbejder i forskellige, men i dette
tilfelde dog beslzegtede, emner, kan drive matematikkens udvikling®. Her
skinner militzerets betydning igennem pany, idet de gennem finansieringen
af Tuckers projekt skabte de gkonomiske rammer for, at sidanne kontak-
ter mellem forskere kunne etableres. Fenchel fortsatte ikke sit arbejde med
dualitetsteori for ikke-linezr programmering. Fgrst i slutningen af 1950’erne
begyndelsen af 1960’erne kom der for alvor gang i dualitetsteorien. Denne
udvikling var dog holdt inden for problemfeltet selv og foregik siledes i en
kontekst af matematisk programmering.

Ikke-linezer programmering blev meget hurtigt kendt og opfattet som et
nyt forskningsomréde. Allerede f3 ar efter publiceringen af Tuckers og Kuhns
artikel Nonlinear Programming blev deres hovedresultat omtalt som the fam-
ous Kuhn-Tucker conditions [Kuhn, interview]. I Igbet af 1960’erne begyndte
de fgrste leerebgger i ikke-linezer programmering at dukke op, 1 1964 afhold-
tes den fgrste summer school i ikke-linezer programmering, og i 1970 startede
en rzkke af symposier i ikke-linezer programmering®. Op gennem 1960’erne

1Min konklusion om, at ikke-linezer programmering opstod uden et konkret problem-
lgsningsproblem, indebzerer ikke, at teorien ikke har nogen anvendelsesmuligheder. Det
var blot ikke det, der var drivkraften bag ikke ikke-linezr programmerings fremkomst. En
undersggelse af brugen af ikke-linezer programmering til praktiske formal og en eventuel
vekselvirkning mellem dette og teoriudviklingen hgrer med til en fuldsteendig undersggelse
af ikke-lineser programmerings historie, men ligger uden for dette projekts tidsramme.

2Se kapitel 6.

3Det andet eksempel, der har veeret diskuteret i afhandlingen, er Dantzigs mgde med
von Neumann (se kapitel 5).

4Se kapitel 7, hvor disse oplysninger er dokumenteret.
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udkrystalliserede ikke-linezr programmering sig saledes efterhinden som et -
selvstzendigt, matematisk forskningsomrade. Den endelige etablering fandt
sted i 1973 med oprettelsen af the Mathematical Programming Society. Der-
med distancerede matematisk programmering sig fra operationsanalyse og
definerede sig selv som selvsteendig, videnskabelig disciplin med eget sam-
fund og tidsskrift samt veletablerede og veldefinerede underdiscipliner som
ikke-linezer programmering. :

En af de omstaendigheder, der 13 til grund for, at denne udvikling kunne |
finde sted, var fremkomsten af computeren. Det gav mulighed for at disse pro-
blemer rent faktisk kunne Igses, hvilket fra et anvendelsessynspunkt gjorde
det interessant at udforske teorien bag i fgrste omgang linezer programme-
ring. Dertil kom oprettelsen af det logistikprojekt, defineret og finansieret af
ONR, som Tucker blev leder af. Det fgrte problemstillingerne ind i den ma-
tematiske forskningsverden pa universiteterne, og den fortsatte finansiering
fra ONR’s side var med til at styrke og udvide forskningsaktiviteterne gen-
nem afholdelse af sommermgder og workshops og muligheder for at invitere
geesteforskere. Sammenhzngen med spilteori havde udover den rent internt,
faglige betydning ogsé en mere ekstern, sociologisk betydning, idet spilteori
blev dyrket i stor stil inden for militzerfinanseret forskning. I RAND var der
séledes en hel gruppe af matematikere ansat til at forske i spilteori [Leonard,
1992], [Mirowski, 1991], [Hourshell, 1997].

Analyserne og diskussionerne i kapitel 7 fgrer frem til den konklusion, at
operationsanalysens opstaen som videnskabelig disciplin p& universiteterne i
USA i efterkrigstiden var en anden veesentlig faktor i etableringsprocessen af
matematisk (og dermed ikke-lineeer) programmering. Linezer programmering
blev stort set med det samme betragtet som en af de vigtigste ingredienser i
operationsanalysens faglige indhold. Efterhdnden kom de gvrige matematiske
programmeringsdiscipliner med. Det banede vejen for omradernes indtraen-
gen som kursusdiscipliner pa universiteterne og kom dermed til at fungere
som en afggrende faktor i udbredelsen af matematisk programmering i al-
mindelighed og ikke-linezer programmering i szerdeleshed.

Dermed er den del af problemstilling 2, der gér p& spgrgsmalet om, hvorfor
Kuhns og Tuckers resultat gav anledning til et nyt forskningsomrade, samt
hvilke specielle omsteendigheder der var til stede i Kuhns og Tuckers tilfzlde,
blevet behandlet.

Tredje problemstilling: Hvilken rolle spillede militeeret, og hvilken indfly-
delse havde det pa fremkomsten af ikke-linezer programmering som matema-
tisk forskningsomréde? er allerede blevet bergrt flere gange i det forrige. Kon-
klusionen er, at militaerets betydning gennemsyrer hele udviklingsforlgbet fra
2. verdenskrig af. ONR var i den forbindelse nok den vigtigste, enkeltstiende
faktor. Ikke blot blev logistikprojektet, inden for hvilket ikke-linezer program-
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mering blev udviklet, oprettet pé initiativ af ONR og finansieret af ONR, men
ONR spillede ogsa en meget aktiv rolle i etableringen af operationsanalyse
som videnskabelig disciplin p& universiteterne efter 2. verdenskrig. Mina Rees
omtaler ONR'’s logistikprogram som en stor succes, og hun skelnede, som det
fremgar af nedenstdende citat, ikke mellem dette og operationsanalyse:

The “decision mathematics” fostered by our program [logistikpro-
grammet| strongly affected developments in agricultural econo-
mics as well as military command decision systems. Along with
the Rand Corporation, we had a major influence on the intro-
duction of operations research and its subdiscipline, management
science, into business schools. Operations research also found ro-
ots in many universities in new departments and in ezisting de-
partments of computer science and industrial engineering. The
content of operations research taught in these disciplines reflects
research areas supported by ONR. ... Game theory ... as well as
the mathematical theory of optimization ... [Rees, 1977b, 5.26].

Fred Rigby, som var leder af ONR’s logistikgren, understregede i et brev til
Rees ligeledes den aktive indflydelse ONR’s finansiering havde pa udbredelsen
af operationsanalyse:

We did indeed influence the introduction of operations research
into business schools. The subdiscipline called management sci-
ence is our invention, in quite a real sense. That is, we and
our contract researchers recognized its potential, planned its early
growth, and, as it turned out, set the dominant pattern in which
it has developed. ... On the other hand, this is not just an in-
terpretation after the fact. I recall conversations in my office that
were quite specifically concerned with recognizing and fostering the
new science. (It might have been better for management science
have it not been so heavily dominated by mathematics, but I'm not
at all sure that could have been prevented.).... Thus far I've been
writing about the optimization theory aspect of the ONR Logistics
Program, and I may as well wrap that up by noting two oppo-
site trends affecting mathematics in univeristies. One is for the
mathematical aspects of optimization to find homes in the appli-
cation disciplines and to be neglected, or at least little respected,
in mathematics departments. The other and more recent is for
mathematics departments to establish and operate subprograms
specifically designed to service the needs of students in the beha-
vioral science areas. Never mind the social and cultural whys and
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wherefores of these trends. Neither would have been what it was
and/or is without the subject matter results of logistics research.
(Brev fra Rigby til Rees, citeret i [Rees, 1977a, s.111-112])

Citaterne viser, at de ansvarlige inden for ONR ikke var i tvivl om, at den
militeere kontekst spillede en afggrende rolle i udviklingen og udbredelsen af
ikke-linezr programmering. ’

Kuhns egen vurdering af militerets indflydelse p4 ikke-linezer program-
mering er, at der stort set ingen indflydelse var. Militeret stillede ingen krav
til lgsning af konkrete problemer, det udfgrte arbejde var ikke hemmeligstem-
plet, men blev offentliggjort i tidsskrifter og monografier. Stgtten fra ONR gik
hovedsagelig til at betale lgn i sommermanederne, holde konferencer, invitere
geester og betale rejseudgifter. Kuhn opfattede stgtten som blot en forbed-
ring af de generelle arbejdsvilkdr pa universitetet [Kuhn, interview; Kuhn,
e-mail]. I det daglige arbejde gjorde det siledes ikke den store forskel, hvor
pengene kom fra. Lokalt set fglte Kuhn, at militeret ingen indflydelse havde
pa hans og Tuckers arbejde med udviklingen af ikke-lineser programmering.
De fglte, at de havde temmelig frie tgjler, der var ingen specifikke krav fra
ONR, de kunne frit udforske de aspekter, som de fandt interessante inden
for bade rene og anvendte aspekter af matematisk programmering. Det tyder
pd, at Mina Rees’ opgave som leder af ONR’s matematikafdeling -at designe
et militeert finansieret forskningsprogram der var ‘spiseligt’ for matematikere
ansat pa landets universiteter- i hgj grad lykkedes.

Tilsammen behandler de ovenstadende problemstillinger og analyser, pro-
blemstilling 4: Hvad var drivkreefterne bag ikke-lineser programmerings frem-
komst og etablering som matematisk forskningsomrade?

En underspgelse af algoritmeudviklingen i ikke-linezer programmering i
samspil med de praktiske anvendelser af teorien vil nuancere historien yder-
ligere, men ligger uden for dette projekts graenser.

Tkke-linezer programmering er et eksempel pa en matematisk udvikling,
der er styret af sdvel internt faglige problemstillinger og interesser som eks-
terne kreefter uden for matematikken. Det er udviklet i et spandingsfelt mel-
lem ren og anvendt matematik og i et samspil mellem konkret, praktisk pro-
blemlgsning og akademisk, matematisk forskning. Det kunne veere interessant
at udforske dette spaendingsfelt yderligere.

Vurdering af konklusionernes gyldighed og rakkevidde

De konklusioner, jeg har draget pa baggrund af det materiale og de analyser,
som er fremlagt og diskuteret i forste del af afhandlingen, kan grupperes i to
kategorier.
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Den fgrste kategori omfatter de historisk ubestridelige kendsgerninger,
som f.eks. at Tucker blev leder af et logistikprojekt finansieret og oprettet af
ONR, at Tuckers og Kuhns arbejde med ikke-linezer programmering blev ud-
fprt med finansiel stgtte fra ONR, at Fenchel udviklede sin dualitetsseetning
for ikke-lineeer programmering under et forskningsophold p& Princeton, hvor
Fenchel var i kontakt med Tucker og hans logistikprojekt, at ONR placerede
logistikprojektet i universitetsmiljget. Disse konklusioner bygger ikke p& ana-
lyser, men pa dokumenterede, historiske kendsgerninger, og star dermed til
troende.

Den anden kategori omfatter de konklusioner, der er udledt pa baggrund
af mine analyser -matematikhistoriske og sociologiske. Min konklusion om, at
sammenkoblingen mellem linezr programmering og spilteori sndrede linezer
programmerings videnskabelige status fra at veere en matematisk model for
et konkret, praktisk problem til at veere en matematisk teori, er en konklu-
sion tilhgrende denne kategori. Konklusionen om, at det var ren matematisk
forskning, der motiverede Kuhns og Tuckers indfgrelse af ikke-lineser pro-
grammering, er ligeledes en konklusion, som jeg har analyseret mig frem til.
Det samme er tilfeeldet med militeerets betydning for etableringen -i socio-
logisk forstand- af ikke-linear programmering, som videnskabelig disciplin.
Fzelles for disse konklusioner er dog, at de er baseret pa analyser af historiske
fakta, som eksistens af leerebgger, atholdelse af sommerskoler etc. eller kon-
klusioner, som jeg belyser fra flere forskellige vinkler og fra flere forskellige
kilder. For eksempel begrundes linezr programmerings statusskift i analy-
serne af Kuhns og Tuckers matematiske artikler om dualitetsseetningen i
linezr programmering og deres artikel om ikke-linezer programmering. Men
det begrundes ogsa ud fra udtalelser fra bdde Kuhn og Dantzig om, at det
var dualitetssztningen i linezr programmering, der vakte deres interesse rent
matematisk. Jo flere kilder der belyser konklusionen, jo stezerkere star den.

Min konklusion om, at ONR’s oprettelse af logistikprojektet fik afggrende
betydning for Kuhns og Tuckers udvikling af ikke-linezer programering, har
jeg séledes begrundet i, at opfordringen til Tucker om at pabegynde mate-
matisk forskning i linezer programmering og spilteori kom fra ONR’s side.
Den er ogs3 begrundet i udtalelser om, at Kuhn p&begyndte arbejdet med
lineeer programmering, fordi han behgvede et job, og dette projekt var da via
ONR’s finansiering en mulighed. Den er tillige begrundet i, at Kuhn egentlig
var pd vej i en anden forskningsretning, idet hans Ph.D. athandling, som han
arbejdede p3 i starten af ONR-projektfasen, hgrer til inden for gruppeteori,
og det virker usandsynligt, at han i den fase skulle have kastet sig over linezer
programmering og spilteori, havde det ikke veeret for ONR'’s stgtte. Konklu-
sioner af denne art hviler p& spekulationer, men jo flere forskellige vinkler,
man kan analysere problemstillingen ud fra og begrunde sin konklusion i, jo
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steerkere star konklusionen. Jeg har bestrabt mig pd at analysere -og.belyse
problemstillingerne ud fra bade personlige udtalelser, historisk ubestridelige
kendsgerninger, sociologiske analyser og matematisk kildelasning.

Man kan ogsa spgrge om konklusionernes generaliserbarhed. Her er det
min opfattelse, at selv om nogle af dem kan friste til at drage konklusioner
angaende generelle teorier for matematikkens udvikling, kan de kun udtale
sig om ikke-linesr programmerings historiske forlgb. Man kunne maske fri-
stes til at konkludere, at oprettelse og finansiering af universitetsbaserede
projekter udlgst af konkrete, praktiske problemer vil kunne drive matema-
tikkens udvikling, men min undersggelse kan kun sige noget om dette for
ikke-linezer programmerings vedkommende. Et andet punkt er den militeere
indflydelse, hvor vidtraekkende var den? Her ma det fremhaeves, at jeg kun
har beskeftiget mig med den indflydelse, der fglger af, at man giver finansiel
stgtte og dermed fremmer aktiviteten pa omradet. Min undersggelse kan ikke
bruges til at udtale sig om, hvorvidt militeerets indflydelse strakte sig ind i
selve den faglige udvikling af teorien.®

3Jeg er i gvrigt kun stgdt pa ét eksempel i sekundeerlitteraturen, hvor forfatteren mente
at kunne pavise, at den militeere indflydelse gik helt ind i selve den faglige udvikling af
matematikken. Det er Mirowski, der i sin artikel over undersggelser i spilteori skriver: ‘the
connections between the military and game theory were numerous and pervasive in the first
two decades of its existence, extending into the very mathematics itself.’ [Mirowski, 1991,
5.227}.
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Kapitél 9

Karushs saetning -et resultat 1
variationsregning

I 1939 blev William Karush Master of Science fra matematisk institut pa
universitetet i Chicago p& en afhandling med titlen Minima of Functions
of Several Variables with Inequalities as Side Conditions [Karush, 1939]'.
Heri viste Karush en seetning, svarende til Kuhns og Tuckers resultat, om
ngdvendige betingelser for eksistensen af et minimum for en funktion af flere
variable underlagt bibetingelser i form af uligheder. Kuhns og Tuckers artikel
gav anledning til et nyt forskningsomrade, det gjorde Karushs afhandling
ikke, den blev end ikke publiceret?.

Karushs afhandling har rod i variationsregningsskolen i Chicago, mere
praecist i en artikel skrevet af Gilbert Ames Bliss. For at indplacere Karushs
arbejde matematikhistorisk og forsta hvilken kontekst, det skal tolkes ud fra,
vil jeg i det fplgende behandle ‘Chicagoskolen’ og Bliss’ arbejde. Derudover
vil Karushs athandling blive gennemgaet, og i den forbindelse vil det blive
diskuteret, hvilken motivation der 14 til grund for valget af det problem, han
behandlede i sin afhandling. Den omstzndighed at Karushs afhandling ikke
blev publiceret vil ligeledes blive diskuteret. For at afrunde historien kommer
til sidst en praesentation af Karush som person.

1T sit historiske essay om ikke-linezr programmerings historie ggr Kuhn opmzrksom
pa at han faldt over en henvisning til Karushs arbejde i [Takayama, 1974]. Hvor Takayama
kendte Karushs arbejde fra, ved jeg ikke.

?Jeg takker hermed W. Karush for at have stillet et eksemplar af sin afhandling til min
radighed.
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Variationsregning pa universitetet i Chicago

Variationsregning gir ud pé at maksimere eller minimere et integral over en
klasse af funktioner. Den simpleste og vigtigste type af problemer i varia-
tionsregning er fglgende [Brechtken-Manderscheid, 1991, s.7]:

Bestem den funktion y(z), der minimerer (eller maksimerer) in-
tegralet

b
J(y) = / £z, y(2),¥/(z)) de.

Problemet kan s& modificeres ved at forlange, at klassen bestiende af poten-
tielle min-max-funktioner, y(z), ogsa opfylder visse bibetingelser.

Varationsregningens tidlige historie er knyttet til navne som Bernoulli,
Euler og Lagrange og hgrer tidsmassigt hjemme i slutningen af 1600-tallet og
11700-tallet [Kline, 1972], [Fraser, 1992]. Efter Lagranges arbejde var det fgrst
med Karl Weierstrass’ (1815-1897) forelaesninger i variationsregning fra 1872
af, at der blev skabt fornyet interesse for emnet, og begreber og argumenter
blev trukket skarpere og mere precist op [Kline, 1972, 5.747].

Efter Weierstrass var Adolf Mayer en af de prominente skikkelser inden for
variationsregning. I 1878 og 1895 kom to artikler, hvori han diskuterede, hvad
der nu kaldes for Mayers problem, og hvad Mayer selv ansa for at veere det
mest generelle variationsregningsproblem [Goldstine, 1980, s.300]. Hilbert var
ogsé en central figur i variationsregningen, som pa si mange andre omrader.
Ved den Internationale Matematiker Kongres i &r 1900 sagde han bl.a.:

Dennoch maéchte ich mit einem allgemeinen Probleme schliesen,
némlich mit dem Hinwiese auf eine Disziplin, die bereits mehr-
mals in meinem Vortrage Erwihnung fand -eine Disziplin, die
trotz der erheblichen Férderung, die sie in neuerer zeit durch We-
ierstrass erfahren hat, dennoch nicht die allgemeine Schitzung
gentest, die ihr meiner Ansicht nach zukommt - ich meine die
Variationsrechnung. [Hilbert, 1900, 5.323-324]

I begyndelsen af 1900-tallet var variationsregning primeert knyttet til navne
som Bolza, Bliss, Mayer, Hahn og Kneser, og det meste af forskningen foregik
i Chicago. Der tales endda om ‘Chicagoskolen’ i variationsregning.

‘Chicagoskolen’

University of Chicago blev grundlagt i 1892, og lige fra starten blev der
satset pd et matematisk institut. Eliakim H. Moore (1862-1932) blev den
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forste leder af matematisk institut, og sammen med Oskar Bolza (1857-1936)
og Heinrich Maschke (1853-1908), begge fra Tyskland, skabte han et institut,
" som hurtigt blev det ledende matematiske institut i USA. Chicago forméede
at holde denne position frem til 1910, hvorefter det tilsyneladende gik ned
ad bakke. En af arsagerne til nedturen var, ifglge flere Chicago-folk, en alt
for ensidig satsning pa variationsregning [Mac Lane, 1989], [Browder, 1989],
[Duren, 1976].

Det var Bolza, der gjorde variationsregning til et af de dominerende forsk-
ningsfelter i Chicago. Hans egen interesse for variationsregning stammede fra
Weierstrass’ bergmte foreleesningsraekke i 1879. I Chicago underviste Bolza
graduate studerende i variationsregning, men det var fgrst i 1901, han selv
begyndte at forske i emnet. Ifglge Parshall og Rowe kom dette skift i Bolzas
forskning i forbindelse med organiseringen af det tredje AMS symposium?,
hvor Bolza var en af hovedtalerne [Parshall og Rowe, 1994, s.394]. Formélet
med disse symposier var at give brede fremstillinger af udvalgte, matematiske
emner for et blandet, matematisk publikum for derigennem at udstikke nye
forskningsretninger.

Bolza blev i fgrste omgang bedt om at tale om teorien for hyperelhpt1ske
funktioner, men valgte i stedet at holde en rakke foredrag om fremskridtene
inden for variationsregning. Det fgrte med sig, at en del ubesvarede spgrgsmal
dukkede op til overfladen, hvilket fik afggrende indflydelse pa Bolzas egen
forskning, som fra da af var helliget variationsregning [Parshall og Rowe,
1994, 5.394].

Bolza var meget efterspurgt som Ph.D. vejleder, og da han samtldlg satte
sine studerende i gang med projekter, der var teet relateret til hans egen
forskning, fik han skabt et solidt grundlag for vanatlonsregmngsforskmng 1
Chicago -[Parshall og Rowe, 1994, p.393].

I 1908 dgde Maschke, og blot to ar senere, i 1910, vendte Bolza hjem
til Tyskland. Chicago mistede dermed de ledende figurer i instituttets forsk-
ningsprofil, og derfra gik det gradvist ned ad bakke med Chicagos prominente
omdgmme. Det blev ogsa starten p& et nyt ‘team’, der kom til at bestd af
Dickson, Bliss og Wilczynski. Jeg vil i det fglgende kun koncentrere mig om

Bliss, da det var ham, der fgrte variationsregningstraditionen videre efter
Bolza.

‘Chicagoskolen’ under Bliss

Gilbert Ames Bliss (1876-1951) var Bolzas farste studerende fra Chicago.
Han skrev sin Ph.D. afhandling i &r 1900, altsd fgr Bolza for alvor invol-

3Mgder afholdt af American Mathematical Society (AMS).
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verede sig i variationsregning. Alligevel var det under Bolzas indflydelse, at
Bliss blev opslugt af variationsregning, dels via Bolzas foreleesninger, dels ved
udarbejdelse af en kopi af Bolzas private optegnelser fra Weierstrass’ varia-
tionsregningskursus i 1879 [McShane, 1958, s.34]. Da Bliss i 1908 tiltradte
stillingen 1 Chicago, var han siledes dybt involveret i variationsregning. I
1927 blev han institutbestyrer, en position han beholdt, indtil han i 1941
trak sig tilbage og gik p& pension. I denne periode var det Bliss og Dick-
son, der var de ledende professorer pa instituttet. Saunders Mac Lane, som
studerede matematik i Chicago, har optalt antallet af Ph.D. afhandlinger i
perioden 1927-1937 til 117. Af disse var Bliss vejleder for de 35, og 34 af
disse faldt inden for variationsregning [Mac Lane, 1989, s.138]. Ifslge Mac
Lane viser dette to ting: Chicago var delvis blevet til en ‘Ph.D. mill in mat-
hematics', og perioden var karakteriseret ved en intensiv indsats inden for
variationsregning [Mac Lane, 1989, s. 138 og s.139]. Den store mangde af
‘rutine’ Ph.D. athandlinger behgver ikke ngdvendigvis at afspejle et generelt
fald i forskningskvaliteten, som antydet af Mac Lane, men kan blot veere en
afspejling af Bliss’ egen holdning til, hvad en Ph.D. grad er - bgr veere - idet
Bliss, ifslge McShane, skulle have udtalt fsplgende om Ph.D. graden:

“It seems to me that there is wide-spread misunderstanding of the
significance of doctor’s degrees in mathematics. The comment is
often made that the purpose of such a degree is to train students
for research in mathematics, and that the success of the degree is
doubtful because most of those who obtain it do not afterward do
mathematical research. My own feeling about our higher degrees
is quite different. The real purpose of graduate work in mathe-
matics, or any other subject, is to train the student to recognize
what men call the truth, and to give him what is usually his first
ezperience in searching out the truth in some special field and
recording his impressions. Such a training is invaluable for tea-
ching, or business, or whatever activity may claim the student’s
future interest.” [McShane, 1958, s.37]

En af &rsagerne til den massive opdeekning af variationsregning kan veere den
anszttelsespraksis, der tilsyneladende blev fulgt i Chicago. I Bliss’ periode
som institutbestyrer er der forholdvis mange variationsregningsfolk blandt
de nyansatte samt folk med Ph.D. fra Chicago. Mac Lane gar sa langt som
til at kalde denne politik for ‘inheritance principle’:

If X has been an outstanding professor in field F, appoint as his
successor the best person in F, if possible the best student of X.
[Mac Lane, 1989, s. 141]
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Dette forte, ifglge Mac Lane, til

a great concentration on such topics as variants of the problem
of Bolza in the calculus of variations, but the school at Chicago
missed out on the major development of the subject in the early
1930s, as represented by the work of Marston Morse on the cal-
culus of variations in the large. [Mac Lane, 1989, s.142]

Mac Lane er ikke ene om denne lammende kritik af Bliss” matematiske insti-
tut i Chicago. Felix E. Browder taler ogsa om instituttets forfald i 1930’erne
og 1940’erne, hvor Moores efterfglgere som institutbestyrer ikke var i stand
til at opretholde den store prestige og ‘intellektuelle vitalitet’, som Moore
havde skabt: '

Especially under Bliss’ regime, a strong tendency to inbreeding
was in action, and as the great elder figures of the department

died or retired, they were not replaced by younger mathematicians
of equal caliber. [Browder, 1989, 5.193]

En tilsvarende vurdering kan findes hos Marshall H. Stone, der efter 2. ver-
denskrig blev ‘headhuntet’ til posten som institutbestyrer med den klart for-
mulerede opgave at styrke matematisk institut i Chigaco:

.. retirements and new appointments had brought a much increa-
sed emphasis on the calculus of variations and a certain tendency
to inbreeding. [Stone, 1989, s.185]

A. L. Duren, som var en af Bliss’ studerende, og som selv skrev sin Ph.D.
afhandling i variationsregning under Bliss, deler ovenstdende kritik af Chi-
cago:

The subject itself [variationsregning] had come to be too narrowly
defined as the study of local, interior minimum points for cer-
tain prescribed functionals given by integrals of a special form.
Generalization came only at the cost of excessive notational and
analytical complications. It was like defining the ordinary calcu-
lus to consist exclusively of the chapter on mazima and minima.
A sure sign of the decadence of the subject was Bliss’ project to
produce history of it... [Duren, 1976, 5.245)

McShane skrev i sin nekrolog over Bliss:

The life of a mathematical science comes from its intellectual
attractiveness. In the past it has happened that some branch of
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mathematics has become bulky by the piling up of minutiae and
the long-winded discussion of intricate and often uninteresting
problems by methods stretched out beyond their domain of appro-
priateness. Such branches naturally lose all appeal, and become
senile unless rejuvenated by new ideas and re-thinking that suc-
ceed in attaining the principal results (and new ones, too) more
readily and more beautifully. In the early twentieth century the
calculus of variations was in danger of losing its appeal because
of mounting complezity. How much Bliss contributed to its re-
scue, as well as to its advancement, can be seen by anyone who
will compare the compactness and generality of the theory in the
Lectures on the Calculus of Variations with the older papers on
the same subject. [McShane, 1958, s. 45]

En sddan sammenligning ligger uden for dette projekts greenser, men den
canadiske matematikhistoriker Craig Fraser leegger i1 gjeblikket sidste hand
pé et stort veerk om variationsregningens historie, hvori der bl.a. indgér en
grundig analyse af Bliss’ arbejde. Fraser har fglgende kommentar til McSha-
nes karakteristik af Bliss’ betydning for variationsregningen:

in the last paragraph [citeret ovenfor] McShane seems unconsci-
ously to have given an excellent characterization of the problems
noticed by others with Bliss’s program - far from having rescued
the calculus of variations from these defect, Bliss perpetuated and
deepened them. [Fraser,1996, brev]

Ovenstaende er naturligvis en beskrivelse af Chicagoskolen set i bakspej-
let. Hvorvidt stemningen pa instituttet i den periode, hvor Karush var stu-
derende, var tynget af ovenstdende dystre, kritik, melder historien ikke noget
om. Men denne ‘bakspejls’-analyse giver et ganske godt indtryk af, hvor om-
fattende variationsregningsforskningen var pa det tidspunkt, hvor meget det
ma have fyldt i instituttets daglige liv, og af at en stor del af de ansatte savel
som de studerende var involveret i denne forskning. Karush var et produkt
af denne variationsregningstradition, og hans master’s athandling blev til i
dette miljg. Set i lyset heraf er, som det vil fremga af det fglgende, béde
Karushs emne og den manglende offentligggrelse af afhandlingen forstaelig.

Karushs master’s athandling

Karush blev indskrevet ved Chicagos universitet i 1936. To &r senere blev
han Bachelor of Science i matematik og fysik. I 1939 afsluttede han sit ma-
tematikstudium med afhandlingen Minima of Functions of Several Variables
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- with Inequalities as Side Conditions, hvori der indgar et resultat, der senere
blev anerkendt som ‘Kuhn-Tuckers’ sztning i ikke-linezer programmering.
Hvad var det, Karush udviklede i sin afhandling? Hvilket problem arbejdede
han med og hvorfor? Hvilken matematisk tilgang brugte han? Nedenstiende
gennemgang og analyse af relevante dele af Karushs athandling vil behandle
disse spgrgsmal.

Motivation

Formalet med Karushs afhandling var at undersgge ngdvendige og tilstraek-
kelige betingelser for eksistensen af et relativt minimum for en funktion
f(z1,...,2,) 1 meengden af punkter z = (z,,...,z,) opfyldende bibetin-
gelserne g,(z) > 0, a = 1,2,... ,m, hvor funktionerne f og g, er underlagt
forskellige kontinuitets- og differentiabilitetsbetingelser. Problemet var blevet
stillet af Lawrence M. Graves, der fungerede som Karushs vejleder.

Pa dette tidspunkt foregik der i Chicago en del forskning i variationsreg-
ningsproblemer med uligheder som bibetingelser, og Karushs problem kan ses
som en endeligdimensional version heraf. Det kan umiddelbart forekomme
meerkeligt, at man sztter Karush til at arbejde med denne endeligdimen-
sionale udgave i stedet for med nogle problemstillinger inden for det, man
virkelig var interesseret i. Karush giver i afthandlingen ikke selv noget bud
pé, hvad denne endeligdimensionale udgave af problemstillingen kan bidrage
med, men han henviser til et tidligere arbejde af Bliss, Normality and Abnor-
mality in the Calculus of Variations, hvor Bliss behandlede det tilsvarende
endeligdimensionale problem, hvor bibetingelserne var givet ved ligninger i
stedet for uligheder.

I dette arbejde ggr Bliss i en lengere indledning rede for relevansen af
og motivationen for at behandle det endeligdimensionale tilfzelde. Det var
nemlig sddan, at et af de store forskningsemner for variationsregningsfolkene
1 Chicago i 1930’erne var det sakaldte Bolzas problem. Midt i 30’erne var
man naet si langt, at man var i stand til at

carry through the theory of this problem with much simplified as-
sumptions concerning what is called the normality of the minimi-
zing arc. [Bliss, 1938, 5.365]*

Formalet med Bliss’ artikel var at gennemfgre en grundig analyse af betyd-
ningen af normalitet og abnormalitet for variationsregning. Et vigtigt redskab
hertil var fgrst at klarggre betydningen af normalitet for ‘the problem of a
relative minimum of a function of a finite number of variables’ [Bliss, 1938,
5.365], og Bliss’ begrundelse herfor var, som han selv udtrykte det:

“Det forklares senere, hvad begreberne normalitet og abnormalitet dakker over.
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The significance of the notion of abnormality in the calculus of
variations can be indicated by a study of the theory of the simpler
problem of finding, in the set of points y = (y1,...,yn) satisfying
a system of equations of the form

$s(y)=0 (B=1,...,m<n)
one which minimizes a function f(y). [Bliss, 1938, 5.367]

Han vil altsd undersgge betydningen af abnormalitet ved at studere et ende-
ligdimensionalt minimumsproblem, hvor antallet af bibetingelser er mindre
end antallet af variable.

For at forstda hvad der gemmer sig bag begrebet normalitet, viste Bliss
fprst en kendt seetning, nemlig Lagranges multiplikatorregel, der siger, at en
forste, ngdvendig betingelse for, at et punkt y° = (y1%,... ,y,°), i hvis omegn
funktionerne f og ¢ har kontinuerte partielle afledede af mindst 2. orden og
opfylder bibetingelserne givet ved ligningerne ¢3 = 0, er et minimumspunkt,
er, at der findes konstanter o, I5 ikke alle nul, siledes at de afledede F,, af
funktionen

F= lof+zlﬁ¢ﬁ

=1

alle er nul i y° [Bliss, 1938, 5.367].

Med udgangspunkt i dette resultat defineres s, at et punkt y® har ab-
normalitet af orden g, hvis der eksisterer g linezert uathangige st af mul-
tiplikatorer af formen ly = 0, [z med egenskaben beskrevet i ovenstaende,
ngdvendige betingelse. Er ¢ = 0, siges punktet y° at vzere normalt.

Det vil alts3 sige, at hvis et punkt y° er abnormalt af en eller anden orden,
sa indgar selve den funktion f, man gnsker at minimere, ikke i den ngdven-
dige betingelse beskrevet ovenfor. Det er sdledes kun bibetingelserne, der er
involveret, og man kan sige, at det er en eller anden irregularitet i omradet
bestemt af bibetingelserne, der ggr punktet y° til en minimumskandidat, og
ikke egenskaber ved den funktion, man gnsker at minimere.

Karush indleder sin master’s afhandling med at henvise til Bliss’ behand-
ling af ovenstaende problem, og i forlaengelse heraf folger det af Graves fore-
sldede problem:

This paper [Karushs afhandling] proposes to take up the corre-
sponding problem in the class of points ¢ satisfying the inequali-
tites

9.(z)20 (a=12,...,m)
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where m may be less than, equal to, or greater than n. [Karush,

1939, s.1]

Betragter man Karushs afhandling i lyset af Bliss’ artikel om normalitet
og abnormalitet, finder jeg det nezrliggende at antage, at Karushs arbejde
kunne veere med til at give indsigt i normalitets- og abnormalitetsforholdene
for variationsregningsproblemer med ulighedsbibetingelser, og som sddan ville
det veere meget fornuftigt at stille Karush denne opgave.®

Matematikken

I sin introduktion ggr Karush opmeerksom pé, at man i minimumspunkter z°
kan antage, at alle funktionerne g, er nul, fordi det kun er de bibetingelser,
der er nul i z° som leegger begraensninger p& problemet. De kaldes i dag
for aktive bibetingelser. Det er nemlig sidan, at hvis f(z°) =minimum og
f.eks. g1(z°) > 0, s& vil, p4 grund af kontinuiteten af g1, g;(z°) > 0 for
alle z tilstreekkelig teet pd z°, og dermed spiller restriktionen g;(z°) > 0
ingen rolle for teorien om lokale minima. Derfor, fortsetter Karush, vil han i
afhandlingen forudsztte, at hver gang han skriver, at f(z°) er et minimum,
eller at z° er et minimumspunkt, si er det underforstaet, at g,(z°) = 0 for
alle . Det, han mener, er, at han for punkter z° i mulighedsomradet, det
vil sige for punkter, som opfylder samtlige bibetingelser, i tilfeelde af lokalt
minimum kan tillade sig kun at tage de aktive bibetingelser i betragtning.

Karushs afhandling falder i 6 afsnit. I afsnit 1 opremser Karush de resulta-
ter fra Bliss’ artikel, som han selv far brug for. Afsnit 2 indeholder szetninger
og beviser om linezre uligheder og udggr, om man sa kan sige, hans veerktgj;
her er Farkas’ Lemma, det vigtigste resultat. I det fglgende vil jeg gennemga
Karushs afsnit 3 og 4, idet det er heri, at beviset for ‘Kuhn-Tuckers’ saetning
optraeder. Resultater fra hans to fgrste afsnit, Introduction og Preliminary
theorems on linear inequalities, vil kun blive inddraget, ndr de kan belyse
aspekter i forhold til ‘Kuhn-Tuckers’ szetning. Afsnit 5 og 6 omhandler ngd-
vendige og tilstraekkelige betingelser for minimum involverende afledede af 2.
orden og vil ikke blive behandlet yderligere.

Det er saledes afsnit 3 og 4 i Karushs afhandling, som er specielt interes-
sante i forhold til Kuhn-Tuckers setning i ikke-linezr programmering. Heri
undersggte Karush minimumsproblemet under den forudszetning, at funktio-

SKuhn skriver i sit historiske essay, at Karushs arbejde tilsyneladende var under indfly-
delse af et tilsvarende arbejde i variationsregning af Valentine [Kuhn, 1991, s.90]. Karush
benytter, som det vil blive klart senere, et trick tidligere benyttet af Valentine. Af de
grunde jeg har diskuteret ovenfor, finder jeg det mere sandsynligt, at det er Bliss’ arbejde,
der har motiveret Karushs.
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nerne f og g, er kontinuert differentiable, altsd C* funktioner, i en omegn af
et punkt z°.

I afsnit 3, Necessary conditions involving only first derivatives, definerede
Karush fgrst de begreber, der indgik i det, der efter Kuhns og Tuckers arti-
kel 1 1950 kom til at hedde constraints qualification (regularitetsbetingelse)
[Karush, 1939, s.11]. Han startede med at definere, hvad han ville forsta ved
begrebet admissible retning: En lgsning A = (A1, Az, ..., An) til ulighedssy-
stemet

9oz (z)N 20 (@=1,2,...,m)

kaldte han en admissible retning, hvis A er forskellig fra nulvektoren. Skrive-
maéaden

Gaz; (xo)’\i

dzkker over Einsteins summations konvention, og betyder
> g
31:,

En ‘retning’ A\ er med andre ord admissible, hvis den retningsafledede af
samtlige bibetingelser i retning A er ikke-negativ, hvilket sikrer, at man ikke
‘ryger’ ud af omradet givet af bibetingelserne, hvis man ‘gar’ i A’s retning.

Karush definerede derneest en regulaer kurve z;(t), (1 =1,2,...,n; 0<
t < tp) til at veere en admissible kurve, hvis

9a(z(t)) >0 for alle o og ¢

[Karush, 1939, s.11]. En reguleer kurve er siledes en admissible kurve, hvis
man bliver inde i omrédet afgraenset af bibetingelserne, ndr man beveeger sig
langs kurven.

Det sidste begreb, Karush havde brug for, inden han kunne gé i gang, var
begrebet normal point, idet han kaldte et punkt z° normalt, hvis Jacobima-
tricen for g i punktet z° har rang m. Det vil sige, at et punkt z° er normalt,
hvis gradienterne

va(z®), vg:(z°),... ,Vgm(z%)

er lineeert uafheengige.
Inden Karush viste det, der i dag kaldes for ‘Kuhn-Tucker’ betingelserne,
viste han en mere general version:
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Setning 3:1. Hvis f(z°) er et minimum, sd eksisterer der multipli-
katorer lo, lo ikke alle nul, séledes at de afledede F;, af funktionen

F(z) = lof(z +Zl,,ga

alle er nul ¢ z°. [Karush, 1939, s5.12]

Der skal altsd findes multiplikatorer ly, [, ikke alle nul, siledes at

lOVf +Zl vga = 0.

Karush omdannede problemet til et problem med bibetingelser givet ved
lighedstegn, og via et enkelt kunstgreb opniede han en situation, der er helt
analog til Bliss’, og han fik da resultatet ved at anvende den tilsvarende
szetning hos Bliss. Mere konkret: Karush startede med at se p4 meengden af

punkter (z,2) = (21,...,%s,21,...,2m) opfyldende ligningerne hy(z,2) =
ga(z) — 2% = 0. Heri vil punktet (z,2) = (2°,0) veere et minimumspunkt
for f.° Dermed har Karush, via indfgrelsen af slack variablene zy, ..., zp,

omdannet problemet til et problem af den slags, som Bliss behandlede i sit
arbejde om normalitet og abnormalitet. Bliss’ resultat sikrer da eksistensen
af konstanter lo, o ikke alle nul, saledes at funktionen

H(z,2) =lof + ) laha = lof + D laga — la?a

har alle de partielle afledede H,,(2° 0) = 0. Heraf fglger s&, at

F(x) = lOf + Zlaga
har alle de afledede F,(z°) = 0 [Karush, 1939, s.12].

Ideen med at omforme problemet ved at indfgre slack vanablene var tid-
ligere blevet brugt af Valentine, en anden Chicagostuderende, i dennes Ph.D.
athandling The Problem of Lagrange with Differential Inequalities as added
Side Conditions [Valentine, 1937, 5.414]. Karush benytter her samme nota-
tion og fremgangsmade som Valentine, s3 det er meget teenkeligt, at det er
herfra, Karush har ideen.

Denne fgrste, ngdvendige betingelse siger ikke noget om multiplikatorer-
nes fortegn. Man kan ogsé komme i den situation, at multiplikatoren [, er lig
med nul, og dermed ender man i det abnormale tilfzelde. Karush bemzrkede,

®Her mener han selviglgelig f* : R**™ — R givet ved f*(z,z) = f(z).
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‘at hvis z° er et normalt punkt for f, s3 er multiplikatoren I # 0, og ved
division kan man da opnd et szt af multiplikatorer lp = 1, l,, som opfylder
seetningens konklusion. Antages det nu, at z° er et normalt minimumspunkt
for f, og lo = 1, samt at funktionerne f og g, har kontinuerte afledede af 2.
orden, s& kan man vise, at multiplikatorerne [/, er ikke-positive. Karush vil
dog i dette afsnit give et bevis for den ikke-positive karakter af multiplika-
torerne, som tkke involverer de 2. afledede, og det er dette resultat, der fgrer
til Kuhn-Tuckers szetning.

Idet Karush ikke vil benytte sig af 2. ordens afledede, er han ngdt til
at bruge nogle andre forudsetninger. Hans ide var, at Farkas’ Lemma skal
sikre eksistensen af ikke-positive multiplikatorer, og, som det vil fremga af
nedenstiende gennemgang af Karushs bevis, kan han bringe Farkas’ Lemma
i anvendelse, hvis den retningsafledede af f i en admissible retning, A, er > 0.
For at sikre det har Karush brug for at kunne se pad f’s restriktion til en
admissible kurve z(t), 0 < ¢t < to, der har A som tangentvektor i punktet
z® = z(0). Derfor valgte Karush at antage, at der for enhver admissible
retning A er en admissible kurve fra z° i retning ), og med det mente han,
at der skulle vaere en admissible kurve z;(t) (0 <t < tg), for hvilken z;(0) =
z;° og z;/(0) = A;. Denne betingelse pé bibetingelserne er et eksempel pa,
hvad der efter Kuhns og Tuckers artikel i 1950 kom til at hedde constraints
qualification. Under denne antagelse viste Karush s3 det, der senere blev til
Kuhn-Tuckers sztning:

Under ovenstiende antagelse gelder, at en forste, ngdvendig be-
tingelse for, at f(z°) er et minimum, er, at der findes multipli-
katorer I, < 0, sdledes at de afledede F, af funktionen

F= f + Zlaga
alle er nul i z° [Karush, 1939, s.13].

Det vil sige
v (=) + Z le V 9a(2°) = 0.
a=1

Fgrst viste Karush, at for en admissible retning A vil

i f,,i(xo)/\,- Z 0.

=1

For at vise dette s& Karush pa f’s restriktion til en til A hgrende admissible
kurve z(t) = (z1(t), ... ,zna(t)), 0 < t < to, gende ud fra z° i A’s retning, en
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sadan kurve findes jo ifglge forudseetningen. Han lod f(t) = f(z(t)) betegne
denne restriktion af f. Da nu

fO) < F(t) for 0<t<t

(ellers ville f(z°) ikke veere et minimum), falger det, at

F(0) =0,
og da T(O) = 7 f(z%)], felger det, at

Vi) >0.

Her har Karush siledes argumenteret for, at for ethvert u = (u1,...,un)
som er lgsning til ulighedssystemet '

Va1(zu 2 0,...,Vgm(z%)u > 0,

altsd for enhver admissible retning u, geelder, at

v f(z%)u > 0.

Karush benyttede Farkas’ Lemma derpd til at sikre eksistensen af ikke-
negative multiplikatorer C,... ,Cy,, sdledes at

C1 7 91(z%) + Co 7 92(2%) + . .. + Crn V gm(2°) = ¥ f(2°).

Seettes [, = —Cl, s8 er l; <0, og der gzlder

V(@) + D la v ga(z®) = 0.
a=1

Hermed bar Karush bevist den sztning, der senere blev kendt som Kuhn-
Tuckers s&tning.

I resten af afsnit 3 diskuterede Karush forskellige situationer i forhold
til seetningen. Han stillede spgrgsmal som: Hvor sandsynligt er det, at funk-
tionerne g,(z) vil opfylde, at der for enhver admissible retning A findes en
admissible kurve fra z° i retning A\? Hvilke betingelser kan man legge pd
funktionerne g, for at sikre, at de opfylder denne egenskab? I afhandlingens
afsnit 4 undersggte han tilstrekkelige betingelser involverende kun 1. ordens
afledede. I afsnit 5 og 6 uddybede Karush spgrgsmélene om ngdvendige og
tilstreekkelige betingelser ved at inddrage den 2. afledede af funktionerne.
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Sammenligning med Kuhns og Tuckers resultat

Kuhns og Tuckers szetning” ser umiddelbart anderledes ud end Karushs, ikke
blot hvad angar notationen, men ogsé i de faktiske, ngdvendige betingelser.
Kuhn og Tucker forlangte ikke eksistensen af ikke-negative multiplikatorer

u®, ..., u%,, séledes at

Vg(z°) + }’_": u®;V fi(z°) = 0,

i=1

men kunne ngjes med at kraeve, at

Vg(:zo) + i ’I.Lo,'Vf,'(l‘O) <0.

=1

Denne forskel skyldes, at Kuhn og Tucker har de ekstra betingelser pa, at >
0. Indfgres disse i bibetingelserne, kan Kuhns og Tuckers problem formuleres
som fglger:

Maximer
9(z)
under bibetingelserne
filz) 2 0
fm (x ) 2 0
fmpa(z) > 0
f m+4n (m) Z 0

hvor fmy; : R®™ — R er givet ved f,1;(z) = z;.

Hermed svarer Kuhns og Tuckers problemformulering til Karushs, dog er det
sadan, at Kuhn og Tucker altid vil have mindst lige s& mange bibetingelser,
som der er variable. Anvendes Karushs sztning pa dette problem fas, at de

7Se kapitel 6.
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ngdvendige betingelser er, at der skal eksistere ikke-negative multiplikatorer®

0 0,0 0 s
uy, o U, U, oo UWnyn, sdledes at

m<n

Vg(z°) + D uiVi(2®) =0
=1

Skrives dette ud, fas saledes eksistensen af ikke-negative multiplikatorer

0 0 0 0
Uty s U myU mglyeee s U main

G, =, Bf; .
_azg' (%) + Zui_a_xf—.(xo) +ume; =0  forj=1,2,...,n.
J =1 J

~ Idet um4; > 0 ses det, at det er nok at forlange

m

99 0 9fi o0
52, )+Zuzazj(w ) <0.

t=1

Hvilket er Kuhns og Tuckers betingelse. Omvendt fplger Karushs betingelse
af Kuhns og Tuckers, thi i de tilfeelde, hvor

veelges blot

S& er Um4; > 0 og

% (20 4 3 w2 6) 4 ey =0

Oz; — Oz;

for alle j € {1,...,n}, precis som Karush forlangte.
Nu er det sadan, at Karush kun s3 pa aktive bibetingelser. Han antog,
at hver gang der optreeder en bibetingelse gq, er go(z°) = 0. Hvis han havde

8Karush har egentlig ikke-positive multiplikatorer. I Kuhns og Tuckers tilfzlde bliver
de ikke-negative, fordi de betragter et maksimumsproblem i modsetning til Karush, der
behandler situationen som et minimumsproblem.
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indfgrt den ekstra, ngdvendige betingelse, at multiplikatorerne ogsé skulle
opfylde, at logs(z°) = 0, @ = 1,...,m, hvilket blot indebeerer, at I; settes
= 0, hvis g;(z°) # 0, kunne hans ngdvendige betingelser skrives

V) + ) 1aVga(a®) =0

uden at forlange, at alle g,(z°%) = 0.° Ser vi p4 Kuhns og Tuckers betingelser
(se 5.119), er det betingelsen

’
¢0z$0 = O,

der sikrer, at multiplikatoren u,4; seettes lig med 0, hvis den m + j'te bibe-
tingelse fin4;(z°) # 0. Thi ¢°,2° = 0 er ensbetydende med, at

(Vg(z°) + Z wV £i(z%)2® = 0,

og hvis 2% # 0 (hvilket svarer til, at den m + j’te bibetingelse f,,+;(z°) ikke
er en aktiv bibetingelse), skal

m

99 0 Ofi 0y
axJ(x)+;uza$J(x)"Os

for at ¢°,z° = 0 er opfyldt, men det betyder, at multiplikatoren wm+; = 0.

Kuhns og Tuckers betingelser (2)(se s.119) handler om ‘at tilhgre mu-
lighedsomrédet’, ikke-negativiteten af multiplikatorerne samt sikring af, at
multiplikatoren til en ikke-aktiv bibetingelse f;, 7 = 1,... ,m, bliver sat til
0. Thi ¢°, > 0 svarer til, at f;(z°) > 0for j =1,... ,m, og u® > 0 kommer
ud p3, at u% > 0 for i = 1,... ,m. Endelig er ¢°,'u® = 0 ensbetydende med,
at 3w u%fi(z%) =0,0gdawl >0foralle:i=1,...,m, og fi(z°) > 0 for
allei =1,...,m, er Y v, u%fi(z°%) = 0 kun opfyldt, hvis f;(z°) ikke er en
aktiv bibetingelse.

Modtagelsen af Karushs arbejde

Kuhn skriver i sin historiske artikel om ikke-linezer programmering, at
Karushs arbejde er en upubliceret klassiker inden for feltet. I et brev® til

9Karush havde ikke disse overvejelser med i afhandlingen, og det fremgar ikke p3 noget
sted om han har veeret disse overvejelser igennem.

10Jeg takker hermed Karush for at have stillet sin brevveksling med Kuhn til min ra-
dighed.
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Karush dateret 4. februar 1975 ggr Kuhn rede for, at han er blevet bedt om
at give et historisk vue over ikke-lineaer programmering ved et AMS sympo-
sium. I brevet afslgrer Kuhn, at han ved at lzese i Takayamas Mathematical
Economics [Takayama, 1974] blev opmeerksom p& Karushs master’s athand-
ling fra 1939. Kuhn har ogsé skaffet sig et eksemplar af athandlingen og vil
nu benytte lejligheden til at fremhzeve Karushs indsats:

First let me say that you have clear priority on the results known
as the Kuhn-Tucker conditions (including the constraint qualifi-

cation). I intend to set the record as straight as I can in my talk.
[Kuhn, 1975, brev, 4 febr.]

Et af de spgrgsmal, Kuhn stiller til Karush i brevet, er - udover vejleder og
problemstiller - hvorfor athandlingen aldrig blev publiceret, og Kuhn tilbyder
en delvis publicering som appendiks til sin historiske oversigt. Disse sporgs-
mal og dette tilbud viser, at man inden for de kredse af matematikken, hvor
man beskaeftiger sig med matematisk programmering, ansa resultatet for at
veere sd vigtigt, at det kunne retfeerdiggere publiceringen af en eldre sag
som Karushs master’s afhandling. Kuhn skriver videre i sit brev, at Richard
Cottle, som organiserede dette AMS symposium, skulle have udtalt f¢lgende
om Karush, da han blev bekendt med Kuhns planer:

‘you must be a saint’ not to complain about the absence of recog-
nition. [Kuhn, 1975, brev, 4 febr.]

Dette viser, at disse folk inden for matematisk programmering ansa det for
betydningfuldt at blive sat i forbindelse med ‘Kuhn-Tuckers’ szetning. Kuhn
afslutter brevet til Karush med at fortzelle, at ogs& Tucker, som husker Karush
fra the Rand Cooperation, undrer sig over, at Karush aldrig har gjort Tucker
opmerksom p3 sin afhandling [Kuhn, 1975, brev, 4 febr.].

Er Karush da en ‘helgen’? Hvorfor har han ikke gjort krav péd at f& del
i denne eere, som ikke-linezer programmerings opdagelse er omspundet af?
I et brev dateret 10. februar 1975 svarer Karush p4 Kuhns spgrgsmaél. Han
forteeller, ikke overraskende, at Bliss og den dengang unge Magnus R. Heste-
nes inspirerede ham meget tillige med Graves, der som navnt var vejleder
pé Karushs master’s afhandling. Alle tre steerke variationsregningsfolk. Hvad
angar den manglende publicering af afthandlingen og den manglende opfor-
dring hertil fra mere erfarne matematikere, har Karush fglgende kommentar:

The thought of publication never occured to me at the time I wrote
the master’s thesis. I was a struggling graduate student trying to
meet the requirements for going on to my Ph.D. and Graves never
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- brought up the question of publication. I imagine nobody at that
time anticipated the future interest in the problem. [Karush, 1975,
brev, 10 febr.]

Jeg er overbevist om, at forklaringen ligger i Karushs sidste satning - ingen
kunne pa dette tidspunkt forudse, hvor stor interesse der kom for disse pro-
blemstillinger i slutningen af 1940’erne og begyndelsen af 1950’erne. Hvordan
skulle de ogsa kunne det? Set med 1939-gjne tror jeg, man mé konkludere, at
Karushs afhandling var en flot master’s afhandling, men selve problemstil-
lingen og resultaterne fremstod ikke serlig epokeggrende, blot lidt ‘rydden
op’ og udfyldelse af ‘huller’. Det, man virkelig var interesseret i, var uendelig
dimensionale versioner af problemstillingen.

Men hvad med senere? Hvorfor stod Karush ikke frem og pépegede, at
han faktisk kom fgr Kuhn og Tucker? Hertil bemarkede Karush:

That does not answer the question of why I did not point to my
work in later years when nonlinear programming took hold and
flourished. The thought of doing this did occur to me from time
to time, but I felt rather diffident about that early work and I don’t
think I have a strong necessity to be ‘recognized’. In any case, the
master’s thesis lay buried until a few years ago when Hestenes
urged me to look at it again to see if it shouldn’t receive its proper
place in history ... . So I did look at the thesis again, and I looked
again at your work with Tucker. I concluded that you two had
exploited and developed the subject so much further than I, that
there was no justification for my announcing to the world, ‘Look
what I did, first.’ [Karush, 1975, brev, 10 febr.].

Ud fra et matematikhistorisk synspunkt vil jeg mene, at Karush her har ret.
Han viste maske nok en sezetning, der var analog til Kuhns og Tuckers, men
det var ikke ikke-lineser programming, det var et stykke arbejde, der sa da-
gens lys i en helt anden sammenheang. Karushs arbejde kunne maske nok
have givet anledning til et nyt forskningsfelt, hvis man f.eks. havde kunnet
set nogle vigtige anvendelser heraf. Instituttet i Chicago havde pa dette tids-
punkt, som det fremgar af karakteriseringen af Bliss’ institut, udviklet sig til
et snavert defineret variationsregningsmiljg -og her inden for var der ikke no-
gen, der kunne se vigtige potentielle anvendelser af Karushs resultat. Det var
nogle helt andre problemstillinger, end dem der senere drev ikke-linezr pro-
grammering, der var pé banen i den kontekst, Karushs master’s athandling
blev til i. Forskningsindsatsen gik i en anden retning, og i den sammenhzng
var Karushs arbejde blot et lille hjgrne i et forskningsfelt, der havde varia-
tionsregningsproblemer med ulighedsbibetingelser som genstandsfelt.
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Efter Kuhns annoncering viste det sig, at der var flere, som syntes, det
var vigtigt, at Karush fik del i zren. Richard Bellman skrev allerede den 11.
februar til Kuhn: :

I understand from Will Karush that you will try and set the record
straight on the famous Kuhn-Tucker condition. I applaud your ef-
fort. Fortunately, there is enough credit for everybody. It would
certainly be wonderful if you wrote it as the Kuhn- Tucker-Karush
condition.

Like many important results, it is not difficult to establish, once
observed. That does not distract from the importance of the con-
dition. [Bellman, 1975, brev, 11 febr.]

Kuhn takker i et brev dateret 21. februar Karush for hans svar og fortzeller, at
mange af Karushs venner, som f.eks matematikeren Phil Wolfe, der arbejder
inden for matematisk programmering, er meget glade for, at Karushs resultat
nu bliver anerkendt [Kuhn, 1975, brev, 21 febr.]. Igen fremgar det, at her i
1975 anses Kuhn-Tucker betingelserne for at veere et vigtigt resultat, som
folk gerne vil szettes i forbindelse med.

Hvem er si denne ‘helgen’?

I magasinet ‘Senior Life’ kunne man i august 1987 laese fglgende beskrivelse
af Karush:

William Karush (70), tall and husky - built more like an exlum-
berjack than an academic- .[Senior Life, aug. 1987]

Men der er ingen tvivl om, at Karush er akademiker. Han gik direkte fra
sit ‘hovedsfags’-studium over i et Ph.D. studium ved Chicago universitetet,
hvor han under Hestenes’ vejledning skrev en afhandling om isoperimetriske
problemer og indexsztninger i variationsregning. Han afsluttede sit Ph.D.
studium i 1942 og fik derefter, som s& mange andre videnskabsfolk pd det
tidspunkt, job i det amerikanske militeer. Karush startede i Washington, hvor
han forskede i ballistik og chokbglger pa geofysisk laboratorium ved Carnegie
Institute i Washington D.C. Derefter blev han tilknyttet Manhattanprojek-
tets afdeling ved Chicagos universitet, hvor han indgik i et hold hovedsagelig
bestaende af fysikere. De arbejdede med design af kernereaktorer, og Karushs
job var at lgse de problemer inden for matematisk fysik, som opstod i den
forbindelse.
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Ser man p& Karushs lgbebane efter krigen, tegner der sig et billede af
en mand, der hovedsagelig har sigtet mod en traditionel, akademisk kar-
riere. Han har tilbragt 31 ar af sit arbejdsliv som professor i matematik
dels ved Chicagos universitet (1945-1956), dels ved California State Univer-
sity (1967- 1987). Men der har veeret adskillige afstikkere, som vidner om
Karushs bredere matematiske interesser iszr inden for anvendelser af mate-
matik. Han har i perioder arbejdet inden for operationsanalyse, management
science, matematiske metoder i socialvidenskaberne og matematisk optime-
ring af modelsystemer. I dag er han nok mest kendt for netop Kuhn-Tucker
betingelserne i ikke-lineaer programmering, idet adskillige nyere leerebgger i
ikke-linezer programmering kalder resultatet for Karush-Kuhn-Tucker betin-
gelserne [Bazaraa et al., 1993, 5.149], [Peressini et a., 1988, 5.169]. Uden for
matematiske kredse er han nok mest kendt for sit arbejde i fredsbevaegelsen
Beyond War.




Kapitel 10

Johns szetning -et bldrag til
konveksitetsteori

11948 blev der i anledning af Courants 60 ars fgdselsdag udgivet et festskrift
med en samling af artikler. En af dem var skrevet af en af Courants tidligere
studerende, Fritz John, pé hvis liv og virke Courant havde haft stor indfly-
delse. Fritz Johns essay havde titlen Extremum Problems with Inequalities
as Subsidiary Conditions.! 1 denne artikel viste Fritz John et resultat om
ngdvendige betingelser for ekstremum for en funktion underlagt ulighedsbi-
betingelser, der nu om dage 1 ikke-linezer programmering omtales som Fritz
John betingelserne. Ser man bort fra regularitetsbetingelsen, er Fritz Johns
seetning analog til Kuhn-Tuckers sztning.

Der kom ikke nogen ny matematisk disciplin ud af Fritz Johns artikel,
tveertimod var artiklen tidligere blevet afvist af Duke Mathematics Journal.
To ar senere gav et tilsvarende resultat af Kuhn og Tucker anledning til en
ny matematisk disciplin, nemlig ikke-linezer programmering. For at forklare
denne tilsyneladende diskrepans vil jeg i dette kapitel give en analyse og
tolkning af Fritz Johns artikel med speciel vaegt p3 den kontekst, hans arbejde
blev til 1. :

Fritz John -en kort biografi

Fritz John blev fgdt den 14. juni 1910 i Berlin. Han studerede matematik bl.a
i Géttingen, hvorfra han i 1933 fik en Ph.D. grad. Constance Reid beretter
i sin Courant biografi om, hvordan Courant hjalp Fritz John og hans senere

17 sit historiske essay om ikke-lineser programmering ggr Kuhn opmeerksom p3, at
han faldt over en henvisning til Johns arbejde i Takaymas bog [Takayama, 1974]. Hvor
Takayama kendte Johns arbejde fra, ved jeg ikke.

177
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kone, Charlotte Woellmer, gennem studierne i begyndelsen af 1930’erne, hvor
depressionen slog igennem i Tyskland. Courant hjalp Fritz John med at fa
et stipendium, og Charlotte Woellmer fik gratis logi i Courants hus, mens
han var pd foredragsturné i USA i fordret og sommeren 1932 [Reid, 1976,
5.131-132]. Fritz John var halvt jgdisk, mens Charlotte Woellmer var ‘arier’.
De blev gift i 1933, pé et tidspunkt hvor det endnu ikke var blevet forbudt
for en ‘arier’ og en ‘ikke-arier’ at indgé eegteskab. Det var dog s& ilde set, at
de holdt deres agteskabsplaner hemmelige. Courant gjorde, hvad han kunne
for at finde en stilling til Fritz John uden for Hitlers Tyskland, og i 1934
lykkedes det for Courant at skaffe Fritz John et stipendium som Research
Scholar i Cambridge, England [Reid, 1976, 5.154-155]. Dette stipendium ud-
lgb i juni 1935. I efterdret samme ar fik Fritz John helt uventet et tilbud fra
universitetet i Kentucky, USA, hvor han blev indtil 1943. I de sidste to ar
af 2. verdenskrig arbejdede han som matematiker ved U.S. War Department
i Ballistic Research Laboratory ved Aberdeen Proving Ground. Efter krigen
kom han ‘hjem’ til Courant, idet han blev professor ved New York Univer-
sity ved det matematiske institut, som Courant byggede op. Fra 1978 til sin
pension i1 1981 var han ansat i Courants professorat pd Courant instituttet
pa New Yorks universitet.

Fritz John var en matematiker i verdensklasse, hvilket hans imponerende
publikationsliste og hans modtagelse af priser vidner om. Han publicerede
ikke feerre end 101 matematiske tekster, mest artikler, men ogsd monografier
er at finde pa listen. I 1942 modtog han Rockerfeller Foundation Fellowship,
i 1955 Fulbright Lectureship, i 1963 og 1970 fik han Guggenheims rejsesti-
pendium. I 1979 var han Sherman Fairchild Distinguished Scholar ved the
California Institute of Technology, i 1980 blev han belgnnet med senior U.S.
Scientist Humboldt prisen. I 1973 modtog han George David Birkhoff pris i
anvendt matematik, 1 1982 fik han tildelt a Steele prize af AMS, Toronto, og i
1984 modtog han et fellowship fra John D. og Cathrine T. MacArthurs fond.
Han var tillige medlem af adskillige matematiske og videnskabelige sammens-
lutninger: National Academy of Sciences, Die Deutsche Akademie der Natur-
forscher Leopoldina, The American Mathematical Society, The Mathematical
Association of America, The Society for Industrial and Applied Mathematics.

John er nok mest kendt for sit arbejde med partielle differentialligninger,
som var et af hans stgrste og vigtigste forskningsomrader, men ogsa inden
for geometri, analyse og ikke-linezer elasticitet leverede han betydningsfulde
bidrag. I forhold til nedenstiende analyse af hans artikel fra 1948 om eks-
tremumsproblemer underlagt ulighedsbibetingelser er det dog hans arbejde
inden for konveksitetsteori, der er vigtigt. I perioden fra sin fgrste artikel, der
blev publiceret i 1934, og frem til 1948-artiklen, publicerede han i alt 13 ar-
tikler, og af disse placerede over halvdelen sig inden for konveksitetsteori. En
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del af disse er blevet karakteriseret som klassikere inden for feltet [Garding,
1985]. I perioden, der ledte op til publiceringen af artiklen om ekstremums-
problemer under ulighedsbibetingelser, var Fritz John saledes forankret i et
forskningsmiljg inden for konveksitetsteori.

Fritz Johns artikel

Fritz John skrev i introduktionen til artiklen Eztremum Problems with Ine-
qualities as Subsidiary Conditions:

This paper deals with an eztension of Lagrange’s multiplier rule to
the case, where the subsidiary conditions are inequalities instead
of equations. [John, 1948, 5.187]

Idet Lagrange’s multiplier rule er et vaerktgj til ekstremumsbestemmelser
under bibetingelser givet ved ligninger, er forméalet med Johns artikel sile-
des at udvide dette veerktgj til ektremumsbestemmelser under bibetingelser
givet ved uligheder. Han fremheevede yderligere, at han kun vil betragte det
endeligdimensionale tilfeelde, altsa kun se p4 funktioner af endeligt mange
variable.

Matematikken

Artiklen kan deles op i to dele hver bestdende af to afsnit. Fgrste afsnit i
forste del behandler spgrgsmaélet om ngdvendige betingelser for et minimum,
og i andet afsnit udledes tilstraekkelige betingelser for et minimum. Anden
del omhandler to geometriske anvendelser af teorien udledt i fgrste del.

Ngdvendige betingelser for minimum

I det fglgende er R en delmengde af R". R’ er en delmengde af R bestemt
af et system af uligheder med parameter y:

G(z,y) > 0,

hvor G er en reel funktion, der er defineret for alle z € R og alle ‘veerdier’
af parameteren y. F' er en funktion med reelle veerdier defineret pd R. Fritz
John ledte efter betingelser, som et punkt z° i en meengde R’ skal opfylde,
for at

M = F(z°) = min F(z).

z€R’
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For at opné tilstreekkelig generalitet antog han yderligere, at ‘veerdierne’ af
parameteren y lgber over en mengde af punkter S i et rum H. Dermed er
G(z,y) defineret i mangden R x S [John, 1948, s.187-188]. Det vil fremg8 af
anvendelserne, hvorfor John valgte denne konstruktion med en parameter y
og ‘parameter maengde’ S.?

John indskreaenkede sig til at betragte tilfeeldet, hvor S (‘parametermazeng-
den’) er en kompakt maengde i et metrisk rum H. Derudover forlangte han,
at F(z) og G(z,y) er kontinuerte og har kontinuerte partielle afledede F; og
G; af 1. orden med hensyn til koordinaterne z; for punktet z = (z,,... ,z,)
[John, 1948, 5.188].

Med disse indskrzenkninger formulerede Fritz John sin satning om
ngdvendige betingelser for et minimumspunkt som fglger :

Theorem I. Lad z° veere et indre punkt i R og tilhgre mengden R’ af
punkter z i R, som opfylder bibetingelserne G(z,y) > 0 for alle y € S. Antag
yderligere, at

0y _ .
F(z°) = min F(z).

Sé findes der en endeliy maengde af punkter, y',....y°, i S og tal,
Aoy A1, ... 5 As, thke alle lig med nul, sdledes at

G(z%y) =0 for r=1,...,s
Ao >0, )\1>0,...,/\3>0,

0<s<n,

og endelig sédledes at funktionen

$(z) = JoF(z) = Y_MG(e,y")

r=1

har et kritisk punkt i z°, det vil sige, at de partielle afledede er nul i z°:

#:(z°) =0 for i=1,...,n.

[John, 1948, 5.188-189]

2Ge 5.184.
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John lod S’ betegne delmeengden af S, for hvilken G(z°,y) = 0 for alle

y € 5, alts& meengden af aktive bibetingelser. F'(z,z) betegnede differen-

tialet Y ., Fi(z)z; af funktionen F, og G'(z,z,y) betegnede differentialet

ie1 Gi(z,y)z; af funktionen G. Det vil fremgé af fglgende gennemgang af

Johns bevis, at kernen i hans bevis var at vise, at det homogene, linezere
ulighedssystem i 2z

F'(z%2) <0, G'(z°2,y)>0 foralle ye S,

ikke har nogen lgsninger.

Inden jeg gir igang med Johns bevis, vil jeg fgrst komme med nogle
bemeerkning om den baerende ide i hans bevis sammenlignet med Karushs:
Intuitivt er det klart at systemet

(%) Z Fi(z%)z < 0, Z Gi(z% y)zi > 0 foralle y e &'
i=1 i=1 .
ikke har nogen lgsning z = (z1,... ,2,). Man kan ikke finde en retning z at

ga i, saledes at den retningsafledede af F i z° for denne retning z er mindre
end nul, samtidig med at den retningsafledede af G i 2° i den samme retning
z er positiv for alle y € S’. Thi i modsat fald ville vi kunne g& i denne z-
retning og dermed na et punkt z, hvor F(z) < F(z°), samtidig med at dette
punkt z ville tilhgre mulighedsomradet, hvilket ville stride mod, at z° er et
minimumspunkt blandt punkter i mulighedsomradet.

Det minder meget om Karushs fremgangsmade. Karushs ‘veerktgj’ var
Farkas’ Lemma, og for at kunne anvende det viste Karush®, at ¢';(z% 2) > 0

for i = 1,... ,m automatisk ville sikre, at f'(z° 2) > 0, hvilket jo indebeerer,
at systemet ¢’;(z%,z) > 0 for : = 1,...,m, f'(z°2) < 0 ingen lgsninger
z=(z1,...,2y,) har.

Nu til Fritz Johns bevis. Han benyttede ikke Farkas’ Lemma, men andre
lignende resultater fra konveksitetsteorien; resultater som han var fortrolig
med gennem arbejder af bl.a. Dines og Stokes. Hertil introducerede Fritz John
det, Stokes kaldte for de representative punkter hgrende til ulighedssystemet

Z Fi(2%)z < 0, ZGi(mo,y)zi >0 foralle ye S,
=1 =1
hvorved forstds punkterne

g=(-Fi(z%,... ,=Fu(z), p, = (G:(z%y),... ,Gn(2%y)) for ye s,
3%e 5.168
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det vil sige koefficienterne i ulighedssystemet [Stokes, 1931]. Fra konveksitets-
teorien vidste John, at ‘ikke-eksistensen’ af en lgsning til ulighedssystemet
medfgrer, at der ikke findes nogen plan ) 7, cju; = 0, siledes at alle de
repraesentative punkter ligger i det ene af de to &bne halvrum 23?:1 cu; >0
eller 377, cju; < 0, thi hvis der fandtes en sddan plan ) c;u; = 0, ville
koefficienterne (c;);er (eller deres modsatte) udggre en lgsning til uligheds-
systemet [Dines, 1936, s.355]. '

John kunne saledes slutte, at maengden Y bestéende af de repreesentative
punkter ikke ligger i1 et abent halvrum begrenset af en hyperplan gennem
origo, men s& ma origo tilhgre det konvekse hylster af > [John, 1948, 5.191].
Fra Bonnesens og Fenchels arbejder var det kendt, at nér 3 er en afsluttet og
begrenset meengde, vil ethvert punkt i det konvekse hylster af ) tilhgre et
simplex med hjgrner i meangden selv, det vil sige med hjgrner i > [Bonnesen
og Fenchel, 1934, s.9]. Bonnesens og Fenchels bevis for dette resultat viser,
at man kan veelge et af hjgrnerne vilkarligt i ), og Fritz John valgte ¢ til at
veere dette hjgrne. Med andre ord gzelder der alts4, at origo kan opfattes som
tyngdepunkt for s + 1 ikke-negative masser (s < n) placeret dels i g, dels i s
andre punkter i ).

Fritz John oversatte dette geometriske resultat til analytiske udtryk og
fik dermed eksistensen af endelig mange punkter y',... ,y* 1 S’ samt s + 1
skalarer Ao, A1,... , s, sdledes at

>0, A >0, ..., A>0, 0<s<n,

og? saledes at

0=—XF(z%) + > AGi(z%y) for i=1,...,n,

r=1

hvilket betyder, at funktionen
$(z) = doF(z) = ) MG(z,y)
r=1

har et kritisk punkt i z°.

Tilbage star at bevise at ulighedssystemet (*) rent faktisk ikke har nogen
lpsninger. Fritz John gav et indirekte bevis herfor. Fandtes der nemlig en
lgsning z til (*), sa ville der findes positive stgrrelser § og ¢, siledes at

F'(z,2) < —e, G'(z,2,y)>4 foralle z€ X.°, yeS.

4At Fritz John far det til s+ 1 ikke-negative masser (s < n) i stedet for n+1 skyldes, at
han smider dem veek, hvor massen er 0. Dermed opnér han, at A° > 0, mens de resterende
A1, A2, ..., As, 8 < 0 er positive.
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Det vil altsd sige, at ulighedssystemet (*) ville holde skarpt veek fra 0 ikke
blot i z° og y € S’, men i en hel omegn X.° af z° og en hel ‘omegn’ S.'
af §'.° Eksistensen af ¢ og d viste han igen ved at fgre et indirekte bevis.
Han betragtede folger i R, S og S’ og udnytte kompaktheden af S samt
kontinuiteten af G, F' og G'.

For passende positive ¢ og § var John saledes i besiddelse af en vurdering
af F' og G’ for visse y 1 S’. For at f4 en vurdering af G uden for 5.’ bemaerkede
han, at der findes en konstant p = u(e) > 0, siledes at

G(z%y) > u

for alle y, der ligger i S men uden for S.’, thi G(z°,y) er ikke-negativi S, og
G er kun lig med 0 for y € §', og G er kontinuert pa S, som er kompakt.

Idet z° er et indre punkt i R, og F, G.er C* funktioner, fik John af Taylors
formel med restled, at for tilstraekkelig lille, positivt ¢ er

F(z°+t2) = F(z°) + tF'(z° + 6tz, 2)

G(z° + tz,y) = G(2°,y) + tG'(z° + Otz, z,y)

hvor 8 € (0,1).
" John gnskede at vurdere p& F(z°+tz) og G(z°+tz,y). Hertil valgte han
t sa lille, at der dels geelder

dels

t- max |G'(z,z < u.
yeS,zeX¢°I (z,2,9)| < p

Dermed fik han F(2°+tz) vurderet op ved F(z°) og G(2°+ tz,y) vurderede
han > 0 for alley € S.’, og for y i S. Uden for S.’, vurderede han G(z° +
tz,y) > 0 ved hjzlp af konstanten y samt valget af .

Hermed fik John, at punktet z° + ¢z tilhgrer mulighedsomradet, samtidig
med at F(z° + tz) < F(z°), hvilket strider mod antagelsen om, at z° er et
minimumspunkt. Dette gav den gnskede modstrid, og John kunne konklu-
dere, at ulighedssytemet (*) vitterlig ikke har nogen lgsninger.

SJohn definerede disse omegne pa falgende made: Lad S,’ betegne maengden af alle
punkter fra S, som har afstand < ¢ fra et punkt i S/, og lad X0 vaere mangden af alle
punkter i R, som har afstand < ¢ til z° [John, 1948, 5.189].
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Anvendelserne

Anden halvdel af artiklen er viet to geometriske anvendelser. Idet disse anven-
delser er vigtige i diskussionen om Fritz Johns arbejde i forhold til ikke-linezer
programmering, samt viser sig at afslgre en hel del om den kontekst, Johns
arbejde blev til i, vil jeg her redeggre ganske kort for de to anvendelser.

Kugle med minimal radius

Den fgrste anvendelse drejer sig om mindste, afsluttede kugle indeholdende
en begrznset maengde S i1 R™. Med mindste kugle mente John en kugle
med minimal radius. Han var ikke interesseret i at vise eksistensen af en
sddan afsluttet kugle med mindste radius, idet han vidste fra et arbejde af
Blumenthal og Wahlin, at en sidan findes i det tilfeelde, hvor S indeholder
mere end ét punkt [Blumenthal og Wahlin, 1941]. Fritz John valgte da ogsd
straks at antage, at S indeholder mindst to forskellige punkter.

John oversatte problemet, s& saetningen om ngdvendige betingelser for
eksistens af minimum under ulighedsbibetingelser kunne komme i sving ved
at karakterisere kugler i R™ pa fglgende made:

En kuglei R™ er givet ved £ = (z1,... , Zm41), hvor (z1,... , Tm)
er kuglens centrum, mens z,,4; er kvadratet pa kuglens radius.
Den funktion, der skal minimeres, er da

F(a:) = Tm+1,

hvor minimum skal sgges blandt mengden af alle z opfyldende
ulighederne

m

G(z,y) = Tmy1 — Z (z; —y:)? >0 foralle yes.

i=1

Ulighedsbetingelserne sikrer, at der kun kan komme kugler i betragtning, som
opfylder, at ligegyldigt hvilket punkt y € S der kigges pé, s& vil y’s afstand
ind til kuglens centrum (z1,...,2n,) veere mindre end kuglens radius zm41,
altsd minimum sgges blandt kugler, der indeholder S.

I bibetingelserne erstattede John S med S, idet enhver afsluttet kugle der
indeholder S, ogs& vil indeholde afslutningen S. Idet der findes et minimums-
punkt z°, gav setningen om ngdvendige betingelser for minimum John, at
der ogsa findes s punkter (s < m + 1)

v,...,y° €S,



Fritz Johns artikel 185

samt s + 1 skalarer

saledes at:

(*) )\o=i:)\r, Z/\ )=0 for i=1,.

r=1

og

() i1 — Z (2% - ,1f,~)2 =0 for r=1,...,s

=1

samt endelig
20, A>0,...,X>0,

hvor (*) fglger af, at funktionen

®(z) = Ao F(z Z,\G z,y")

r=1

har en kritisk veerdi i z°, mens (**) fglger af, at de s y-punkter alle giver
aktive bibetingelser.

Fra disse betingelser, som ngdvendigvis ma veere opfyldt i dette tilfeelde,
udledte John, dels at Ag > 0, og dermed er der tale om det, Karush ville
kalde et ‘normalt’ tilfeelde®, dels at enhver kugle, som indeholder punkterne
vh, ... ,y° har radius > /z%,41, hvor ‘=" kun gzlder, hvis kuglens centrum
er (xol, . 2% ). Herfra udledte Fritz John yderligere, at den mindste kugle,
som mdeholder 3, er entydigt bestemt og er den mindste kugle indeholdende
punkterne y',... ,4° € S.

Derudover benyttede John de ngdvendige betingelser til at regne pa for-
holdet mellem diameteren D for S og radius R for den mindste kugle inde-

holdende S.

Ellipsoide med minimalt rumfang

Kuhn brevvekslede med Fritz John under forberedelserne til udarbejdelsen af
hans historiske essay i ikke-linezer programmering. Ifglge Kuhn fortalte John
i den anledning, at baggrunden for det arbejde, der fgrte til ‘Kuhn-Tuckers’

5S¢ 5.168.
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szetning, var et forsgg pé at vise, at randen af en kompakt, konveks meengde
S 1 R™ ligger mellem to homotetiske ellipsoider [Kuhn, 1991, 5.93], [Kuhn,
Interview]. I den anden anvendelse viser John dette resultat, og nedenstiende
citat er det fgrste tegn i artiklen pa, at anvendelserne spiller en anden rolle
end blot som illustration af hans szetning om ngdvendige betingelser for et
minimum under ulighedsbibetingelserne. Anvendelserne har en berettigelse i
sig selv:

We are here again more interested in deriving significant proper-
ties of the minimum ellipsoid than in actually “determining” it in
terms of S. [John, 1948, 5.199]

Han antog derfor ogsa, at den meengde S, der er tale om, ikke er indeholdt i en
hyperplan, thi med denne forudszetning kan det nemt vises, at der eksisterer
en ellipsoide med mindste rumfang indeholdende S [John, 1948, 5.198]. Pa
samme méde som i tilfeeldet med kuglen ‘oversatte’ John problemet til et
problem om at minimere en funktion under visse ulighedsbibetingelser givet
ved en parameter y. Idet eksistensen af en minimumsellipsoide er afklaret,
gelder de ngdvendige betingelser, og John kunne som i det tidligere eksempel
vise, at skalaren Aq er positiv, og han er dermed igen i et normalitetstilfzelde.
Han var ud fra de ngdvendige betingelser i stand til at regne sig frem til, at

... the ellipsoid of least volume containing S is at the same time
the ellipsoid of least volume containing the points al,.. .,y of
the boundary of the convexr hull of S, where s < = ";'*'3 . [John,
1948, s. 201]

Herfra fortsatte han med at udlede generelle sztninger om afsluttede, kon-
vekse meengder:

If K is the ellisoid of smallest volume containing a set S in E,,
[R™)], then the ellipsoid K’ which is concentric and homothetic to
K at the ratio 1/m is contained in the convez hull of S. [John,
1948, s. 202]

Herfra fik han, at

any closed convez surface lies between two concentric homothetic
ellipsoids of ratio= X. [John, 1948, s. 202]
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Motivation og inspiration

Den titel Fritz John gav artiklen, samt det form3l” han indledte sin intro-
duktion med, efterlader det indtryk, at han var interesseret i samme slags
sporgsmal som Karush. Dette indtryk forsteerkes yderligere i resten af Johns
introduktion, idet det fremgar, at han havde visioner for videreudviklingen
af problemstillingen:

From the point of view of applications it would seem desirable to
eztend the method used here to cases, where the functions involved
are not necessarily differentiable, or where they do not depend on
a finite number of independent variables. [John, 1948, 5.187]

Det er lidt underligt, synes jeg, at han i titel og introduktion s& steerkt frem-
heever det resultat, der to ar senere blev kendt som Kuhn-Tuckers sztning.
~ For det forste var det ‘program’, som John lagde op til i sin introduktion, al-
lerede udfgrt i Chicago i 1930’erne. Den udvidelse af problemstillingen, som
han omtalte i slutningen af introduktionen, hgrer under variationsregning
med uligheder som bibetingelser, og i lyset af hvor kendt ‘Chicago skolen’
i variationsregning var pa det tidspunkt, er det usandsynligt, at John ikke
skulle have haft kendskab til dette arbejde, hvis hans interesse 18 inden for
variationsregning. For det andet er der i Johns artikel ikke en eneste hen-
visning til variationsregning eller til artikler inden for variationsregning. Det
kan ikke have veeret hans hensigt, at dette arbejde skulle betragtes som et
bidrag til variationsregning.

Det skal nok snarere opfattes som et bidrag til konveksitetsteorien. John
har selv givet udtryk for, at hans inspiration og motivation for det forelig-
gende arbejde skal sgges i artiklens to anvendelser, og de kommer begge to fra
konveksitetsteorien. Det fremgar af henvisningerne i artiken, at John tidli-
gere havde beskaftiget sig med spgrgsmal i relation til disse, dels i et arbejde
fra 1936 dels i en artikel publiceret i 1942 [John, 1936, 1942]. I den fgrste
betragtede han spgrgsmalene for m = 2, det vil sige i R?, og i den anden for
generelle m. Dertil kommer, at John var bekendt med Felix Behrend, som
han havde mgdt i Cambridge, England i 1934. Behrend havde i to artikler
fra hhv. 1937 og 1938 gennemarbejdet problemstillingen for m = 2 [Behrend,
1937, 1938]. En af Johns studerende ved University of Kentucky, Olin B.
Ader, behandlede problemstillingen for m = 3 i artiklen An Affine Invariant
of Conver Regions, et arbejde som blev udfgrt under Johns vejledning [Ader,
1938].

"Citeret s.179.
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Formaélet med de to anvendelser var ikke at bestemme minimumspunkter,
de tjente snarere til udledelse af generelle sztninger om afsluttede, konvekse
mangder og deres relationer til ellipsoider.

Et sidste argument for, at Johns arbejde rettelig hgrer hjemme i konvek-
sitetsteorien, er karakteren af de henvisninger, der er i artiklen. Mens der i
fgrste del neesten ingen henvisninger er, er der masser af henvisninger i anden
del, og de er alle til konveksitetsteori.

Konklusion

Hvilken status har da denne udvidelse af Lagranges multiplikatorregel i Fritz
Johns arbejde? Han var generelt set ikke interesseret i ekstremumsbestemmel-
ser for funktioner af endelig mange variable underlagt ulighedsbibetingelser,
hvilket i gvrigt ogsé kan ses af, at han aldrig senere udviklede de vaerktgjer el-
ler teorier, som han pegede pa i artiklens introduktion. Han har udelukkende
benyttet det som et redskab til at udlede generelle resultater om konvekse
maengder, sdledes som det klart fremgar i hans sidste anvendelse om mindste
ellipsoide.

Den made, John formulerede sztningen om ngdvendige betingelser for
ekstremum p4, understgtter pdstanden om, at resultatet udelukkende havde
interesse som veerktgj for andre, mere interessante problemstillinger inden
for konveksitetsteori. Hans ‘parametermengde’ er for eksempel helt oplagt
dikteret af de to anvendelser. Formuleringen af seetningen er skruet sddan
sammen, at den kan bruges direkte pa de to geometriske anvendelser. Det
forklarer ogsd, hvorfor John overhovedet ikke kommer i bergring med det
feenomen, der i Kuhns og Tuckers fremstilling hed constraints qualification, og
i Karushs hed normalitets betingelser. De to anvendelser, John behandlede,
rejste overhovedet ikke dette problem. De er nemlig begge to eksempler pa
det ‘normale’ tilfzelde, altsa for dem begge geelder, at multiplikatoren hgrende
til den funktion, der skal optimeres, er forskellig fra 0.

John har sandsynligvis ikke betragtet sit arbejde som et bidrag til det, der
senere blev ikke-lineaer programmering. Han har tilsyneladende heller aldrig
gjort krav pa prioritetsanerkendelse, efter at Kuhn og Tucker blev bergmte
pa deres resultat. Det var fgrst med Kuhns historiske artikel, hvori Kuhn
‘intend to set the record straight’, at Johns resultat blev almindeligt kendt og
optaget i reekken af klassikere inden for ikke-linezer programmering.

Det star stadig tilbage at forklare, hvorfor Fritz John valgte denne frem-
stillingsform i artiklen med hovedvzegt pa seetningen i stedet for pa anven-
delserne. Det kan vare et udtryk for en typisk matematisk fremstillingsform:
fprst preesenteres det generelle resultat og derefter anvendelser heraf. Det kan
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ogsé veere, at han har haft en ide om, at der var anvendelsesmuligheder. I
introduktionen motiverede han resultat ud fra et muligt anvendelses gjemed
‘From the point of view of applications ...’ [John, 1948, s.187]. Det kan ogsa
veere, at forklaringen ligger i afvisningen fra tidsskriftet Duke Mathematics
Journal®

8Ved henvendelse til tidsskriftet fik jeg oplyst, at der ikke fandtes referee rapporter fra
sd lang tid tilbage.




Kapitel 11

Analytisk mekanik

Fritz John karakteriserede sin artikel som en udvidelse af Lagranges multipli-
katorregel til situationer, hvor bibetingelserne er givet ved uligheder i stedet
for ligninger. I Karushs og Kuhns og Tuckers artikler fremkommer multi-
plikatorerne via Farkas’ Lemma, der var det vigtigste hjeelperedskab i deres
beviser for ngdvendige betingelser for eksistens af et minimum. Hvordan heen-
ger disse elementer sammen historisk? Hvad er Lagranges multiplikatorregel,
hvor kommer den fra, og hvad har den at ggre med Farkas’ Lemma? Har
man tidligere forsggt at udvide Lagranges multiplikatorregel? Og hvis Kuhn-
Tuckers szetning er en udvidelse af Lagranges multiplikatorregel, har den s
veeret bevist endnu tidligere?

I dette kapitel vil jeg undersgge disse spgrgsmal, og det vil blive klart, at
svarene vaever sig sammen og danner et mgnster, der afspejler en historie, der
bringer os ind i en helt ny verden - nemlig analytisk mekanik. Dette er egent-
lig ikke seerlig overraskende, idet analytisk mekanik er et omride, hvor man
langt tilbage i tiden har behandlet problemstillinger, der minder om dem, der
behandles i ikke-linezer programmering, nemlig ligevaegtsproblemer for syste-
mer underlagt bibetingelser givet ved ligninger. I dette kapitel vil det blive
klart, hvordan denne historie udvidede sig til ogsd at omhandle problemstil-
linger, hvor bibetingelserne var givet ved uligheder. Det vil blive afdzekket,
hvilken rolle Lagranges multiplikatorregel og Farkas’ Lemma spillede heri,
samt diskuteret, hvilke konsekvenser det far for ikke-lineser programmerings
historie.

191
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Det virtuelle arbejdes princip - et mekanisk li-
gevaegtsprincip

Det virtuelle arbejdes princip er et af de fundamentale principper i analytisk
mekanik!. Det er et ligeveegtsprincip for mekaniske systemer og siger, at et
givet mekanisk system vil veere i ligevaegt, hvis og kun hvis det virtuelle ar-
bejde af de anvendte krafter er nul. Formuleret i nutidige termer kan man
teenke sig, at der er givet et antal ydre kraefter F;, ..., F,®, som virker
pa systemets punkter Py,..., P,. Det virtuelle arbejde af kraften F@ er da
lig med prikproduktet F;(®).8r;, hvor ér; er en virtuel forskydning af punktet
P,. En virtuel forskydning er en vilkarlig forskydning, som blot skal opfylde,
at den ikke bryder de bindinger, der er pa systemet. En sddan forskydning
kaldes virtuel for at adskille den fra en faktisk forskydning af systemet, som
kan foregd i et tidsinterval dt. En virtuel forskydning er siledes ikke ngd-
vendigvis en naturlig beveegelse for systemet, men blot en ‘tzenkt’ beveegelse,
som dog skal opfylde de bindinger, systemet er underlagt. Det virtuelle ar-
bejdes princip siger s, at betingelsen, for at systemet er i ligeveegt, er, at det
virtuelle arbejde af de ydre kreaefter er nul:

F]_(a) . 57'1 + FQ(G) . (57‘2 + R = Fn(a) ° 67"71 =0.

Det virtuelle arbejdes princip er formuleret for reversible forskydninger,
det vil sige for systemer, hvor bibetingelserne er sidan, at hvis en virtuel
forskydning ér kan forekomme, s& kan ogsd den modsatte forskydning —dr
forekomme. Det betyder, at det mekaniske system udelukkende er underlagt
bindinger, der kan formuleres som ligninger.

Lagranges multiplikatorregel

Det virtuelle arbejdes princip eller principe des vitesses virtuelles, som det
oprindelig blev kaldt, kan spores tilbage til Johann Bernoulli. Det blev senere
udvidet og generaliseret af Lagrange i hans store veerk Mécanique analitique
fra 1788, hvori det indgdr som et axiom. Lagrange formulerede ogsd den
sakaldte Lagranges multiplikatorregel, som var en metode til at finde en stabil
ligeveegt for et mekanisk system.

Lagrange betragtede et system af punkter med koordinaterne z,y, z, 2/,
Y, 2',..., underlagt et endeligt antal bibetingelser L =0, M =0, N =0,...,
hvor L, M, N,... er funktioner af de variable z,y, z, =’, ¥/, 2/,... [Lagrange,
1788, s.69]. I den fglgende redeggrelse for Lagranges ide vil jeg indskreenke

1Dette afsnit bygger pa [Goldstein, 1981], [Feynman et al, 1964] samt [Lanczos, 1986].
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mig til at betragte et system bestdende af et enkelt punkt p = (z,y,2)
pévirket af en kraft P = (Xp,Yp, Zp) og underlagt en enkelt bibetingelse
L = 0.2 Stgrrelsen, AdL, () er en konstant) har en naturlig fysisk fortolkning
som ‘bindingskrefter’. Inkluderes denne i systemet, bliver det totale moment

Xpdz+ Ypby + Zpdz+ AdL = 0,

hvor 8z, by, dz er den virtuelle forskydning af punktet p.

Ved at inkludere bibetingelsen som en kraft, systemet er pavirket af, op-
naede Lagrange et frit system, hvor dz, dy, dz er uafhengige. Ligeveegtsbe-
tingelsen bliver da, at:

oL
Oz

oL
Oy

oL

Xpéx + A 5

dz + Ypby + A=—08y + Zpdz+ \=—déz=0.

Idet éz, 8y, 6z er uafthzengige, bliver ligeveegtsbetingelsen, at

L
(*) Xp+>\g—x=0, Yp+)\%§=0, Zp-i—)\%f—:(), L=0.

Lagrange gav ikke noget (matematisk) bevis for sin multiplikatorregel,
men han udviklede den i forbindelse med mekaniske ligevaegtsproblemer, og
som sddan har den en oplagt fysisk fortolkning. For at systemet kan veere
i ligeveegt, ma bibetingelsen producere en kraft, som dels star vinkelret pa
fladen L = 0, dels afbalancerer kraften P. Det vil sige, at

0L 0L 0L

’\(%’ a_ya 5)

repraesenterer bindingskraften, og for at systemet er i ligeveegt, det vil sige
for at afbalancere P, skal (*) gelde.

Idet stabil ligeveegt for et mekanisk system er ensbetydende med lokalt
minimum for den potentielle energi®, handler disse problemstillinger alts om
ekstremum under bibetingelser givet ved ligninger, og i sin bog Théorie des
fonctions analytiques fra 1797 formulerede og udledte Lagrange multiplika-
torreglen for ekstremumbestemmelser under bibetingelser i den almindelige
differential- og integralregning. I den kontekst vil man sige, at Lagranges mul-
tiplikatorregel giver en ngdvendig betingelse for eksistensen af et ekstremum
under bibetingelser givet ved ligninger.*

Den fglgende udleegning af Lagranges tekst bygger pa [Fraser, 1992].

31 de tilfelde, hvor der eksisterer et potential, hvilket er tilfeldet for konservative
kraefter.

“For en nutidig formulering henvises til [Adams, 1995, 5.722].
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Lagrange formulerede ogsd multiplikatorreglen for variationsregning i
1797, men gav dog ikke noget bevis for den pa dette tidspunkt. Udledningen
kom fgrst i 1806 i Lecons sur le calcul des fonctions, hvori han i forbindelse
med en udvidet behandling af variationsregning gav en detaljeret udledning
af multiplikatorreglen [Fraser, 1996a, kap.4, s.12-13].

En mand -og hans ulighed

I ikke-linezer programmering er bibetingelserne givet ved uligheder. Lagran-
ges multiplikatorregel handler om ekstremum under bibetingelser givet ved
ligninger og udprang af overvejelser vedrgrende stabil ligeveegt for mekaniske
systemer underlagt bindinger givet ved ligninger, som igen er underordnet
princippet om det virtuelle arbejde. Dette princip blev som naevnt formule-
ret for reversible forskydninger. Ulighederne kommer ind i billedet i 1798 med
publiceringen af Fouriers artikel Mémoire sur la statique contenant la démon-
stration du principe des vitesses virtuelles et la théorie des moments [Fourier,
1798]. Her udvidede Fourier princippet til irreversible forskydninger, det vil
sige til mekaniske systemer underlagt ulighedsbibetingelser. Denne udvidelse
kaldes i dag for Fouriers ulighed, og det er, s& vidt man ved, forste gang der
behandles problemer med ulighedsbibetingelser.

Man ved ikke, hvorfra Fourier fik inspirationen til denne udvidelse. Méske
var det blot en grundig gennemlaesning af Lagranges Mécanique analytique®,
der gjorde ham opmeerksom pé, at Lagrange udelukkede forskydninger, der,
selv om de ikke opfyldte bibetingelsesligningerne, ikke brpd med systemets
bindinger. Ostrogradsky formulerede det saledes i 1838:

..., ce grand géométre a incomplétement énuméré les déplacements
possibles dans la plupart des questions de la premiére partie de
la Mécanique analytique, et il est facile de reconnaitre que les
déplacements qu’il a négligé de considérer, ne sont empéchés par
aucune condition,.... [Ostrogradsky, 1834, 5.130]

De forskydninger, Lagrange lod ude af betragtning, var preecis de irreversible
forskydninger.

Fouriers formal med arbejdet var at udvide princippet til ogsa at geelde
for irreversible forskydninger. I stedet for ‘det virtuelle arbejde’ betragtede
han le moment de la force [Fourier, 1798, 5.479], hvilket blot resulterede i et

51 forsteudgaven af Lagranges veerk om analytisk mekanik fra 1888 staves “analytisk”
med i: analitique. I senere udgaver staves det med y: analytique.
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fortegnsskift.® Fourier argumenterede sig i artiklen frem til folgende formu-
lering af ligevaegtsbetingelsen for systemer underlagt ulighedsbibetingelser:

Nous avons trouvé dans les articles précédents que la valeur du
moment des forces qui se font équilibre se réduit toujours a zéro,

ou, plus généralement, qu’elle est nulle ou positive. [Fourier, 1798,
5.494|

Den moderne formulering af Fouriers ulighed siger, at et system er i ligeveegt,
hvis og kun hvis det virtuelle arbejde af de ydre kreefter er mindre end eller
lig med nul, det vil sige nul eller negativ.

Fouriers arbejde fra 1798 er interessant af to grunde. For det fgrste inddrog
han problemstillinger, hvori der indgar uligheder som bibetingelser, og for det
andet fgrte denne udvidelse, Fouriers ulighed, som vi skal se, til nogle for ikke-
linezer programmerings historie meget interessante resultater, som Cournot
Ostrogradsky og Farkas kom frem til.

Cournot

Antoine-Augustin Cournot (1801-1877) er i dag kendt for at vaere den farste, -
der benyttede sig af matematik i udledningen af gkonomisk teori.” Hans
uddannelsesmaeessige baggrund ligger inden for matematik og fysik, og det
er ogsa her, hans vigtigste videnskabelige bidrag placerer sig. Han var bredt
orienteret og publicerede inden for emner som differentialligninger, mekanik,
sandsynlighedsregning, astronomi, filosofi og videnskabshistorie. Han opholdt
sig 1 Paris, hvor han i 1829 blev docteur és sciences. I drene 1823 til 1833
arbejdede han som anmelder pa Baron de Férussacs review tidsskrift Bulletin
universel des sciences et de 'industrie. Cournot var hovedsagelig optaget af
administrative jobs, fgrst som rektor for universitet i Grenoble, derefter som
rektor i Dijon.

I 1827 publicerede han artiklen Extension du principe des vitesses virtu-
elles au cas ou les conditions de liaison du systéme sont exprimées par des
inégalités [Cournot, 1827]. Heri udledte Cournot Fouriers ulighed p4 ny, det
vil sige, han udvidede de virtuelle hastigheders princip til mekaniske syste-
mer underlagt ulighedsbibetingelser. Han har tilsyneladende veeret uvidende
om Fouriers arbejde fra 1798, men han kendte til et andet arbejde af Fourier
om uligheder, Solution d’une question particuliére du calcul des inégalités fra
1826 [Fourier, 1826], som han anmeldte i Férussacs tidsskrift i 1826 [Cournot,
1826].

%Se [Prékopa,1980, 5.530], [Franksen, 19851, s.143).
"De biografiske oplysninger er fra [Prékopa, 1980] og [Franksen, 1985111].
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Cournots artikel falder i to dele: Fgrst udledte han Fouriers ulighed ved at
inddrage bibetingelserne, idet han ophaevede en bibetingelse ved at erstatte
den med en kraft [Cournot, 1827, s.167-168]. I anden del behandlede han et
konkret, mekanisk eksempel fra Lagranges Mécanique analitique, men formu-
lerede det med ulighedsbibetingelser. For dette eksempel udledte Cournot
ngdvendige betingelser for ligeveegt og indsd, at multiplikatorerne var ikke-
negative. For dette konkrete eksempel udvidede Cournot sdledes Lagranges
multiplikatorregel til ulighedsbibetingelser [Cournot, 1827, 5.169-170].8

Ostrogradsky

Mikhail Vasilevich Ostrogradsky (1801-1862) behandlede Fouriers uligheds-
princip i to artikler, begge publiceret i 1838, men den ene blev praesenteret
for akademiet i Paris allerede i 1834.

Ostrogradsky var en bergmt, matematisk orienteret fysiker fra Rusland.
Han blev fgdt i Ukraine i 1801, men rejste i 1822 til Paris for at studere. Her
tilbragte han arene 1822 til 1828 og kom via de offentlige mgder i akademiet
i kontakt med den tids elite inden for matematik og fysik, folk som Cauchy
og Fourier. Iseer Fourier fik stor betydning for den unge Ostrogradsky, der
senere omtalte Fourier som sin mentor [Franksen, 19851, s.141]. Ostrograd-
sky er i dag mest kendt for sit arbejde inden for potentialteori og partielle
differentialligninger, men det, der er af interesse her, er to artikler, han skrev
om ligevaegt for mekaniske systemer. Den ene har titlen Considérations géné-
rales sur les moments des forces [Ostrogradsky, 1834). Den blev presente-
ret for akademiet i St. Petersborg i 1834, men blev fgrst publiceret i 1838.
Den anden, Mémoire sur les déplacements instantanés des systémes assu-
Jjettis a des conditions variables [Ostrogradsky, 1838], behandler dynamiske
systemer. Heri anklager Ostrogradsky géométres for blot at reproducere La-
granges arbejde, der er intet nyt kommet siden Mécanique analytiqgue. Han
er den eneste, sdvidt han ved, der har bidraget med lidt nyt i artiklen fra
1834, og med denne artikel fra 1838 vil han udlede de generelle ligninger for
dynamik [Ostrogradsky, 1838, s.565]. I det fglgende vil jeg behandle de dele
af den fgrste af de to artikler, som er relevante for Kuhn-Tuckers satning.

Ostrogradskys artikel fra 1834

Formalet med Ostrogradskys artikel var med hans egne ord, at:

8For yderligere diskussion af Cournots arbejde henvises til [Prékopa, 1980] og [Franksen,
1985I11].




Ostrogradsky 197

..., d’ezposer l’analyse relative & ’emploi du principe des vitesses .
virtuelles considéré dans toute sa généralité et de compléter la
solution de plusieurs questions traitées dans la premiére partie de
la Mécanique analytique. [Ostrogradsky, 1834, s.130]

Han ville med andre ord ggre Lagranges’ arbejde tidssvarende.

Ostrogradsky henviste ikke til Fourier, men der er ingen tvivl om, at
han kendte Fouriers arbejde fra 1798, hvori Fourier praesenterede denne ud-
videlse af princippet. Dels er der et sammenfald af formuleringer, der, som
oprindeligt pdpeget af Franksen [Franksen, 19851, 5.140], ikke kan veere en
tilfeeldighed, dels var der en teet forbindelse mellem Fourier og Ostrogradsky.
At Ostrogradsky ikke henviste til Fourier kan skyldes, at Ostrogradsky pa
dette tidspunkt ansd denne udvidelse for almen viden. Han undrede sig for
eksempel over, at Lagrange ikke inddrog den i sin nyeste udgave af Mécanique
analytique [Ostrogradsky, 1834, s.130].

Ostrogradsky lod P, @, R, ... betegne de krafter, der virker p3 et system.
Det totale moment i forhold til en eller anden forskydning er da, som hos
Fourier, lig med

Pdp+Qdq+ Rdr + ... ..
Ligeveegtsbetingelsen for systemet er
Pdp+ Qdg+ Rdr+...<0

for enhver tilladt forskydning. Han lod derefter L, M, ... betegne systemets
bindinger, det vil sige de bibetingelser, der adskiller tilladte forskydninger fra
forskydninger, der ikke kan forekomme uden at bryde systemets bindinger. I
Lagranges tilfzelde var dL = 0, men da Ostrogradsky betragter bibetingelser,
der kan beskrives som uligheder, kan han ikke slutte dL = 0, dM = 0,...,
men blot at dL, dM, ... kun kan skifte fortegn i det tilfeelde, hvor man gar
fra tilladte til ikke tilladte forskydninger [Ostrogradsky, 1834, s.131].

Ostrogradsky argumenterede derefter for, at man kan lave et koordinats-
kift. Han indfgrte sdkaldte generaliserede koordinater. I stedet for at betragte
dp, dq, dr,... introducerede han nogle andre variationer d¢, dn, d(,..., som
er funktioner af dp, dq, dr, ..., og hvis antal naturligvis skal veere det samme
som antallet af de oprindelige variable. Idet nu dL, dM,... er funktioner
af dp, dg, dr, ..., kan man jo, argumenterede Ostrogradsky, lade dem vzere
de fgrste af de nye, generaliserede koordinater®. Ved at omskrive det hele til
disse nye koordinater fik han det totale moment skrevet pa formen

ML+ pdM + ...+ Ad€+ Bdn+Cd¢ + ...,

SHeraf falger, at Ostrogradskys udledning kun kan bruges p4 systemer, hvor antallet af
bibetingelser ikke overstiger antallet af variable.
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og ligeveegtsbetingelsen er da, at
ML 4+ pdM + ...+ Adf + Bdn+ Cd¢ +... <0

for enhver tilladt forskydning [Ostrogradsky, 1834, s.131].

Ostrogradsky pointerede herefter, at dL, dM, ... nok kan blive lig med 0,
men de kan ikke skifte fortegn, hvorimod d¢, dn, d¢, ... er fuldsteendigt uaf-
heengige. Derfor kan man ved at variere p4 disse opn4, at det totale moment

AL + udM + ...+ Adt + Bdy + Cd( + ...

kan blive bade positivt og negativt. Det betyder, konkluderede Ostrogradsky,
at det totale moment kun kan undgéd fortegnsskift under samtlige tilladte
forskydninger, hvis Adé + Bdn+ Cd{+... = 0 for alle d¢, dn, d( ..., hvilket
kun kan forekomme, hvis A=B=C=...=0.
Dermed opnéede Ostrogradsky, at det totale moment Pdp+ Qdq+ Rdr +
. er ligmed AdL + pdM + ..., alts3

Pdp + Qdg + Rdr + ... = ML + udM + ...

for alle tilladte forskydninger. Da dL, dM,... ikke kan skifte fortegn, kan
ligeveegtsbetingelsen (det totale moment mindre end eller lig med nul) kun
forekomme, hvis skalarerne A, y,... har modsat fortegn af de tilhgrende
bindinger dL, dM, ... [Ostrogradsky, 1834, s.132].

Ostrogradsky endte séledes med at konkludere, at

... les conditions de l’équilibre d’un systéme quelconcque seront
erprimées

1™° par Uéquation

0=Pdp+Qdg+ Rdr + ...+ AdL + pdM + ...

qui doit avoir lieu pour tous les déplacemens imaginables,

29 par la condition que les quantités A, u,... aient respective-
ment les mémes signes que les différentielles dL, dM, ... pour les
déplacemens possibles. [Ostrogradsky, 1934, 5.132-133]

Er man i den situation, at der eksisterer et potential V, det vil sige, hvis
man har, at P = —%, = —%, R = —%%,..., kan man i dag sige, at
det at finde ligeveegt er det samme som at minimere den potentielle energi
V. Et argument for, at Ostrogradsky her bade har formuleret og argumen-
teret for det, der i dag kaldes ‘Kuhn-Tuckers’ seetning, sdledes som Franksen
haevder i [Franksen, 19851,1I], m& krzeve, at man har en sddan fortolkning og
‘oversattelse’ af Ostrogradskys arbejde i baghovedet. Fra et matematikhisto-
risk synspunkt vil jeg mene, det er noget af en overfortolkning at tilleegge
Ostrogradsky Kuhn-Tuckers sztning.
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Farkas

Det blev den ungarske fysiker Gyula Farkas (1847-1930), der bragte grund-
laget i orden for denne udvidelse af Lagranges multiplikatorregel til ligeveegt
for mekaniske systemer underlagt ulighedsbibetingelser. Farkas, som ofte ses
omtalt med fornavnet Julius, blev fpdt den 28. marts 1847 i Sarosd i Ungarn
[Brentjes, 1976a, s.21]. Farkas kan videnskabeligt set bedst karakteriseres som
teoretisk fysiker. Hans matematiske arbejder, som Farkas’ Lemma om linezere
ulighedssystemer, udsprang af fysiske problemstillinger.

Henvisninger til Farkas’ Lemma er for det meste til hans bergmte artikel
publiceret i 1901, Theorie der einfachen Ungleichungen, hvori han beviste
Farkas’ Lemma om linezere ulighedssystemer [Farkas, 1901]. Men denne ar-
tikel er blot en forbedret og omarbejdet udgave af tidligere artikler, der ge-
nerelt set handler om det algebraiske grundlag for Fouriers ulighedsprincip i
mekanik.

Den fgrste af disse artikler Uber die anwendungen des mechanischen Prin-
ctps von Fourier blev publiceret i 1895 i Mathematische und Naturwissens-
chaftliche Berichte aus Ungarn [Farkas, 1895]. Her formulerede Farkas for
fprste gang det resultat, der senere gik over i historien som Farkas’ Lemma.
Farkas’ udgangspunkt i artiklen er analytisk mekanik. Han redegjorde for
forskellen mellem det almindelige ligevaegtsprincip for reversible forskydnin-
ger og Fouriers ulighedsprincip for irreversible forskydninger, og han gav i
indledningen en meget interessant kommentar til disse to principper:

... die Anwendung des Gleichheits-Princips seit Lagrange [ist] blofs
eine Sache der reinen Analysis und insbesondere ein Problem der
Aufldsung von Gleichungen,... .

Mit dem Ungleichheits-Princip ist es nicht so weit gekommen.
[Farkas, 1895, 5.264]

Han havde saledes en klar erkendelse af, at Fouriers ulighedsprincip métte
kunne behandles i en matematisk ramme af homogene, lineare uligheder.
Han nezevnte Ostrogradskys arbejde, som han siledes var bekendt med, men
bemarkede blot, at Ostrogradskys metode kun kan benyttes i de tilfzelde,
hvor antallet af bindinger ikke overstiger antallet af variable.

Farkas’ mél var at frembringe en generel metode, som kunne bruges p alle
typer af problemer, ligegyldigt hvordan forholdet mellem antal bibetingelser
og antal variable var. Han formulerede det selv pd fglgende made:

Der Hauptzweck vorlz"égender Arbeit ist zu erweisen, dass mit ei-
ner passenden Modifikation die. Methode der Multiplikatoren von
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Lagrange auch auf das Fourier’sche Princip ibertragen werden
kann. [Farkas, 1895, s.266]

Et hovedformal, der i forblgffende grad minder om Fritz Johns!

Farkas’ arbejde adskiller sig fundamentalt fra Cournots og Ostrogradskys,
ikke blot hvad angar generaliteten, men iseer fordi han bekymrede sig om det
matematiske grundlag for de fysiske udledninger af ligevaegtsbetingelserne.
Han startede nemlig sin artikel med

... eine algebraische Einleitung iber die homogenen linearen Ung-
leichheiten als mathematische Grundlage der weiteren Betrach-
tungen. [Farkas, 1895, 5.266]

Denne ‘algebraiske indledning’ bestar af det, der i dag kaldes Farkas’ Lemma.

Farkas’ Lemma

Farkas betragtede et system af homogene, linezre uligheder:

R1 =A1u+B1v+... Z 0

Ry=Ayu+Byv+... > 0

hvor u, v,... er de ubekendte. Han tilfgjede si en ekstra ulighed
(*) Ry = Aou+ Bow +... > 0.

Han kaldte uligheden (*) ny i forhold til ulighedssystemet, hvis lgsnings-
meengden til ulighedssystemet zendrer sig, hvis (*) inkluderes i ulighedssyste-
met. Hvis enhver ulighed i ulighedssystemet er ny 1 forhold til det resterende
ulighedssystem, kaldte Farkas ulighedssystemet for et stamsystem.

Farkas’ Lemma sagde sa, at hvis en ulighed (*) ikke er ny i forhold til
ulighedssystemet, s findes ikke-negative multiplikatorer A;, Ag,..., saledes
at

Ry =MR; + R+ ...

Dette resultat anvendte han derefter pa4 et mekanisk system underlagt
bibetingelserne

(]
~
&
I
R
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hvor éq reprzesenterer de virtuelle forskydninger.

Ifglge Fouriers ulighedsprincip er ligeveegtsbetingelsen, at det totale mo-
ment er ikke-positivt for enhver tilladt forskydning:

ZQ&J <0.

For at kunne benytte sit algebraiske resultat om homogene, lineaere uligheder
omskrev Farkas problemstillingen til udelukkende at omhandle uligheder:

Y Fsqg > 0,) Gig>0,...

-Y Féqg > 0,-) Gég>0,...

> 8ég = 0,> Tég>0,...
T - Z Q6q20 ..........................................

En ngdvendig betingelse for ligeveegt er saledes, at uligheden (**) skal veere
opfyldt for alle tilladte forskydninger dq, det vil sige for alle forskydninger
opfyldende ulighedssystemet bestdende af bibetingelserne. Farkas kunne da
bruge sit lemma til at slutte, at dette kun er tilfeeldet, hvis der findes ikke-
negative multiplikatorer, saledes at koefficienterne ) kan skrives som linezere
kombinationer af koefficienterne F, G,..., = F, —-G,..., S, T,.... Idet Far-
kas kaldte disse ikke-negative multiplikatorer for

¢,7 ¢I"" 7¢”’ ¢”,"' 7A7 l‘t"" b
fik han séledes, at der skal geelde, at

—Q = ¢F+y¢'G+...—¢'F—y¢"G— ...+ XS +uT +...
= (¢ =¢"VF+ @ =¢")G+...+AS+uT +....

Farkas indsa saledes klart, at det matematisk set handler om homogene,
linezere uligheder. Det er ogsd dette aspekt, han fokuserede pé i de neeste
artikler, han skrev om emnet, hvor han bl.a. viste nogle hjelpesztninger,
som han ikke viste i den fgrste artikel fra 1895 [Farkas, 1897, 1899]. I det
tredje arbejde fra 1899 forenklede han beviset for Farkas’ Lemma [Farkas,
1899]. Det hele mundede ud i Theorie der einfachen Ungleichungen fra 1901,
som er en afhandling om linezr ulighedsteori, et pa dette tidspunkt stort set
ikke-eksisterende emne [Farkas, 1901]. Det er ogsé til dette arbejde, at alle
senere referencer henviser.
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Diskussion

Fourier udvidede ligevaegtsproblemer i mekanik til ligeveegtsproblemer for
mekaniske systemer underlagt ulighedsbibetingelser. Dermed blev der skabt
en 3bning for udvikling af teorier omhandlende nogle af de problemer, som
ikke-linezer programmering beskaftiger sig med. Matematisk set drejer det
sig bl.a. om ulighedsteori, og Fourier var, sa vidt det vides, den fgrste, der
forsggte at udlede en matematisk teori for uligheder. Man ved ikke med
sikkerhed, hvad der inspirerede ham hertil, men det er hgjst teenkeligt, at hans
udvidelse af det virtuelle arbejdes princip inden for mekanik fungerede som
inspirationskilde. Grattan-Guinness peger ogsé pa Fouriers opmalingsarbejde
i Egypten som en mulig inspirationskilde [Grattan-Guinness, 1970, s.361].
Fourier publicerede i 1820’erne sit arbejde om uligheder, et arbejde der pa
ingen made var feerdigt [Fourier, 1826, 1827a, 1827b, 1831)]. I hans sidste bog
Analyse des équations déterminées, som blev trykt efter hans dgd, findes en
synopsis, hvori han beskrev sine intentioner for det samlede veerk [Fourier,
1831]. Det var hans mening, at bogen skulle besté af syv bgger, hvoraf

... le septiéme et dernier livre, ou expose les principes de [’analyse
des inégalités. Cette partie de notre ouvrage concerne un nouveau
genre de gquestions qui offrent des applications variées d la géo-
métrie, a lanalyse algébrique, & la mécanique et a la théorie des
probabilités. [Fourier, 1831, s.75]

Han dgde, inden han kunne feerdigggre arbejdet, der kun bestar af de to fgrste
af de syv planlagte bgger. I Fouriers samlede veerker kan man af Darbouxs
kommentar fa et indtryk af, hvordan man i 1890, altsd 60 ar senere, s& pa
Fouriers visioner for ulighedsteori. Darboux fandt, at Fourier tillagde denne
nye teori ‘une importance qu’il est permis, aujourd’hui, de trouver un peu
ezagérée’ [Fourier, 1890, side VI].

Grattan-Guinness fortolker Fouriers visioner om en nouveau genre de qu-
estions som en forlgber for linezer programmering :

Fourier had a complete understanding of the basic ideas of linear
programming, which he regarded as “a new type of question” refer-
red to as “the analysis of inequalities”. [Grattan-Guinness, 1994,
5.49]

Denne udleegning af Fouriers arbejde skal nok ses i lyset af, at uligheds- og
konveksitetsteori udger en veesentlig del af det matematiske grundlag for savel
linezer som ikke-lineser programmering. Men ligefrem at tilleegge Fourier en
fuldsteendig forstelse for ideerne bag liner programmering er nok at tage
munden for fuld.
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Den franske matematikhistoriker Hourya Sinaceur fortolker Fouriers ulig-
hedsarbejde som forhistorie til en helt anden matematisk disciplin, nemlig
algebraisk geometri:

Real algebraic geometry may be viewed as the 20th-century real-
ization of the new analysis Fourier envisioned. [Sinaceur, 1998,
s.11]

Fouriers arbejde og dets betydning har siledes veeret fortolket ret forskelligt
alt efter hvilke ‘briller’, det er blevet laest med.

Jeg finder Fouriers ulighedsarbejde interessant, fordi det giver anledning
til den udvidelse af analytisk mekanik, som jeg har gjort rede for i dette ka-
pitel. Ostrogradskys og Farkas’ arbejder har rod direkte i Fouriers arbejde.
Franksen og Prékopa har i deres artikler fortolket Cournots, Ostrogradskys
og Farkas’!? behandling af ligeveegtsspgrgsmalet som et spgrgsmal om at mi-
nimere den potentielle energi (i situationer, hvor der eksisterer et potential)
[Franksen, 19851 11], [Prékopa, 1980]. Det ma vare i et sddan lys, man skal
forstd deres konklusioner om, at Kuhn-Tuckers szetning i ikke-lineaer pro-
grammering kan findes hos Cournot, Ostrogradsky og Farkas. Det er min
opfattelse, at en sddan konklusion kun kan nds gennem anakronistisk histo-
rieskrivning.

Disse tidlige arbejder af Fourier, Cournot, Ostrogradsky og Farkas havde
ikke nogen direkte indflydelse p& udviklingen af ikke-linezer programmering.
Farkas’ Lemma optreaeder ganske vist som et vigtigt hjeelpeveerktg]j, men i en
version hvor det er fuldsteendigt lgsrevet fra analytisk mekanik og ligeveegts-
problemer. En lgsrivelse der blev startet af Farkas selv i hans artikel fra 1901
Theorie der einfachen Ungleichungen, hvor bade titel og indhold udelukkende
refererer til abstrakt ulighedsteori [Farkas, 1901]. Kun i introduktionen er der
ganske fa bemaerkninger om, at en undersggelse af Fouriers ulighedsprincip i
analytisk mekanik krzever kendskab til homogene linezre uligheder.

10Franksen ser kun pa Cournot og Ostrogradsky.



Kapitel 12

Teorier for multiple opdagelser

Feenomenet multiple opdagelser er ikke nogen ny opfindelse i naturvidenskabs-
historiens historie. Det har veeret observeret og diskuteret langt tilbage i tiden
og er blevet taget op igen med jevne mellemrum, hvilket har fiet sociologen
Robert K. Merton til at karakterisere hypotesen om multiple opdagelser som -
en ‘self-exemplifying hypothesis’ [Merton, 1961, s.352]. Savel videnskabshi-
storikere som videnskabssociologer har funderet over og behandlet multiple
opdagelser, men hvor historikerne som regel har haft en historisk interesse
er sociologernes zerinde som oftest at udvikle en sociologisk teori for natur-
videnskabernes udvikling.

Mit formal med at inddrage et aspekt af multiple opdagelser i forbindelse
med Kuhn-Tuckers saetning har veeret at forstd baggrunden for den historiske
kendsgerning, at et matematisk resultat (Kuhn-Tuckers sztning) pé et givet
tidspunkt og i en given sammenhzng kan blive bergmt og give anledning
til et nyt matematisk forskningsomrade; mens et tilsvarende resultat, der af
fagfolkene opfattes som samme resultat, udviklet pa naesten samme tidspunkt
men i en anden sammenhzng ikke udlgste nogen reaktion.

- Min historiske beskrivelse og analyse af de forskellige beviser for ‘Kuhn-
Tuckers’ szetning kan opfattes som et case-study af en multipel opdagelse
1 matematik og kan dermed bidrage til en gget forstielse af dette aspekt i
matematikkens udvikling.

I dette kapitel vil jeg diskutere det multiple aspekt af Kuhn-Tuckers saet-
ning i ikke-linezer programmerings historie i en videnskabssociologisk ramme
af teorier for multiple opdagelser. Med afszet i denne diskussion samt med
baggrund i min historiske bearbejdelse af de forskellige versioner af Kuhn-
Tuckers seetning vil jeg i neeste kapitel diskutere, hvorfor de forskellige ver-
sioner af Kuhn-Tuckers setning fik s3 vidt forskellig indflydelse p& matema-
tikkens udvikling.

I det fglgende kommer der derfor fgrst en kort beskrivelse af nogle ud-
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valgte sociologers teori for multiple opdagelser i forbindelse med en socio-
logisk teori for naturvidenskabelige opdagelser!. Derefter diskuterer jeg mit
eget historiske arbejde med Kuhn-Tuckers szetning i forhold til disse teorier.

Naturvidenskabssociologi

Multiple opdagelser?, det vil sige forskellige videnskabsfolks uafhengige op-
dagelse af det samme videnskabelige resultat®, er et ofte observeret feenomen
i naturvidenskabernes historie. Nogle gange er opdagelserne sket med fa da-
ges mellemrum, andre gange er der giet bade 10, 20, 30 eller endnu flere ar
imellem. Nogle af de forste, der pa en systematisk made undersggte feenome-
net sociologisk, var amerikanerne William F. Ogburn og Dorothy S. Thomas.
I 1922 publicerede de essayet Are Inventions Inevitable?, hvori de pa basis
af 148 tilfzelde af multiple opdagelser gjorde sig til fortalere for, at multiple
opdagelser er et generelt aspekt af naturvidenskabernes udvikling [Ogburn og
Thomas, 1922]. Dermed mindskes den enkelte forskers rolle i udviklingen af
naturvidenskaberne, thi hvis multiple opdagelser er reglen snarere end und-
tagelsen, har den enkelte forskers indsats ikke den store betydning, idet hans
eller hendes opdagelser, i tilfzelde af at forskeren ikke havde eksisteret, blot
ville veere blevet opdaget af en anden forsker. I Ogburns og Thomas’ teori
skabes videnskabelige opdagelser séledes ikke af genier, men af et samspil
mellem faktorer som tilstraekkeligt kvalificerede forskere, kulturel forbere-
delse og socialt behov. De fornzgter ikke, at man som individ kan have visse
nedarvede evner, men som de skriver:

... 1t must receive the necessary cultural training and it must be
applied. The problem has to be seen, its solution socially desi-
red and the ability must be trained and stimulated to attack the
problem. [Ogburn og Thomas, 1922, 5.92]

De mener, at den eneste faktor, som spiller en afgsrende rolle for naturviden-
skabelige opdagelser, er den kulturelle forberedelse af forskerne. Opdagelser

1Mikael Larsens speciale, Den Hemolytiske Plaque-Test -samtidige opdagelser og det
partikulere-, indeholder en udferlig litteraturliste til videnskabssociologiske artikler om
multiple opdagelser samt en diskussion af nogle af disse [Larsen, 1996].

2Jeg har oversat ordet multiple discovery med multipel opdagelse. Jeg vil i det folgende
benytte ordet ‘opdagelse’ uden at tage yderligere stilling til om og i hvilken forstand
matematiske sztninger opdages eller opfindes.

SEt af problemerne ved teorier for multiple opdagelser er at karakterisere, hvornar
videnskabelige resultater er ‘det samme’ resultat. I neste kapitel vil jeg diskutere denne
problematik i forhold til Kuhn-Tuckers sztning.
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er nemlig afhzengige af akkumulationen af viden, og det er kulturens udvik-
ling, der er bestemmende for, hvilken viden der er tilrddighed pé et givet
tidspunkt. P& denne baggrund konkluderer de, at opdagelser i realiteten bli-
ver uundgaelige. '

Robert K. Merton

Robert K. Merton er uden tvivl en af de forskere, der har haft stgrst betyd-
ning for udviklingen af naturvidenskabssociologi [Barnes, 1972]. Han indtager
ogsa en central plads, nér det drejer sig om teorier for multiple opdagelser,
idet al senere forskning i emnet tager udgangspunkt i hans arbejde. Essen-
sen af hans forskning inden for multiple opdagelser fremgar af hans artikel
Singletons and Multiples in Science fra 1961 [Merton, 1961]. Heri argumen-
terer han for en hypotese om, at multiple opdagelser ikke blot er et ‘odd or
curious or remarkable’ aspekt af udviklingen af naturvidenskabelige opdagel-
ser, men derimod det dominerende mgnster [Merton, 1961, 5.356]. Det er de
enkeltstdende opdagelser, det vil sige opdagelser, der kun er gjort én gang i
videnskabshistorien, som er undtagelserne, der kraever speciel forklaring, en
forklaring der ifglge Merton vil ende med at vise, at enkeltstdende opdagelser
i virkeligheden er multiple:

... the hypothesis states that all scientific discoveries are in prin-
ciple multiples, including those that on the surface appear to be
singletons. [Merton, 1961, 5.356]

Merton medgiver, at denne hypotese ved forste gjekast kan forekomme neer-
mest oprgrende, men at den dels er ‘held much of the time by working sci-
entists’, dels at ‘beviserne ligger lige for hdnden og kan indsamles i hobevis’
[Merton, 1961, s.357].

Han giver derefter ti forskellige men relaterede argumenter for, at hans
hypotese er fornuftig nok. For det fgrste peger han pd den store klasse af
enkeltopdagelser, som senere viste sig at veere genopdagelser af resultater
fundet i tidligere arbejder, som enten var upublicerede eller publicerede men
svaert tilgeengelige. De naeste seks af hans argumenter kan slas sammen under
overskriften ‘kommet i forkgbet’, idet de alle gar pa tilfeelde, hvor forskeren
af den ene eller anden &rsag bliver opmerksom pé, at en anden er kommet
ham eller hende i forkgbet. Dropper forskeren projektet, er det et eksempel
pa en enkeltstdende opdagelse, der i virkeligheden var en potentielt multipel
opdagelse. Publicerer forskeren alligevel sit resultat, optraeder der som oftest
en typisk fodnote af formen ‘Since completing this experiment, I find that
Woodworth (or Bell or Minot, as the case may be) had arrived at this con-
clusion last year and that Jones did so fully sizty years ago’ [Merton, 1961,
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5.358]. Mertons sidste tre argumenter er af en anden slags. De drejer sig alle
om den maéde, forskere opfgrer sig pad. Merton pastar, at forskeres méde at
opfgre sig pa vidner om en underliggende tro pé, at alle naturvidenskabelige
opdagelser er potentielle multiple opdagelser. Han bygger dette pa de mange
tilfeelde, hvor forskere prgver at gardere sig mod at blive ‘overhalet indenom’
af andre forskere ved omhyggeligt at datere noter og private optegnelser, at
cirkulere ufuldstzendige udgaver af deres arbejde samt ‘laekke’ oplysninger
om deres ideer til venner og bekendte. Er forskerne ikke selv opmzrksomme
pé ngdvendigheden heraf, skorter det ikke pa eksempler, hvor andre, venner
eller kollegaer, har advaret forskerne om muligheden og faren for at blive
overhalet. At det er s& vigtigt for forskerne ikke at blive overhalet skyldes, at

the culture of science puts a premium not only on originality but
on chronological firsts in discovery, this awareness of multiples

understandably activates a rush to ensure priority. [Merton, 1961,
5.361]

Ligesom Ogburn og Thomas slutter Merton, at dette udviklingsmgnster
for naturvidenskabelige opdagelser (at alle opdagelser i princippet er multi-
ple) afspejler naturvidenskabelig videns akkumulative natur. I modsatning
til Ogburn og Thomas nagter Merton dog at tage stilling i ‘striden’ mellem
teorier, der gir pd, at naturvidenskabernes udvikling er afheengig af enkelte
geniers indsats, og teorier, der fuldstandig underkender individets rolle:

shall we regard the course of science and technology as a conti-
nuing process of cumulative growth, with discoveries tending to
come in their due time, or as the work of men of genius who,
with their ancillaries, bring about basic advances in science? In
the ordinary way, these are put as alternatives: either the social
theory of discovery or the “heroic” theory. [Merton, 1961, 5.352]

Men Merton mener ikke, at hypotesen om multiple opdagelser som det altdo-
minerende mgnster 1 naturvidenskabelige opdagelsers udvikling ngdvendigvis
bgr resultere i en hypotese om, at naturvidenskabernes store genier er fuld-
steendig og aldeles uden betydning. I stedet foreslar Merton en integration
af de to teorier, thi ved at opfatte begrebet ‘videnskabeligt geni’ sociologisk
i stedet for psykologisk kan man i en saddan stgrre sociologisk ramme tage
hgjde for geniet. Hvad er det si, der karakteriserer det videnskabelige geni?
Ifplge Merton er videnskabelige genier preecis dem, hvis arbejde ender med at
blive genopdaget, ikke af en enkelt forsker, men af et helt hold af videnskabs-
folk. Genierne er séledes dem, der er involveret i flest multipler. Det vil med
andre ord sige, at Merton mener, at forskellen i genialitet mellem forskere
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er en kvantitativ stgrrelse. Jo mere intelligent man er, jo flere opdagelser og
Jo hurtigere vil man producere dem. Havde en genial forsker ikke eksisteret,
ville de samme opdagelser alligevel veere blevet gjort af mindre geniale for-
skere, det ville blot have taget leengere tid, og det ville have kraevet, at flere
forskere var involveret.

Don Patinkin

Som man naesten kunne forvente, kan en s3 radikal hypotese som Mertons -
at alle opdagelser i princippet er multiple - ikke & lov til at std uimodsagt.
Den er blevet kritiseret af bl.a. Don Patinkin i artiklen Multiple Discoveries
and the Central Message, hvor han med et eksempel fra gkonomi som case
study papeger to essentielle punkter, der efter hans mening ikke er ordent-
ligt behandlet i diskussionerne om uafhzngige multiple opdagelser: nemlig
en preecis definition af hvad det er, der er blevet opdaget, samt i hvilken
udstraekning opdagelsen er en del af forskerens centrale budskab - central
message [Patinkin, 1983, 5.306]. Hans pastand er, at adskillige sékaldte mul-
tiple opdagelser vil vise sig i virkeligheden at veere enkeltstdende, hvis de
underkastes en neermere analyse, hvori der dels gives en preecis definition af
opdagelsen, dels undersgges i hvilken udstreekning opdagelsen indgik i de pa-
staede ‘co-discoverers’ arbejde, det vil sige i hvilken udstraekning den indgik i
deres centrale budskab. Patinkin leegger meget vaegt pa begrebet central mes-
sage, og hans eget centrale budskab er, at en forsker ikke kan betragtes som
havende gjort en opdagelse, med mindre den er en del af hans eller hendes
central message.

Spergsmalet er s3, hvordan man identificerer en forskers centrale budskab.
Hertil har Patinkin felgende forslag

. the central message of a scientific work is announced by its
presentation early in the work (and frequently in its title) and
by repetition, either verbatim or modified in accordance with the
circumstances. [Patinkin, 1983, 5.314]

Patinkin giver to begrundelser for, hvorfor det er s vigtigt, at insistere p,
at opdagelsen skal indg3 i forskerens centrale budskab, for at forskeren kan
tilskrives opdagelsen. Den fgrste grund heenger sammen med det, videnskabs-
sociologerne kalder ‘the reward system of science’, hvori anerkendelse for ori-
ginalitet spiller en uhyre vigtig rolle. Det, at komme tzt pa en opdagelse
og sd at forstd dens fulde betydning, er to vidt forskellige ting, og skal det
naturvidenskabelige ‘reward system’ fungere pa en produktiv made, er det
vigtigt, at
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.. its rewards must go to the true discoverers: to those who bro-
ught about a cognitive change. [Patinkin, 1983, s.316]

Hans anden grund er ogsa relateret til naturvidenskab som en institution
for vidensudvikling. Nemlig det, at naturvidenskab er en offentlig og ikke en
privat affeere. Hermed mener Patinkin, at videnskabelige opdagelsers funktion
er at

stimulate a new research program on the part of colleagues in his
field of inquiry, for only in that way can the full scientific potential
of the discovery be efficiently exploited. [Patinkin, 1983, s.316]

Man kan derfor ikke give en forsker kredit for en opdagelse, hvis den ikke
er en del af forskerens centrale budskab. Det er kun, hvis forskeren selv er
opmearksom pa betydningen af sit arbejde, at hun eller han kan stimulere kol-
legaer til yderligere forskning i emnet. Med denne begrundelse ggr Patinkin
sig séledes til talsmand for, at man ogsé skal se pa i hvilken grad, opdagelser
influerer pa yderligere videnskabelig forskning.

Patinkins tese er, at anvender man hans kriterier for multiple opdagelser,
vil mange pastdede multiple opdagelser vise sig at vaere enkeltstdende, og
han tager dermed afstand fra teorier, der haevder, at den individuelle forsker
er uden betydning.

Susan E. Cozzens

Det sidste aspekt i teorier om multiple opdagelser, som jeg vil tage op her, er
den rolle, som sakaldte third parties spiller i etableringen af multiple opda-
gelser. Den amerikanske videnskabssociolog Susan E. Cozzens har behandlet
dette aspekt i forbindelse med et case study om opdagelsen af en receptor for
opiater. I 1973 blev der publiceret en rakke artikler om en mulig receptor i
hjernen, som specielt ville binde sig til en naturligt forekommende, morfin-
agtig substans [Latour, 1996]. Bagefter deltog tre forskellige forskergrupper
i jagten pa prioritetsanerkendelse for opdagelsen, og i bogen Social Control
and Multiple Discovery in Science: The Opiate Receptor Case undersgger
Cozzens spgrgsmalet om, hvordan opdagelsen bagefter blev anerkendt som
multipel. Hun fokuserer specielt p& den rolle, som ‘tredje part’ spiller, det vil
sige den rolle, folk, der ikke er direkte impliceret i opdagelsen, spiller i forbin-
delse med etableringen af anerkendelsen for opdagelsen. I Cozzens tilfzclde
var de tre involverede forskergrupper ikke selv i stand til at lgse konflikten,
og den blev i stedet lgst af third parties, som efterhdnden via referencer til
de centrale artikler afgjorde prioritetsstriden med lige kredit til hver af de
tre involverede forskergrupper. Cozzens undersggelse er siledes et eksempel
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p&, hvordan en after-the-fact process var ngdvendig for etableringen af en
multipel opdagelse; en proces, hvor ‘tredje part’ spillede den afggrende rolle
[Cozzens, 1989, 5.170].

Kuhn-Tuckers satning diskuteret i forhold til
disse teorier for multiple opdagelser

Grunden til at spgrgsmaélet om multipel opdagelse dukker op i forbindelse
med en undersggelse af ikke-lineaer programmerings historie er, at man i se-
kundeerlitteraturen kan laese at Kuhn-Tuckers setning tidligere var blevet
udledt af Ostrogradsky, Farkas, Karush og John [Franksen, 19851I1I], [Pré-
kopa, 1980], [Kuhn, 1972]. I forrige kapitel diskuterede jeg Ostrogradskys og
Farkas’ arbejde og konkluderede, at det er min opfattelse, at de ikke kan siges
at have udledt Kuhn-Tuckers saetning. Det stér stadig tilbage at undersgge,
hvordan det forholder sig med Karushs og Johns arbejder. Er Kuhn-Tuckers
seetning en tre dobbelt multipel opdagelse?

Mertons kriterium for multiplicitet er uafhengige opdagelser af samme
videnskabelige resultat. Karushs arbejde bygger pa Farkas’ Lemma, der som
vi har set var et vigtigt veerktgj, men efter 1901 er Farkas’ Lemma et resultat
om homogene uligheder og ikke et resultat om optimering under uligheds-
bibetingelser. Karushs resultat kan saledes betragtes som en uafhaengig op-
dagelse. Det samme ggr sig geldende for Fritz John. Han var ikke bekendt
med Karushs arbejde og benyttede heller ikke Farkas’ Lemma, men andre lig-
nende resultater om uligheder, udviklet i konveksitetsteori. Kuhn og Tucker
kendte ikke til Karushs arbejde, men de benyttede Farkas’ Lemma p& samme
méde som Karush, det vil sige som et resultat om homogene, linezere ulig-
heder. Men hvad med Fritz Johns arbejde? Kuhn og Tucker henviser faktisk
til hans arbejde ‘ Treating the vector u as a set of m nonnegative Lagrange
multipliers [10], form ..., (her er [10] en henvisning til Fritz Johns artikel i
Courants festskrift) [Kuhn og Tucker, 1950, s.484]. I et brevinterview* med
Kuhn fortalte Kuhn, at henvisningen til Fritz John var tilfgjet i korrektur-
leesningsfasen, og at arbejdet i gvrigt var udfgrt uden kendskab til Johns®.

‘email modtaget den 16. august 1995.

SDet forklarer den henvisningsfejl, der er i Kuhns og Tuckers artikel. Til{gjelsen af Johns
artikel til litteraturlisten andrede nummeringen af de sidste 4 emner i litteraturlisten. Inde
i selve artiklen er der ingen henvisningsfejl, men i litteraturlisten optraeder der 4 artikler
({4], [3], [7] og [9]), som alle er publiceret i Koopmans’ kongresberetning Activity Analysis
of Production and Allocation fra 1951 [Koopmans, 1951]. Inden tilfgjelsen af Johns artikel
optradte Koopmans’ kongresberetning som nr. [10] i litteraturlisten, og disse 4 artikler
i litteraturlisten henviser stadig til nr. [10], som i den publicerede version af Kuhns og
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Benytter man Mertons kriterium, er der sledes tale om tre uafheaengige op-
dagelser.

Benytter man Patinkins kriterier for multiplicitet, fir man et lidt mere
nuanceret billede. Ifglge Patinkin er det ikke nok, at opdagelserne er gjort
uafhaengige af hinanden. Man kan kun tilskrive en forsker kredit for en opda-
gelse, hvis opdagelsen indgar 1 forskerens centrale budskab. Karushs master’s
afhandling har titlen Minima of Functions of Several Variables with Inequa-
lities as Side Conditions, og hans sztning om ngdvendige betingelser for
eksistens af ekstremum indgdr i afhandlingens centrale afsnit, s3 benytter
man Patinkins krav om, at forskerens centrale budskab kan identificeres ved,
at den annonceres tidligt og ofte i titlen af arbejdet, er der ingen tvivl om, at
Kuhn-Tuckers sztning indgar i Karushs centrale budskab. Noget tilsvarende
gor sig geeldende for Fritz Johns arbejde. Han tilkendegiver bade i titel og
introduktion, at hans arbejde handler om Fkstremum Problems with Inequa-
lities as Subsidiary Conditions, og resultatet om ngdvendige betingelser for
ekstremum er det fgrste resultat, der vises. Det lever saledes op til Patin-
kins krav om central message. Kuhns og Tuckers arbejde lever ligeledes op til
dette krav. Det fremgar af titlen Nonlinear Programming, at deres arbejde
drejer sig om ikke-lineaer programmering. Det er fgrste gang, der optreeder
et arbejde, hvori dette ord indgar, men pa dette tidspunkt er lineezr pro-
grammering velkendt i de kredse, Kuhn og Tucker feerdedes i, s der kan ikke
herske tvivl om, hvilke matematiske problemkredse der falder ind under tit-
len. Kuhn-Tuckers szetning formuleres ogsé tidligt i arbejdet, og hele artiklen
omhandler forskellige aspekter af ikke-linezer programmering. Der er saledes
ingen tvivl om, hvad der er Kuhns og Tuckers centrale budskab.

Anvender man derfor udelukkende dette kriterium af Patinkin, kan man
igen konkludere, at der et tale om en multipel opdagelse. Men det er nu alli-
gevel lidt utilfredsstillende. Man sidder tilbage med en fglelse af, at historien
er mere kompliceret end det. Patinkins ide om central message kan ikke helt
indfange problemet, men hvis man diskuterer resultaterne i forhold til Patin-
kins ide om, at opdagelsers funktion er at stimulere til yderligere forskning
i emnet, kommer Karushs og Johns arbejder til kort. Karushs arbejde blev
ikke publiceret, og det gav heller ikke anledning til nogen ny forskning, det
havde som séddan ingen som helst indflydelse pa udviklingen af ikke-lineser
programmering. Johns arbejde form&ede heller ikke at stimulere nogen som
helst videre forskning i emnet. Patinkin opstillede ikke kravet om stimule-
ring af yderligere forskning i emnet som et kriterium for multipel opdagelse,
men det indgik i hans begrundelse for at opstille det centrale budskab som et
kriterium, der skal veere opfyldt, fgr man kan tale om multiple opdagelser.

Tuckers artikel er Fritz Johns arbejde og tkke Koopmans.
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Kuhn og Tucker opfylder til fulde hensigten bag Patinkins krav, idet Kuhns
og Tuckers artikel lancerede ikke-lineser programmering som nyt, matematisk
forskningsomréde. Inddrages denne hensigt i kravet til multiple opdagelser,
er Kuhn-Tuckers seetning saledes, i Patinkins forstand, ikke et eksempel pa
en multipel opdagelse, den tilhgrer ene og alene Kuhn og Tucker.®

Faktum er dog, at resultatet i dag tilskrives bade Karush, Kuhn og Tuc-
ker samt til en vis grad ogs& Fritz John. Dette skyldes indflydelse fra det,
Cozzens kalder for ‘tredje part’ samt fra Kuhn selv. Kuhn blev som tidligere
omtalt opfordret til at holde et historisk foredrag om de bergmte Kuhn-
Tucker betingelser. Under forberedelserne hertil stgdte han bl.a. pa fglgende
kommentarer i Akira Takayamas bog Mathematical Economics [Takayama,
1974):

... the theory of nonlinear programming when the contraints are
all in the form of equalities has been well known for a long time
- in fact, since Euler and Lagrange. The inequality constraints
were treated in o fairly satisfactory manner already in 1939 by
Karush. [Takayama, 1974, s.61, note 5]

Nezt to Karush, but still prior to Kuhn and Tucker, Fritz John
considered the nonlinear programming problem with inequality
constraints. [Takayama, 1974, 5.100]

Denne anerkendelse af Karushs og Fritz Johns resultater fra Takayama fik
Kuhn til at kontakte Karush og Fritz John. Desveerre har jeg ikke Kuhns brev
til Fritz John, men som citeret tidligere tilskriver Kuhn i et brev til Karush
prioriteten til Kuhn-Tucker betingelserne til Karush. I sin historiske artikel
gar Kuhn dog ikke helt s& langt. Her afholder han sig fra at diskutere prio-
ritetsspgrgsmalet, men diskuterer bdde Karushs og Johns arbejder. Herefter
kan man ofte i leerebgger se Kuhn-Tuckers sztning omdgbt til Karush-Kuhn-
Tuckers szetning, og Fritz Johns resultat optraeder ofte som en selvstzndig
seetning under navnet Fritz Johns sztning. Det fremgéar af Karushs svar til
Kuhn, at Magnus Hestenes fra Chicago tidligere havde opfordret Karush til
at ggre verden opmeerksom pé sit arbejde. Ogsad Kuhn modtog derefter breve
fra third parties [Bellman, 1975, brev, 11 febr.]".

Man kan sdledes med Cozzens teorier for, hvordan multiple opdagelser
efterfglgende etableres og anerkendes, her se et eksempel, hvor ‘tredje part’
har betydning for etableringen af en multipel opdagelse, selv om en af de
involverede parter, Kuhn, selv indgik i third parties.

81 kapitel 13 diskuteres Patinkins andet essentielle punkt, nemlig spgrgsmélet om hvad
det pracis er, der er blevet opdaget.
7Se kapitel 9.
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Konklusion

I introduktionen til dette kapitel skrev jeg, at mit formal med at inddrage et
aspekt af multiple opdagelser i forbindelse med Kuhn-Tuckers sztning var
at forsta, hvorfor tre matematiske resultater, der i dag opfattes som veerende
samme resultat, og som blev udviklet inden for en forholdsvis kort tidsperi-
ode, blev tillagt sa forskellig betydning. Ingen opfordrede Karush til at pub-
licere sit resultat, Johns blev afvist af Duke Mathematics Journal, men blot
to ar senere startede Kuhns og Tuckers et nyt matematisk forskningsomrade.

Jeg ma nok konkludere, at de forskellige videnskabssociologiske teorier for
multiple opdagelser, som jeg i dette kapitel har diskuteret det multiple aspekt
af Kuhn-Tuckers szetning i, ikke har kastet meget lys over dette spgrgsmal.
Grunden hertil er nok, at de sociologiske teorier primart er ude efter at
forsta og opstille kriterier for prioritetsanerkendelse. I naeste kapitel, der er
konklusionen péa anden del af athandlingen, vil jeg diskutere betydningen af
de forskellige kontekster et resultat udvikles i. Det er min opfattelse, at dette
kan vzere et bud pa en mere frugtbar ramme at diskutere det multiple aspekt
i med henblik pa at opnd indsigt i, hvorfor de forskellige versioner af Kuhn-
Tuckers seetning fik s& forskellig modtagelse i det videnskabelige miljg og sa
forskellig indflydelse p4 matematikkens udvikling.



Kapitel 13

Konklusion

I dette kapitel konkluderer jeg p& anden del af afhandlingen Kuhn-Tuckers
setning: en multipel opdagelse? Jeg diskuterer her spgrgsmalet om kuhn-
Tuckers setning og multiple opdagelser ud fra betydningen af de forskellige
kontekster szetningerne blev udviklet i. Til sidst peger jeg pa disse betragt-
ningsmaéder, som nyttige analyse redskaber for matematikkens historie.

Kontekstens betydning

Patinkins kriterie om central message indfanger ikke fuldsteendigt mit spgrgs-
mal i forhold til Kuhn-Tuckers sztning og multiple opdagelser. For eksempel
blev Karushs og Johns arbejder ikke ‘overset’ fordi resultatet ikke indgik som
et centralt budskab, men snarere fordi ‘budskabet’ ikke var centralt i forhold
til den faglige -og maske ogsad den sociologiske- kontekst, deres arbejder blev
udviklet i. Patinkin pegede ogsd pa et andet aspekt, som han mener ofte
bliver underspillet i diskussioner om multiple opdagelser, nemlig hvad det
preecis er, der er blevet opdaget. Det er min opfattelse at man ikke kan give
entydige svar pd sddanne spgrgsmal, de vil athzenge af den kontekst man
betragter resultatet i.

I det fglgende skelner jeg mellem en matematisk kontekst, og en sociolo-
gisk kontekst. Inden for den matematiske kontekst er der en yderligere op-
deling, idet jeg taler om ‘ren matematisk indhold’ og ‘den faglige kontekst’.
Med ‘ren matematisk indhold’ hentyder jeg til, at man betragter en matema-
tisk seetning uden for den matematiske disciplin den er udviklet i, man ser
isoleret pa satningen og forholder sig saledes ikke til seetningens betydning
inden for et bestemt matematisk omréde. Med ‘den faglige kontekst’ mener
jeg den matematikfaglige ssmmenhaeng en szetning optreeder i. I diskussionen
nedenfor bergrer jeg inden for den sociologiske kontekst for Karushs vedkom-
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mende en lokal, institutionel kontekst og for Kuhns og Tuckers vedkommende
en mere global, samfundsmeessig kontekst.

Karushs og Fritz Johns arbejder blev udviklet med under 10 ars mellem-
rum, og kun to ar efter publiceringen af Johns arbejde offentliggjorde Kuhn
og Tucker deres arbejde. I dag opfattes de tre resultater af fagfolk alle som
Kuhn-Tuckers satning. Kuhn omtaler dem i sit historiske essay som ‘den
samme sztning’ [Kuhn, 1972]. I mange leerebgger i ikke-linezer programme-
ring kaldes resultaterne i dag for Karush-Kuhn-Tuckers sztning, og Johns
sztning, opdelingen i to seetninger skyldes Johns manglende regularitets-
betingelse. Baggrunden for denne opfattelse er en analyse af de forskellige
resultater i forhold til ‘ren matematisk indhold’, og en analyse der tager ud-
gangspunkt i den matematiske indsigt, man har i dag. I en sddan analyse
forspger fagfolkene at sortere forskellene veek og fokusere pa lighederne. De
betragter resultaterne lgsrevet for den sammenhzng de blev udviklet i, i en
nutidig viden om, at de alle kan benyttes til at udtale sig om den samme
problemstilling inden for ikke-linezer programmering, nemlig ngdvendige be-
tingelser for eksistens af ekstremumspunkter for funktioner af endelig mange
variable underlagt ulighedsbibetingelser. Som det er blevet pointeret i de
respektive kapitler, er der mindre forskelle i deres formulering af problemet:
Karush og Kuhn og Tucker betragtede kun endelig mange bibetingelser, mens
Fritz John opererede med uendelig mange bibetingelser. Karush og Fritz John
ledte efter minimumsveerdier, mens Kuhn og Tucker sggte efter maksimum.
I selve formuleringen af Kuhn-Tuckers sztning er der ogsé forskelle: Karushs
og Johns er nesten ens, mens Kuhns og Tuckers skiller sig ud, idet de om-
formulerede sztningen til ngdvendige betingelser for det tilhgrende saddel-
punktsproblem. Betragtet som enkeltstdende matematiske resultater, det vil
sige inden for ‘ren matematisk indhold’, er hovedforskellen, at Fritz John ikke
har nogen normalitetsbetingelse, hvilket betyder, at man i Johns tilfaelde kan
risikere, at multiplikatoren hgrende til den funktion man gnsker at optimere,
kan ga hen og blive 0.

Et af de punkter, jeg i indledningen pegede pa som motiverende faktor
for min undersggelse af ikke-linesr programmerings historie, var den forskel-
lige modtagelse, det tilsyneladende neesten identiske matematiske resultat
fik: Karush viste det i 1939, men hans arbejde blev aldrig offentliggjort, Fritz
Johns blev publiceret i 1948, efter fgrst at veere blevet afvist af Duke Mat-
hematics Journal, og to ar efter, i 1950, viste Kuhn og Tucker setningen,
og ud af det udkrystaliserede der sig et nyt forskningsomrade. Det er min
tese, at dette forhold skyldes de forskellige matematikfaglige kontekster, de
tre artikler blev til i.

Karushs arbejde blev, som det fremgér af kapitel 9, udviklet inden for
variationsregning. Det var en endeligdimensional udgave af en forskningsret-
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ning, man pa det tidspunkt var dybt involveret i p& matematisk institut i-
Chicago, nemlig variationsregning med uligheder som bibetingelser. I denne
faglige kontekst var Karushs arbejde blot et lille hjgrne, som ikke kan have
haft den store, nyskabende interesse. Set i denne sammenheng er det hel-
ler ikke underligt, at Karush har normalitetsbetingelsen med i sit arbejde.
Det var meget naturligt i variationsregning. Dette kan ogsa give et bud pa
den omstzndighed, at Karush ikke blev opfordret til at publicere sin ma-
ster’s athandling. Den bgd ikke pad noget, der kunne siges at veere virkelig
interessant i variationsregningskredse. Et andet bud kan veere den lokale,
institutionelle, sociologiske kontekst Karushs afhandling blev til i. Der var
tilsyneladende ingen interesse for anvendelsesaspektet af forskningen inden
for variationsregning. Den omfattende kritik af Chicagoskolen, som jeg har
beskrevet i kapitel 9, efterlader et indtryk af, at instituttets faglige profil var
meget snevert defineret inden for variationsregning.

Fritz Johns arbejde rettede sig, som det blev demonstreret i kapitel 10,
mod konveksitetsteori. Hans virkelige eerinde var ikke optimeringsteori under
ulighedsbibetingelser, men snarere at udvikle et veerktgj til at vise generelle
setninger inden for konveksitetsteori. Fritz Johns formulering af setningen
samt den manglende normalitetsbetingelse bliver helt naturlig, ndr man be-
tragter hans resultat i denne konveksitetskontekst. De resultater, han for
alvor var interesseret i, fremgar af hans geometriske anvendelser, og de er
begge eksempler pa det normale tilfzelde, hvor multiplikatoren hgrende til den
funktion, der skal optimeres, automatisk bliver forskellig fra 0. Normalitets-
spgrgsmalet blev aldrig aktuelt. Det ses ogsa tydeligt, at Johns formulering
af seetningen er dikteret af anvendelserne.

Kuhns og Tuckers arbejde blev derimod skabt i en kontekst af linezer pro-
grammering, specielt motiveret af dualitetsresultatet i linezer programmering.
Dette forklarer deres omskrivning af problemet til et saddelpunktsproblem
for den tilhgrende Lagrange funktion. Formuleres det linezre programme-
ringsproblem som et saddelpunktsproblem for Lagrange funktionen, optraeder
dualitetsegenskaben for linezr programmering direkte, og dertil fremkom-
mer yderligere sammenhzngen mellem saddelpunkter, lgsninger til primale
og duale, linezere programmeringsproblemer samt minimaxlgsninger til det
tilhgrende to-personers nulsum spil i spilteori. Det var dualitetssatningen
i linezer programmering, der gjorde linezr programmering interessant rent
matematisk, og med det i baghovedet er det meget naturligt at forsgge at
udvide lineser programmering til mere generelle programmeringsproblemer
og forsgge at udlede dualitetsszetninger for det generelle tilfzelde. Saddel-
punktsproblemet udtrykker meget enkelt dualiteten i linezer programmering
og bliver dermed et helt naturligt udgangspunkt for en udvidelse af teorien
til det ikke-lineeere tilfeelde. Kuhns og Tuckers arbejde blev skabt inden for et
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nyt forskningsomrade, nemlig linesr programmering, og stimulerede dermed
til yderligere ny forskning i ikke-lineser programmering. Det vil sige, deres
arbejde foregik i en faglig kontekst, der lige var opstaet og stadig var i rivende
udvikling, og som sddan betragtet er det ikke s meerkeligt, at deres resultat
forméede at sgsatte ikke-lineser programmering som et nyt forskningsom-
rade.

Den sociologiske kontekst deres arbejde opstod i havde ogsd indflydelse
pa at deres arbejde blev anerkendt, udbredt og stimulerede til yderligere
forskning. P4 det globale plan var der, som det fremgik af athandlingens
fgrste del, inden for militaeret stor interesse for sammenspillet mellem linezer
programmering og spilteori, en interesse der gav sig udslag i gkonomisk stgtte
til yderligere forskning i disse emner.!

Kuhn-Tuckers setning kan ses som et eksempel pé, at det ikke altid er
det matematiske resultat i sig selv, det vil sige resultatet opfattet inden
for ‘ren matematisk indhold’ der afggr, om der vil blive drevet yderligere
matematisk forskning i emnet. Om et resultat - en sezetning - er interessant
eller ej, forméar at skabe et nyt forskningsomréde eller ej, bliver bergmt eller
ej, er ikke uafhzengigt af de matematiske og sociale kontekster.

Karush var nok meget tet pd sandheden, da han som svar pa, hvorfor
hans afhandling aldrig var blevet publiceret, skrev at:

I imagine nobody at that time anticipated the future interest in
the problem. [Karush, 1975, brev, 10 febr.]

Ovenstaende analyse og diskussion af Kuhn-Tuckers setning som en mul-
tipel opdagelse er et eksempel pa, at matematiske resultater, der inden for
konteksten ‘ren matematiske indhold’ opfattes som ens, ikke ngdvendigvis
er identiske i praksis. Resultatets status og den videre forskning, resultatet
kan generere, er i hgj grad underlagt den faglige -og nogle gange ogsa den
sociale- kontekst, resultatet er udviklet indenfor. Kuhn-Tuckers szetning var
et vigtigt resultat i den faglige sammenheng og tradition, som Kuhns og
Tuckers arbejde udfoldede sig i, mens dette pa ingen méde var tilfeeldet i de
faglige kontekster og forskningstraditioner, som Karush og John arbejdede
indenfor.

En anden indsigt er, at resultater ikke uden videre kan skifte kontekst.
Det krzver ofte en ‘ny-opdagelse’, og det er ofte siledes, at det fgrst er
efter nogen tid, nir resultatet og forskningsfeltet er modnet, at man kan
overskue, hvilke andre faglige kontekster resultatet maske indgar i, og kan se
den generelle sammenhaeng. Fortolker man siledes resultatet i forhold til den

1Betydningen af den militzre interesse og finansiering for udbredelsen af ikke-linezer
programmering er behandlet i forste del af afhandlingen.
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faglige kontekst, det er udviklet i, vil jeg mene, at de forskellige versioner af
Kuhn-Tuckers sztning inden for de faglige kontekster var s forskellige, at
det er tvivlsomt, om man kan tale om en multipel opdagelse.
Prioritetsdiskussionen fra kapitel 3 mellem von Neumann og Fréchet pa
vegne af Borel om minimaxsatningens status er et andet eksempel pé et
resultat, hvis status og potentiale var bestemt af den faglige kontekst.

Vurdering af konklusionens gyldighed og gene-
raliserbarhed

Jeg har i afhandlingen hovedsagelig belyst den matematiske kontekst, iszer
er den faglige konteksts betydning dybdegéende behandlet. Den sociologiske
kontekst er inddraget pé lokalt, institutionelt plan for Karushs vedkommende
og pa globalt plan for Kuhns og Tuckers, men er ikke fuldsteendigt undersggt.
En dybdegdende behandling af den sociologiske konteksts betydning ville
indebeere yderligere analyser af de lokale og globale kontekster for alle tre
resultater, men det ligger uden for rammerne af dette 3-arige ph.d projekt.

Det er min opfattelse, at disse kontekstbetragtninger kan veere et nyt-
tigt redskab i den matematikhistoriske forskning. Det kan benyttes til at
afklare spgrgsmal om mekanismer bag forskellige matematiske resultaters an-
erkendelse og udbredelse. Konklusionen péd herveerende arbejde gar dog kun
eksplicit p4 Kuhn-Tuckers sztning og minimaxsatningen, men det er min
opfattelse, at sidanne kontekstbetragtninger kan fungere som brugbare ana-
lyseredskaber for matematikhistoriske undersggelser af andre matematiske
resultater og teorier.

Hermed er anden del af afhandlingen feerdig. Hovedparten (og resten) af
problemstilling 2 er blevet behandlet. Tilsammen indeholder afhandlingens
to dele en behandling og diskussion af samtlige problemstillinger opstillet i
indledningen.




Forkortelser

ONR Office of Naval Research
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MAA Mathematical Association of America
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Dansk resume

Denne ph.d.-afhandling handler om ikke-linezr programmerings historie. Af-
handlingen falder i to dele, hvor fgrste del kan betragtes som en udviklings-
historie og anden del som et bidrag til multipel opdagelses aspektet i mate-
matikkens historie.

I forste del preesenteres en samlet fremstilling og analyse af ikke-lineser
programmerings fremkomst og etablering som matematisk forskningsomréde.
Historien bag George B. Dantzigs udvikling af lineser programmering efter
2. verdenskrig, og den rolle militeeret spillede heri, behandles. Med udgangs-
punkt i dette samt analyser af Harold W. Kuhns og Albert W. Tuckers ma-
tematiske arbejder i linezer og ikke-linezr programmering argumenteres der-
for, at fremkomsten af dualitetsszetningen i linezer programmering sndrede
lineeer programmerings videnskabelige status fra at veere en matematisk mo-
del til Igsning af et konkret, praktisk problem i det amerikanske luftviben
til at blive et matematisk, interessant forskningsomrade. Der argumenteres
endvidere for, at dette ‘statusskift’ i forening med finansiel stgtte fra det
amerikanske militeer gennem Office of Naval Research var en afggrende fak-
tor for Kuhns og Tuckers udvikling af ikke-linear programmering. Derudover
analyseres og diskuteres operationsanalysens -og militeerets- betydning for
etableringen af ikke-linezer programmering som matematisk disciplin. Den
matematikhistoriske baggrund for fremkomsten af dualitetssztningen i li-
nezr programmering undersgges, og i den forbindelse analyseres udviklin-
gen i John von Neumanns forstielse af minimaxszetningen for to-personers
nulsum spil og de skiftende sammenhenge, den dukker op i fra 1928 til 1944.
Der argumenteres for, at von Neumann i 1928, hvor hans fgrste bevis for
minimaxsaetningen blev publiceret, ikke havde indsigt i minimaxsaetningens
forbindelse med fixpunktssaetninger og linezre ulighedssystemer, som det ofte
fremstilles i sekundeerlitteraturen, men at denne indsigt derimod udviklede
sig gradvist frem til 1944. I athandlingens fgrste del er der tillige en analyse
af Emile Borels spilteoretiske arbejder, idet de, via en prioritetsdebat rejst
af Fréchet, knytter an til en diskussion om den faglige konteksts betydning
for matematiske resultaters anerkendelse og udbredelse; en diskussion der
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indtager en central plads i afhandlingens anden del.

I anden del af afhandlingen undersgges det multiple aspekt af Kuhn-
Tuckers szetning i ikke-linezer programmering. Dette aspekt dukker op i for-
bindelse med ikke-linezer programmerings historie, fordi man i sekundeer-
litteraturen kan laese at Kuhn-Tuckers sztning tidligere var blevet udledt
af Ostrogradsky og Farkas i slutningen af 1800-tallet i forbindelse med li-
gevaegtsproblemer for mekaniske systemer underlagt bibetingelser i form af
uligheder, samt i nyere tid af W. Karush i 1939 og F. John i 1948. P3 bag-
grund af matematikhistoriske analyser af Ostrogradskys og Farkas’ arbejder
nar jeg frem til en konklusion om, at Ostrogradskys og Farkas’ resultater kun
kan betragtes som versioner af Kuhn-Tuckers szetning, hvis man analyserer
deres arbejder ud fra den viden, vi i dag besidder inden for analytisk meka-
nik, og fortolker deres resultater i en moderne fysisk ramme. I dag tilskri-
ves Kuhn-Tuckers satning til Karush og tildels ogsa til John. De historiske
kendsgerninger er, at Karushs arbejde, som var en master’s afhandling, aldrig
blev publiceret, mens Johns fgrst blev afvist af Duke Mathematics Journal
for derefter at blive publiceret i 1948 i en essay-samling udgivet i anled-
ning af Courants 60 ars fgdselsdag. Mit formal med at inddrage et aspekt
af multiple opdagelser i forbindelse med Kuhn-Tuckers sztning var at forsta
baggrunden for den historiske kendsgerning, at et matematisk resultat pd
et givet tidspunkt og i en given sammenheang kan give anledning til et nyt
matematisk forskningsomrade; mens et tilsvarende resultat, der af samtidige
fagfolk opfattes som samme resultat, udviklet pd naesten samme tidspunkt
men i en anden sammenheng ikke udlgste nogen reaktion. Min undersggelse
af Karushs, Johns og Kuhns og Tuckers arbejder, samt de kontekster de blev
til i, munder ud i en konklusion om, at den faglige kontekst -og i visse til-
faelde ogsé den sociologiske kontekst- havde stor betydning for de forskellige
resultaters status. Jeg konkluderer, at en matematisk szetnings status og den
videre forskning, resultatet kan generere, er underlagt den faglige -og nogle
gange ogsd den sociale- kontekst, szetningen er udviklet indenfor. Der peges
pé sadanne kontekstbetragtninger som analyseredskaber for matematikhisto-
riske undersggelser.



Summary in English

The present dissertation is about the history of nonlinear programming. It is
divided into two parts of which the first can be considered as the history of the
development of nonlinear programming and the second part as a contribution
to the aspect of multiple discovery in the history of mathematics.

In the first part an overall picture of the emergence and establishment
of nonlinear programming as a mathematical field for research is presented.
The history of George B. Dantzig’s development of linear programming af-
ter the second world war and the military influence on this development is
treated. Based on this and on analysis of the work in linear and nonlinear
programming of Harold W. Kuhn and Albert W. Tucker it is argued, that
the emergence of the duality theorem in linear programming changed the
scientific state of affairs of linear programming, from being a mathematical
model for a concrete, practical problem within The U.S. Airforce to become a
mathematical interesting research area. It is further argued that this change,
in combination with the financial support from Office of Naval Research, was
crucial for the development of nonlinear programming by Kuhn and Tucker.
The influence of operations research and the military on the establishment
of nonlinear programming as a mathematical discipline is analysed and di-
scussed. The history behind the emergence of the duality theorem in linear
programming is examined and in connection with that the development of
John von Neumann’s understanding of the minimax theorem in two-person
zero-sum games and the different context it appeared in from 1928 until 1944
is analysed. It is argued, that in 1928, where von Neumann’s first proof of the
minimax theorem was published, he did not have insight into the connections
between the minimax theorem and fixpoint theorems and linear inequality
systems, as it is stated in the secondary literature. This insight developed
gradually from 1928 until 1944. The first part also contains an analysis of
the game theoretical work of Emile Borel, because it connects, through a
priority debate raised by Fréchet, to a discussion about the significance of
the technical context for the appreciation and propagation of a mathematical
result. This discussion is an important issue in the second part of the thesis.
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In the second part of the thesis the aspect of multiple discovery of the
Kuhn-Tucker theorem in nonlinear programming is analysed. This aspect
turns up in the history of nonlinear programming, because it is stated in
the secondary literature, that the Kuhn-Tucker theorem was independently
discovered by Ostrogradsky and Farkas at the end of the nineteenth century
in connection with inequality constrained equilibrium in mechanics, and in
modern time by W. Karush in 1939 and F. John in 1948. Based on historical
analyses of the works of Ostrogradsky and Farkas, I conclude, that their re-
sults can be seen as versions of the Kuhn-Tucker theorem only if there work is
interpreted within a frame work of modern physics. Today the Kuhn-Tucker
theorem is ascribed also to Karush and partly to John. The historical facts is
that Karush’s work was a master’s thesis, that were never published, Johns
work was first rejected by the Duke Mathematics Journal, but then got pub-
lished in a collection of essays for Courant’s 60th birthday. My purpose of
including this aspect of multiple discovery was to understand, why a mat-
hematical result at a specific time, and in a specific context, can generate
a new mathematical research area, while a similar result, developed almost
at the same time but in a different context, did not cause any reaction. My
analysis of the work of Karush, John, Kuhn and Tucker and the contexts
they appeared in, give rise to the conclusion, that the technical context -and
in some cases also the sociological context- had significant influence on the
importance of the different results.
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278/94

279/94

280/94

281/94

282/94

Tradition og fornyelse

Det praktiske elevarbejde i gymnasiets
fysikundervisning, 1907-1988

af: Kristian Hoppe og. Jeppe Guldager
Vejledning: Karin Beyer og Nils Hybel

Model for kort- og mellemdistanceleb
Verifikation-af model

af: Lise Fabricius Christensen, Helle Pilemann,
Bettina Serensen

Vejleder: Mette Olufsen

MODEL 10 - en matematisk model af intravenese
anastetikas farmakokinetik
3. modul matematik, foradr 1994

af: Trine Andreasen, Bjorn Christensen, Christine
Green, Anja Skjoldborg Hansen. Lisbeth
Helmgaard

Vejledere: Viggo Andreasen & Jesper Larsen

Perspectives on Teichmuller and the Jahresbericht
2nd Edition

by: Bernhelm Booss-Bavnbek

Dispersionsmodellering
Projektrapport 1. modul

af: Gitte Andersen, Rehannah Borup, Lisbeth Friis,
Per Gregersen, Kristina Vejre

Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek

PROJEKTARBEJDSPEDAGOGIK ~ Om tre tolknlnger af
problemorienteret projektarbejde

af: Claus Flensted Behrens, Frederik Voetmann
Christiansen, Jern Skov Hansen, Thomas
Thingstrup

Vejleder: Jens Hejgaard Jensen

The Models Underlying the Anaesthe51a
Simulator Sophus

by: Mette Olufsen(Math-Tech), Finn Nielsen
(RIS National Laboratory), Per Fege Jensen
(Herlev University Hospital), Stig Andur
Pedersen (Roskilde University)

Description of a method of measuring the shear
modulus of supercooled liquids and a comparison
of their thermal and mechanical response
functions.

af: Tage Christensen

A Course in Projective Geometry

by Lars Kadison and Matthias T. Kromann

Modellering af Det Cardiovaskulare System med

Neural Pulskontrol

Projektrapporf udarbejdet af:

Stefan Frello, Runa Ulsee Johansen,
Michael Poul Curt Hansen, Klaus Dahl Jensen

Vejleder: Viggo Andreasen
Parallelle algoritmer

af: Erwin Dan Nielsen, Jan Danielsen,

Niels Bo Johansen
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287/94

288/95

289/95

290/95

291/95

292/98%

293/95

294/95

295/95

Grenser for tilfeldighed

(en kaotisk talgenerator)

af: Erwin Dan Nielsen og Niels Bo Johansen

Det er ikke til at se det, hvis man ikke
lige ve' det!

Gymnasiematematikkens begrundelsesproblem

En specialerapport af Peter Hauge Jensen

og Linda Kyndlev

Veijleder: Mogens Niss

Slow coevolution of a viral pathogen and
its diploid host

by: Viggo Andreasen and
Freddy B. Christiansen

The energy master equation: A low-temperature
approximation to Bassler's random walk model

by: Jeppe C. Dyre

A Statistical Mechanical Approximation for the
Calculation of Time Auto-Correlation Functions

by: Jeppe C. Dyre

PROGRESS 1IN WIND ENERGY UTILIZATEION

by: Bent Serensen

Universal Time-Dependence of the Mean-Square
Digplacement in Extremely Rugged Energy
Landscapes with Equal Minima

by: Jeppe C. Dyre and Jacob Jacobsen

Modellering af uregelmassige belger
Et 3.modul matematik projekt

af: Anders Marcussen, Anne Charlotte Nilsson,
Lone Michelsen, Per Mprkegaard Hansen

Vejleder: Jesper Larsen

1st Annual Report from the project

LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

an example of using methods developed for the
OECD/IEA and the US/EU fuel cycle externality study

by: Bent Serensen

Fotovoltaisk Statusnotat 3

af: Bent Serensen

Geometridiskussionen - hvor blev den af?
af: Lotte Ludvigsen & Jens Frandsen

Vejleder: Anders Madsen

Universets udvidelse -
et metaprojekt

Af: Jesper Duelund og Birthe Friis

Vejleder: Ib Lundgaard Rasmussen

A Review of Mathematical Modeling of the
Controled Cardiovascular System

By: Johnny T. Ottesen

296/95
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298/95

299/95

300/95

301/95

302/95%

303/95

RETIKULER den klassiske mekanik

af: Peder Voetmann Christiansen
A fluid-dynamical model of the aorta with
bifurcations

by: Mette Olufsen and Johnny Ottesen

Mordet pd Schrodingers kat - et metaprojekt om

to fortolkninger af Kkvantemekanikken

af: Maria Hermannsson, Sebastian Horst,

Christina Specht

Vejledere: Jeppe Dyre og Peder Voetmann Christiansen

ADAM under figenbladet - et kig pd en samfunds-

videnskabelig matematisk model

Et matematisk modelprojekt

af: Claus Drzby, Michael Hansen, Tomas Hejgdrd Jensen

Vejleder: Jergen Larsen

Scenarios for Greenhouse Warming Mitigation

by: Bent Sorensen

TOK Modellering af trazers vazkst under pdvirkning

af ozon

af: Glenn Meller-Holst, Marina Johannessen, Birthe

Nielsen og Bettina Serensen

Vejleder: Jesper Larsen

KOMPRESSORER - Analyse af en matematisk model for

aksialkompressorer

Projektrapport sf: Stine Beggild, Jakob Hilmer,

Pernille Postgaard

Vejleder: Viggo Andreasen

Masterlignings-modeller af Glasovergangen
Termisk-~Mekanisk Relaksation

Specialerapport udarbejdet af:

Johannes K. Nielsen, Klaus Dahl Jensen

Vejledere: Jeppe C. Dyre, Jorgen Larsen

304a/95 STATISTIKNOTER Simple binomialfordelingsmodeller

af: Jergen Larsen

304b/95 STATISTIKNOTER Simple normalfordelingsmodeller
af: Jorgen Larsen

304¢c/95 STATISTIKNOTER Simple Poissonfordelingsmodeller
af: Jargen Larsen

3044/95 STATISTIKNOTER Simple multinomialfordelingsmodeller
af: Jergen Larsen

304e/95 STATISTIKNOTER Mindre matematisk-statistisk opslagsva

indeholdende bl.a. ordforklaringer, resuméer og
tabeller

af: Jergen Larsen




316/96 Plasmaoscillation i natriumklynger
305/95 The Maslov Index:

A Functional Analytical Definition Specialerapport af: Peter Meibom, Mikko @stergird
And The Spectral Flow Formula Vejledere: Jeppe Dyre & Jern Borggreen

By: B. Booss-Bavnbek, K. Furutani
. ] 317/96 Poincaré og symplektiske algoritmer

306/95 Goals of mathematics teaching af: Ulla Rasmussen

Preprint of a chapter for the forth- Vejleder: Anders Madsen

.comming International Handbook of

Mathematics Education (Alan J.Bishop, ed) 318/956 Modelling the Respiratory System

By: Mogens Niss by: Tine Guldager Christiansen, Claus Draby

Supervisors: Viggo Andreasen, Michael Danielsen
307/95 Habit Formation and the Thirdness of Signs

Pregsented at the semiotic symposium

X 319/96 Externality Estimation of Greenhouse Warming
The Emergence of Codes and Intensions as

a Basis of Sign Processes Impacts

By: Peder Voetmann Christiansen by: Bent Serensen
308/95 Metaforer i Fysikken

320 i [ i i
af: Marianne Wilcken Bjerregaard, /96 Grassmannian and Boundary Contribution to the

Frederik Voetmann Christiansen, -Determinant
Jern Skov Hansen, Klaus Dahl Jensen - .
¢ K.P. h .
Ole Schmidt by P.Wojciechowski et al
) Vejledere: Peder Voetmann Christiansen og
Petr Viscor 321/96 Modelkompetencer - udvikling og afprevning
af et begrebsapparat
309/95 Tiden og Tanken & PP

En underségelse af begrebsverdenen Matematik

X Specialerapport af: Nina Skov Hansen,
udfert ved hjelp af en analogi med tid

Christine Iversen, Kristin Troels-Smith
af: Anita Stark og Randi Petersen

Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek Vejleder: Morten Blomhej

‘ .
| 310/96 Kursusmateriale til "Lineazre strukturer fra 322/96 OPGAVESAMLING
\
]

algebra og analyse" (E1) Bredde—Kursus i Fysik 1976 — 1996

af: Mogens Brun Heefelt

323/96 Structure and Dynamics of Symmetric Diblock
311/96 2nd Annual Report from the project

LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

Copolymers
PhD Thesis

by: Christine Maria Papadakis
by: Héléne Connor-Lajambe, Bernd Kuemmel,

Stefan Kruger Nielsen, Bent Serensen 324/96 Non-linearity of Baroreceptor Nerves

by: Johnny T. Ottesen
312/96 Grassmannian and Chiral Anomaly

by: B. Booss-Bavnbek, K.P.Wojciechowski 325/96 Retorik eller realitet ?
Anvendelser af matematik i det danske
313796 . THE IRREDUCIBILITY OF CHANCE AND Gymnasiums matematikundervisning i
THE OPENNESS OF THE FUTURE perioden 1903 - 88

The Logical Function of Idealism in Peirce's Specialerapport af Helle Pilemann

Philosophy of Nature Vejleder: Mogens Niss
By: Helmut Pape, University of Hannover

326/96 Bevisteori
314/96 Feedback Regulation of Mammalian Eksemplificeret ved Gentzens bevis for

konsistensen af teorien om de naturlige tal
Cardiovascular System

af: Gitte Andersen, Lise Mariane Jeppesen,

By: Johnny T. Ottesen Klaus Frovin Jergensen, Ivar Peter Zeck
Vejledere: Bernhelm Booss-Bavnbek og
315/96 '"Rejsen til tidens indre" - Udarbejdelse af Stig Andur Pedersen
a+b

et manuskript til en fjernsynsudsendelse 327/96 NON-LINEAR MODELLING OF INTEGRATED ENERGY

+ manuskript SUPPLY AND DEMAND MATCHING SYSTEMS

af: Gunhild Hune og Karina Goyle by: Bent Serensen

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen og 328/96 Calculating Fuel Transport Emissions

Bruno Ingemann by: Bernd Kuemmel




329/96

330/96

331/96

The dynamics of cocirculating influenza
strains conferring partial cross-immunity

and
A model of influenza A drift evolution

by: Viggo Andreasen, Juan Lin and
Simon Levin

LONG-TERM INTEGRATION OF PHOTOVOLTAICS
INTO THE GLOBAL ENERGY SYSTEM

by: Bent Serensen

Viskese fingre

Specialerapport af:
Vibeke Qrlien og Christina Specht

Vejledere: Jacob M. Jacobsen og Jesper Larsen

332/97

333/97

334/97

335/97

336/97

337/97

338/97

ANOMAL SWELLING AF LIPIDE DOBBELTLAG
Specialerapport af:
Stine Sofia Korremann

Vejleder: Dorthe Posselt

Biodiversity Matters

an extension of methods found in the literature
on monetisation of biodiversity

by: Bernd Kuemmel

LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

by: Bernd Kuemmel and Bent Serensen

Dynamics of Amorphous Solids and Viscous Liquids

by: Jeppe C. Dyre

PROBLEM-ORIENTATED GROUP PROJECT WORK AT
ROSKILDE UNIVERSITY

by: Kathrine Legge

Verdensbankens globale befolkningsprognose

- et projekt om matematisk modellering

af: Jern Chr. Bendtsen, Kurt Jensen,

Per Pauli Petersen

Vejleder: Jorgen Larsen

Kvantisering af nanolederes elekiriske
ledningsevne

Forste modul fysikprojekt

af: Seren Dam, Esben Danielsen, Martin Niss,

Esben Friis Pedersen, Frederik Resen Steenstrup

Vejleder: Tage Christensen

339/97

340/97

341/97

342/97

343/97

344/97

Defining Discipline

by: Wolfgang Coy

Prime ends revisited - a geometric point
of view -

by: Carsten Lunde Petersen

Two chapters on the teaching,” learning and

aasessment of -geometry
by Mogens Niss

LONG-TERM SCENARIOS FOR GLOBAL ENERGY
DEMAND AND SUPPLY

A global clean fossil scenario discussion paper
prepared by Bernd Kuemmel

Project leader: Bent Serensen

IMPORT/EKSPORT-POLITIK SOM REDSKAB TIL OPTIMERET
UDNYTTELSE AF EL PRODUCERET PA VE-ANLEG

af: Peter Meibom, Torben Svendsen, Bent Serensen

Puzzles and Siegel disks

by Carsten Lunde Petersen

345/98
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347/98

348/98

349/98

360/98

351/98

Modeling the<Arterial System with Reference to
an Anestesia Simulator

Ph.D. Thesis

by: Mette Sofie Olufsen

Klyngedannelse i en hulkatode-forstevningsproces

af: Sebastian Horst

Vejledere: Jern Borggren, NBI, Niels Boye Olsen

Verificering af Matematiske Modeller

- en analyse af Den Danske Eulerske Model

af: Jonas Blomgvist, Tom Pedersen, Karen Timmermann
Lisbet @hlenschlager

Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek

Case study of the environmental permission
procedure and the environmental impact assessment

for power plants in Denmark

by: Stefan Kruger Nielsen

Project leader: Bent Serensen

Tre rapporter fra FAGMAT - et projekt om tal

og faglig matematik i arbe jdsmarkedsuddannelserne
af: Lena Lindenskov og Tine Wedege

OPGAVESAMLING - Bredde-Kursus i Fysik 1976 -~ 1998
Erstatter teksterne 3/78, 261/93 og 322/96
Aspects of the Nature and State of Research in
Mathematics Education

by: Mogens Niss
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The Herman-Swiatec Theorem with

applications

by: Carsten Lunde Petersen

Problemlesning og modellering i

en almendannende matematikundervisning

Specialerapport af: Per Gregersen og

Tomas Hejgaard Jensen

Vejleder: Morten Blomhej

A GLOBAL RENEWABLE ENERGY SCENARIO

by: Bent Serensen and Peter Meibom

Convergence of rational rays in

parameter spaces

by: Carsten Lunde Petersen and

Gustav Ryd

Terrenmodellering

Analyse af en matematisk model til
konstruktion af terrznmodeller

Modelprojekt af: Thomas Frommelt,
Hans Ravnkjer Larsen og Arnold Skimminge

Vejleder: Jjohnny Ottesen

Cayleys Problem

En historisk analyse af arbejdet med Cayley
problem fra 1870 til 1918

Et matematisk videnskabsfagsprogjekt af:
Rikke Degn. Bo Jakobsen. Bjarke K.W. Hansen,
Jesper S. Hansen, Jesper Udesen, Peter C. Wulff

Vejleder: Jesper Larsen

Modeling of Feedback Mechanisms which Control
the Heart Function in a View to an Implemen~
tation in Cardiovascular Models

Ph.D. Thesis by: Michael Danielsen

Long~Term Scenarios for Global Enerqy Demand
and Supply Four Global Greenhouse Mitigation
Scenarios

by: Bent Sorensen

SYMMETRI I FYSIK
En Meta-projektrappoft af: Martin Niss,
Bo. Jakobsen & Tune Bjarke Bonné

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

Symplectic Functional Analysis and Spectral
Jnvariants ’

by: Bernhelm Booss-Bavnbek, Kenro Furutant -

Er matematik en naturvidenskab? - en udspen-

ding af diskussionen

En videnskabsfagsprojekt-rapport af Martin Niss

Vejleder: Mogens Nergaard Olesen

363/99

364/99
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366/99

367,99

368/99

369/99

370/99

370/99

'EMERGENCE AND DOWNWARD CAUSATION
by: Donald T. Campbell, MArk H. Bickhard and
Peder V. Christiansen .

Illustrationens kraft

Visuel formidling af fysik

Integreret speciale i fysik og kommmikation
af: Sebastian Horst:

Vejledere: Karin Beyer, Soren Kjorup

To know - or not to know — mathematics,
that is a question of context
by: Tine Wedege

LATEX FOR FORFATTERE
En introduktion til LATEX og IMFUFA-~LATEX

af: Jergen Larsen

Boundary Reduciion of Spectral invariants
and Unique Continuation Property
by Bernhelm Booss-Bavnbek

Kvartalsrapport for projektet
SCENARIER FOR SAMLET UDNYTTELSE AF BRINT SOM
ENERGIBERER I DANMARKS FREMTIDIGE ENERGISTYSTEM

Projektleder: Bent Serensen

DYNAMICS OF Complex Quadratic Correspondences
by: Jacob Jalving

OPGAVESAMLING
Bredde-Kursus i Fysik 1976 - 1999
(erstatter tekst nr. 350/98.

Bevisets stilling

~ beviser og bevisforelse i en gymnasial

matematikundervisning

Matematikspeciale af: Maria Hermannsson

Vejleder: Mogens Niss



