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ABSTRACT

Denne tekst ’Lineser algebra og analyse’ har taget udgangspunkt i IMFUFA-tekst nr.
200/1990 med samme titel og forfattet af min kollega Mogens Niss. I forhold til den
oprindelige tekst er der sket en del mindre revisioner og udvidelser samt suppleret med
et ekstra kapitel. Tillige er der som appendix lagt forslag til afsluttende miniprojekter.

Sigtet med teksten er fortsat at give en indfgring i grundleeggende dele af den linezere
algebra og teorien for linezre differentialligningssystemer. Begge dele bliver motiveret
med og bragt i spil over for forskellige anvendelsesomrader fra andre naturvidenskabe-
lige fagomrader. Det er samtidigt tilstreebt at fremstillingen er matematisk stringent -
ikke at forveksle med kedelig - sadan at langt de fleste pastande bliver bevist. Bliver en
pastande ikke bevist vil det fremga af teksten, men i gvrigt er ordet "bevis’ ikke strget
ud over siderne, selv om der aktuelt faktisk bevises en pastand.

Hovedtraekkene i indholdet fremgar af indholdsfortegnelsen. Den linesere algebra udspil-
ler sig i starten kun inden for reelle talrum. Siden overfgres hele det udviklede apparatur
til komplekse talrum, hvor iseer diagonalisering af reelle matricer far en vigtig udvidelse.
Endelig transporteres dele af apparaturet videre til funtionsrum af hensyn til teorien for
lineaere differentialligningssystemer, der nu kan drage fordel af hele den praesenterede
linezere algebra.

Til denne tekst er knyttet en opgavesamling som udsendes som et seperat heefte.

Mogens Brun Heefelt
januar 2006
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1 Motiverende indledning til
beskaftigelsen med lineazer algebra

Meget kort kan man sige, at den matematiske emnekreds Lineser Algebra beskaftiger
sig med studiet af feenomenerne/begreberne proportionalitet og additivitet. Begge dele
er grundleeggende bade for en kvantitativ (matematisk) behandling af dele af virkelig-
heden, og for opbygningen af en lang raeekke matematiske discipliner. Linearitet, som er
det begreb der sammenfatter proportionalitet og additivitet, er saledes vasentlig savel
for matematikkens anvendelse gennem matematisk modelbygning som for matematikken
selv.

1.1 Eksemplet: KAGEBAGNING

Lad os allerfgrst se pa en hjemlig situation. Til en fest skal der bages marmorkage og
nogle vaniljekranse. I fglge opskriften skal der til marmorkagen bruges 250g smgr, 250g
mel, 250g sukker, 5 &g (ca. 250g) og 30g kakao. Efter bagningen, der jo giver anledning
til et vist svind pa grund af fordampning, er der ca. 900g marmorkage. Til vaniljekrans-
ene benyttes 180g smgr, 250g mel, 125g sukker, 1 seg (ca. 50g) samt vaniljekorn (ca. 5g).

For at kunne overskue situationen omregner vi ravareforbruget til 1kg feerdig kage af

hver slags. Vi kan nu sammenfatte ravareforbruget til de to slags kager i et skema, hvor
alle tal er angivet i gram:

marmorkage vaniljekranse

smer 278 327
mel 278 455
sukker 278 227
&g 278 91
kakao 33 0
vaniljekorn 0 9

Hvis det nu besluttes at lave nogle andre meengder marmorkage og smakager kan vi
gore forbruget af ingredienser op ved hjalp af skemaet. Skal vi bage x1 kg marmorkage
og o kg vaniljekranse, er der brug for (i gram):



smer 27811 +327x5

mel 278x1+455x9
sukker 2781142271,
xg 278x1+ 9lao
kakao 33z1+ Ozg
vaniljekorn Ox1+  9x9

Nu kan det jo teenkes, at der ikke er tid - eller penge - til at kgbe ind i til kagerne, men
at vi ma klare os med det vi har i skabet. Der er maske (i gram):

smgr 350
mel 800
sukker 500
xg 300
kakao 100

vaniljekorn 10

Spergsmalet 'Kan vi bage marmorkage og smakager, sadan at vi lige netop bruger alle
ingredienserne op?’ er maske ikke realistisk i almindelig husholdning - mere herom lige
straks - men matematisk formuleret lyder spgrgsmalet: "Findes x; og x2 sa

300 = 278x14327x,
800 = 278x1+455x4
500 = 278x1+4227x4
300 =  278z1+ 91z,
100 = 331+ Oz
10 = 0x1+ 9x0 7

Der er altsa tale om et system af 6 ligninger med to ubekendte x; og xs. Nu er svaret
pa det stillede spgrgsmal tydeligvis 'nej’, da man af de to sidste ligninger straks kan se,
at de eneste mulige kandidater er x; = % 0g To = %, som imidlertid ikke passer ind i
nogen af de andre ligninger. Det skulle da ogsa vaere meerkeligt om de kageingredienser
man tilfeeldigvis har pa lager netop skulle kunne bruges op i bagningen af marmorkage

og vaniljekranse.

For en privat husholdning ville et mere relevant spgrgsmal veere, hvordan vi med de
forhandenveerende ingredienser kan bage marmorkage og vaniljekranse pa den ’bedste
made’. Det er ikke klart hvad ’bedste made’ skal betyde. Det athaenger af vores interes-
ser i sagen og en raekke dertil knyttede valg. En betydning kunne veere, at det samlede
restlager af ingredienser efter bagningen er sa lille som muligt - vi skulle maske ud at
rejse. En maske mere neerliggende mulighed var at fa bagt sa meget som muligt i alt
- vi vil gerne halde sa meget kage som vi kan skaffe i halsen pa gaesterne. Begge pro-
blemstillinger kan formuleres matematisk. Vi ngjes med den sidste - forsgg selv med
den fgrste, bagefter.

Vi sgger den eller de kombinationer af - ikke-negative (naturligvis) - z1 og xo (hvis
der overhovedet findes nogen), som maksimerer x1 + z2 under den betingelse at vi ikke
bruger flere ingredienser end vi har, dvs sa at



300 > 278z14327z4
800 >  278z1+4455x5
500 > 278z;+227x;
300 > 278z1+ 9lzo
100 > 33z1+ Oz

10 > 0z1+  9zo.

Dette problem er et eksempel pa en meget general klasse af problemer af stor praktisk
betydning, de sakaldte linesere programmeringsproblemer. De vaesentligste metoder til
behandling af sadanne problemer stammer fra den linesere algebra.

I det foreliggende simple tilfaelde er det ikke pakrzevet med de store matematiske arm-
sving - men nok nogle sma - for at konkludere, at det optimale er at producere 1.009
kg marmorkage og 0.213 kg vaniljekranse, hvis det gaelder om at have mest muligt gods
til gaesterne. Af skemaet ovenfor kan vi dernaest uden videre beregne forbruget af de
enkelte ingredienser.

1.2 Eksemplet: BAGERIET

Vi skal nu lgfte blikket noget og undersgge en generalisering af det simple eksempel vi
netop har behandlet. Tankegangen er faktisk den samme som i forrige eksempel, men
fordi problemstillingen formuleres mere generelt kommer der nye momenter ind i sagen.

Et industribageri producerer forskellige slags breod og kager ved anvendelse af forskellige
slags ravarer: diverse melsorter, sukker, smgr, margarine, geer, kakao mm. Lad os sige at
der i bageriet benyttes i alt n forskellige ravarer, og at der produceres i alt p forskellige
produkter.

Ser vi forst pa produkt nr. 1 kan vi teenke os, at der for at producere 1 kg af varen skal
benyttes a;; kg af ravare nr. 1, as; kg af ravare nr. 2, og sa fremdeles op til a,; kg af
ravare nr. n. I tallet a1, k = 1,2,...,n, star altsa det forste index, k, for ravarenum-
meret, mens det andet index, 1, star for produktnummeret. Selve tallet ay; star sa for
det antal kg af ravare nr.k der indgar i opskriften for 1 kg af produkt nr. 1.

Pa tilsvarende made kan vi anskue situationen for de gvrige produkter. Hvis k betegner
ravarenummeret og m betegner produktnummeret skal der til 1 kg af produkt nr. m
bruges agm kg af ravare nr. k. Bemaerk, at det ikke er givet at summen af ravarerne,
a1m + Q2m + .. + Apm, er lig 1, fordi produktionsprocessen - dvs bagningen - ikke
ngdvendigvis finder sted under massebevarelse, jfr forrige eksempel. Bemeerk ogsa, at i
folge sagens natur ma alle agy,, > 0. Denne restriktion er imidlertid ikke vaesentlig for
det principielle i sagen.

Vi kan sammenfatte situationen ved hjeelp af en tabel. Hver sgjle repraesenterer et
bestemt produkt, hver raekke en bestemt ravare. Tallene i en sgjle angiver sa hvor



mange kg af de forskellige ravare der skal til for at producere 1 kg af produktet med
det pageeldende sgjlenummer:

1 2 . p
1 a1 ai2 . A1p
2 a21 ag9 e a2p
n an1 an2 . App

Hvis nu bageriet gnsker at fremstille x7 kg af produkt nr. 1, o kg af produkt nr.2 osv
op til z, kg af produkt nr. p, kan vi bestemme hvor meget der skal benyttes af hver af
de n ravare. Af ravare nr.1 skal der bruges i alt (i kg)

Y1 =anT; +aipTs+ ...+ aplp.
Tilsvarende af ravare nr. 2

Yo = 21T “+ agoxo + ...+ a2pTp, (11)
osv indtil

Yn = An1%1 + An2®2 + ... + QppTyp.

Vi kan repraesentere situationen ved en kortfattet skrivemade, en art stenogram:

Y1 ayj; @12 ... G1p I
Y2 a1  Qa22 ... G2p T2
Yn ap1 QAp2 ... QGpp Tp

(Laeg meerke til, at fordi n og p ingenlunde behgver at veere ens, er antallet af elementer
i z-sgjlen ikke ngdvendigvis det samme som i y-sgjlen, selv om det typografisk kunne
se sadan ud).

"Stenogrammet’ ovenfor skal fortolkes saledes: Bageriets opskrifter pa brgd og kager
repraesenteres af a-erne i skemaet, hvor hver sgjle angar ét bestemt produkt. For i ba-
geriet at producere de varemaengder som repraesenteres af z-sgjlen skal der benyttes
de ravaremaengder som repraesenteres af y-sgjlen. Vi kan altsa fortolke a-skemaet som
produktionsgangen, x-sgjlen som det gnskede produktionsresultat og y-sdjlen som det
dertil svarende ravarebehov.

Hvad nu hvis bageriet den ene dag gnsker at producere varer svarende til sgjlen
T Y1

T2 . Y2
med ravarebehovet

Tp Yn



og den anden dag svarende til sgjlen

med ravarebehovet
!
T P yn

Hvad er sa det samlede ravarebehov for de to dage? Ja det er jo trivielt. Det samlede
ravarebehov er selviglgelig

Y1+ 1
Yo + Yh

Yn + Yl

Med denne indsats af ravare fremstilles ialt produkterne

x1 + 2
Zo + Th

/
Tp + T

Det er pa denne baggrund neerliggende at aftale en konvention for addition - en aftale
er jo ngdvendig; det star ikke i Grundloven, hvordan man skal leegge sgjler sammen:

Sojler af samme dimensioner kan adderes - det sker pladsvis, dvs:

/ /

T Ty T+

/ /

T2 Ty To + To
+1 . |=

x X xp+

p P p P

og tilsvarende for y-s@jlerne.

I stedet for at udfgre produktionen to forskellige dage - med adskilte st af ravare,
henholdsvis produkter - kunne den have vaeret udfgrt samme dag (vi gar ud fra at
bageriets kapacitet - maskiner, ovne, arbejdskraft mv - tillader det). Opskrifterne -
altsa a-skemaet - er de samme, sa forholdene ma kunne sammenfattes i skemaet:

! !
y1+y a1 a1z ... Qip T, +
! !
Y2 + Y 21 G22 ... G2p To + Ty
! !
Yn + Yp, Apl  Ap2 ... Gpp Ty + Zy,



Samtidigt har vi jo efter den netop opstillede konvention, at

/
Y1+ Y1
/
Y2 + Yo Y2
/
Yn + Yp Yn
(12
a1 A1p I aii a12 N Q1p Ty
/
a1 a2p T2 a1 a2 co. Q2p To
= + :
/
an1 Anp Tp anpl QAp2 ... Gpp pr

Ved at sammenholde de to udtryk for y + y'-sgjlen slutter vi, at

/
ail a2 aip T1 + 2
/
a1 Q22 Q2p To + Xy
/
anl  anp2 Gnp Tp + iCp
!
ail a2 aip T air @12 aip x
!
a1 a22 a2p X2 a1 a2 a2p To
+ . .
/
Apl  Gp2 Qnp Tp Gnl QAp2 ... GQpp T,

Argumentet for det resultat vi netop er naet frem til trak pa vores forestillinger om
bagning osv. Men resultatet kan ogsa afprgves ved direkte udregning, ud fra betydningen
af skemaopstillingen, jfr (1.1) pa side 4. Den typiske plads, lad os sige den i’te, i sgjlen
der kommer ud af venstresiden af (1.2), er jo efter forskriften side 4:

ain(z1 + 1) + ain (w2 + 25) + ..+ agp(zy, + 9:;) =
(ailxl + a1+ ...+ aipxp) + (ailx'l + ailx’Q + ...+ aipx;).

P& den hgjre side af lighedstegnet far vi pa den i’te plads i sgjlen svarende til fgrste
klump af (1.2)

;171 + @12 + ... + QjpXp.
Tilsvarende for den anden klump af (1.2)
a1y + @i Ty + .o+ aipT,.
T alt bliver den i’te plads i resultatsgjlen for hgjresiden af (1.2)
(ai1m1 + ainw2 + ..+ aiprp) + (ain @) + apnwy + .o+ apr,),

som jo netop stemmer overens med resultatet for venstresiden af (1.2).

Nu har vi allerede indfgrt én operation addition af sgjler af reelle tal. Vi har altsa ud-
videt det seedvanlige additionsbegreb for tal til at omfatte en ny slags objekter - sgjler



af tal. Men vi har ogsa vist at vi kunne indfgre en slags operation af et rektangulsert
talskema - a-skemaet - pa en talsgjle, da vi jo ved at foreskrive et bestemt produktions-
resultat - xz-sgjlen - kan beregne det dertil svarende ravarebehov - y-sgjlen - givet et
seet opskrifter. Resultatet af operationen af et talskema pa en sgjle (der skal have lige
s& mange elementer som talskemaet har sgjler) bliver en ny s@jle (med lige sa mange
elementer som talskemaet har rackker). Vi sa at denne operation er additiv - hvis vi
opererer pa en sum af to sgjler, bliver resultatet en sum af de resultater der kommer
ud af at operere pa de to sgjler hver for sig. Det som opererer pa sgjler (altsa seet af
produkter) er talskemaet bestaende af a-erne (altsa produktionsgangen, opskrifterne).

Ogsa andre reguleringer af bageriets produktion er neerliggende. Det kunne fx teenkes
at man af en eller anden grund (fx saesonsvingninger) gnskede at gge eller mindske hele
produktionen med en bestemt faktor a, som vi for fortolkningens skyld ma have til at
veere ikke-negativ. I stedet for at indstille produktionen pa at fremstille sgjlen

Z1

)

Tp
repraesenterende bageriets forskellige varer, vil man producere sgjlen

axy
axro

azy

Hele produktionen skal altsa veere a gange sa stor som fgr [Obs! a kan godt veere mindre
end 1]. Produktionen skal altsa finde sted i en ny skala. Sa ville det veere naturligt at
aftale skrivemaden

I axq

T2 axr9
al . i stedet for

Zp azp

Vi siger at den nye s@jle er proportional med den gamle. Vi har faktisk herved indfgrt en
nye operation pa sgjler - multiplikation med et reelt tal. Tallet kaldes i ssmmenhaengen
en skalar, fordi den bestemmer skalaen af produktionen. Operationen kaldes rimeligt
nok skalarmultiplikation. Til forskel fra ssedvanlig multiplikation med tal, der jo ud
fra to objekter af samme art - tal - skaffer et tredie objekt af samme art, sa vedrgrer
skalarmultiplikation to objekter af forskellig art - et tal og en sgjle - og resultatet af
multiplikationen bliver en sgjle.

Vi vil nu undersgge hvilke konsekvenser kravet om en a gange sa stor produktion far for
ravarebehovet. Overvejer man bageprocesser et gjeblik er det en rimelig antagelse - men
ikke en naturlov - at hvis produktionen skal skaleres med faktoren a ma ravareforbruget
ogsa skaleres med den samme faktor for alle réavarer



U1 ayi

Y2 . ayz
al . i stedet for i
Yn aYn
hvoraf - da vi jo har
ayi a1 ai12 ... Qip ary
ays agl a9 c.. Q2p axro
alYn ap1 QAp2 ... Qpp axp
og
Y1 aix a2 ... Gip A
Y2 a21 a2 ... Qzp €2
a =a
Yn n1 Ap2 ... QApp Tp
- det sluttes at
a1 a19 e A1p alxq ail a19 e A1p X1
a1 as2 S Q2p axro a1 a2 cee Q2p T2
=a
an1 Ap2 ... QApp aly an1 Ap2 ... QApp Tp

Ogsa dette resultat kan skaffes ved reguleer udregning! Den i’te plads i venstresidens
sgjle er

ai1(ax1) + aie(axs) + ... + aiplazy) = alan®r + appxe + ... + GipTp).

Indholdet i parentesen er netop hvad der star pa den i’'te plads i sgjlen svarende til
hgjresiden fgr multiplikation med a.

Dette viser at den indfgrte operation mellem en sgjle og et talskema er en proportiona-
litet, dvs den fgrer en skaleret sgjle over i den pagaldende skalar ganget med resultatet
af operationen pa sgjlen for skalering.

1.3 Indskud med visse konklusioner pa eksemplet: BAGERIET

Ud fra det foregaende kan vi se, at vores betragtninger over hvordan bageriets produk-
tion foregar, forer til at vi ma haefte os ved addition og skalarmultiplikation af talsgjler,
savel som ved operationer mellem et talskema og en talsgjle, som har den egenskab at
veere additiv og skalarmultiplikativ.

Selv om den valgte skrivemade med talskemaer og -sgjler giver en forenkling i forhold
til den oprindelige skrivemade a la (1.1), er der dog meget at skrive (det fpler man ikke



mindst nar man selv har taesket i klaviaturet). En yderligere forenkling vil veere gnskelig.

Vi aftaler derfor (noget énvejs, ma jeg indrgmme), at vi i stedet for z-sgjlen og y-sgjlen
- som altsa stadig har forskellig lzengde - skriver z og y, uanset leengden, og i stedet for
a-skemaet skriver symbolet A. Sa kan vi kort notere det hidtil fundne som

= Ax,

[

og, idet vi har indfert hvad z + 2’ og az (
Az +2') = Az + A2’
Aaz) =

Analogien med ssedvanlig regning med tal og parenteser er tydelig. Der er simpelthen
tale om en generalisation heraf, for hvis A, x og 2’ alle kun bestar af ét tal, star der
ganske enkelt tal i formellinierne ovenfor.

a en skalar) skal betyde, har vi at

Vi vil kalde talskemaet A, bestaende af et antal reekker (n) og et antal sgjler (p), for
en matrix, naermere bestemt en n X p-matrix. Sgjler er en speciel slags talskemaer, ma-
tricer med kun én sgjle. De hidtil betragtede x-s@jler er p x 1-matricer, mens y-sgjlerne
er n X l-matricer. Operationen af talskemaer (matricer) pa sgjler (en speciel slags ma-
tricer) er et specialtilfeelde af matrixmultiplikation. Pa dette sted skal vi ikke forfolge
dette naermere; det vil der blive rigelig anledning til senere i kurset. Vi skal dog ggre
én vigtig observation allerede nu: Hvis en matrix skal multipliceres med en sgjle (fra
hgjre), ma sgjlen have preecis lige s mange reekker (elementer) som matricen har sgjler.
Resultatet af multiplikationen bliver en sgjle med netop sa mange raekker som matricen
har raekker. I uformelt symbol-sprog: "n x p” - "px 17 ="n x 17.

Vi afslutter bageri-eksemplet med et par kommentarer. Det vi indtil nu har foretaget
os i eksemplet kan sammenfattes saledes: Til et givet input (her kravet til produktions-
resultatet, z) frembringes et output (her ravareforbruget, y) ved hjeelp af en bestemt
operation (her oversaettelsen af produktionskrav til ravarekrav, repraesenteret af matri-
xidentiteten y = Az). Imidlertid kan man i industribageriet spgrge: Givet en bestemt
meengde ravare - altsa en sgjle y - hvilken produktion kan da realiseres med disse ravare?

Hvis ravarerne skal bruges op inden for den betragtede periode - hvilket ikke er urea-
listisk et krav, nar man betaenker problemerne med friskhed, investeringer, lagerplads
osv - kan spgrgsmalet formuleres:

Givet y, findes der da et z, sa at y = Az? Skriver vi dette spgrgsmal ud i deltaljer - i
overensstemmelse med (1. 1) pa side 4 lyder det: Givet

Y1 T

Y2 €2
, findes da

Yn xl’



sa at

1121 + a12%2 + ... + A1pTp = Y1

2121 + A22%2 + .. . + Q2pXp = Y2

A1 T1 + Anata + ...+ AnpTp = Yn?

Hvis svaret er ja (det er det faktisk ikke altid, som eksemplet: KAGEBAGNING viste),
hvordan ser sadanne seet (21,22,...,2,) ud, og hvor mange slags er der? Hvis der er
flere seet, hvilke(t) er sa det "bedste’ i en eller anden henseende som ma veere praeciseret
naermere? Vi har med andre ord at ggre med et ligningssystem. Pa grund af lignings-
systemets struktur, jfr behandlingen ovenfor, kaldes det for et linezrt ligningssystem.
Undersggelserne af sadanne er en vaesentlig sag for den linezere algebra.

Er det nu ikke noget krav at ravarerne bruges op inden for den betragtede periode, men
blot at der ikke bruges mere af nogen ravare end der er til radighed, kan man stille
spgrgsmalet:

Givet y, findes der da et z, sa at y > Ax? I detaljer:

a1171 + a2 + ... +a1pry <1

2121 + A22%2 + . .. + Q2pXp < Y2

Ap121 + Ap2Z2 + ... + UppTp S yn?

Igen kan man, hvis der er flere lgsninger x - og der er der ofte - spgrge hvilken der i
en eller anden henseende er 'bedst’. I sa fald har vi at gore med et linesert programme-
ringsproblem. Ogsa dette er en sag for den linesere algebra.

1.4 Eksemplet: AFSTEMNING AF KEMISKE LIGNINGER

At linezere ligningssystemer optraeder i andre sammenheenge end ved brgd- og kage-
fremstilling - fx inden for kemien - skal belyses nu.

Vi betragter en simpel kemisk reaktion, hvis kvalitative indhold antages kendt, men
hvor koefficienterne i forste om gang er ubestemte:

?Hgl; ~+?0H~+?NHs —?Hgy NI+71~+7H,0.

Opgaven er at sette koefficienter ind i denne ligning. I gymnasiet benytter man szed-
vanligvis en metode baseret pa de sakaldte iltnings- og oxidationstrin. Denne metode er
imidlertid ofte lidt uigennemskuelig, fordi den hviler pa en rsekke spilleregler der ikke
alle har et klart fysisk-kemisk grundlag. Det viser sig nu at man kan afstemme denne
og alle andre reaktionsligninger ud fra ét alment princip: Antallet af atomer af hvert
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stof skal veere det samme pa begge sider af reaktionspilen, og tilsvarende med antallet
af ladninger - regnet med fortegn, naturligvis. Kalder vi de seks ubekendte koefficienter
for x1,xs,...,xe kan vi skrive reaktionsligningen

1‘1Hgl4__ + a2, 0H + x3NHz — .I‘4HggNI + x5l + l‘ﬁHgO,

hvor opgaven nu er at bestemme alle seks x-er.

Hvis altsa antallet af atomer for et givet grundstof skal veere det samme pa begge sider,
skal der forst for Hg geelde

T = 2x4.
Tilsvarende for I bliver
4r1 = x4 + T5.
Fortsaettes med henholdsvis O, H og N far vi de tilhgrende ligninger
To = Xg, T2+ 3x3=2x6, X3 = T4.
Nu resterer der kun at holde regnskab med ladningerne, hvilket giver
2x1 + x9 = x5.

Fordi dette ligningssystem (tilfeeldigvis?) er sa simpelt, kan det hurtigt reduceres til
et ligningssystem i fa ubekendte som det er let at finde direkte. Alligevel vil vi for at
bane vejen for behandling af mere komplicerede situationer skrive systemet alment op,
nemlig saledes

T —2x4 =0
4.1,‘1 — X4 —X5 =
i) — Tg =

xTo +3l’3 721‘6 =0

T3 — X4 =0

2r1  +x2 —xs5 =0

Benyttes den notation vi udviklede i det foregaende eksempel, har vi at ggre med
ligningen pa matrixform

1 0 0 -2 0 0 T 0

4 0 0 -1 -1 0 To 0

0 1 0 0 0 -1 z3| |0

0 1 3 0 0 -2 ze | O

0 01 -1 0 0 s 0

2 1 0 0 -1 0 Ig 0
eller kort Az = 0, A er den opskrevne 6 x 6-matrix.
Hvad angar lgsninger til ligningssystemet er det umiddelbart klart, at seettet (z1, za,...,26) =
(0,0,...,0) - vi burde skrive begge st som sgjler - bestaende af lutter nuller er en
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Igsning. Fra et kemisk synspunkt er dette ikke videre ophidsende, al den stund in-
gen af de pageldende stoffer overhovedet ville foreligge. Det er imidlertid ogsa klart,
at hvis (af,2%,...,25) er én lpsning til systemet, vil ogsa ethvert skalarmultiplum
a(xh,xh, ..., x5) - hvor a er en skalar - af dette seet veere en lgsning. Dette beror selv-
sagt pa at hgjresiden af ligningssystemet er nulsgjlen. Ellers ville det netop sagte veere
forkert.

Ved hjelp af lineser algebra bliver vi i stand at afklare lgsningsforholdene for linezere
ligningssystemer - ogsa det ovenstaende. Det vil da vise sig - prov selv at indse det - at
samtlige lgsninger til ligningssystemet har formen

T
1)
T3
Ty
Is
Tg

W = = Wi

hvor t er et vilkarligt reelt tal.

Nu giver det for en realistisk kemisk fortolkning kun mening at operere med t-er hentet
fra de naturlige tal; og her siger tallet 1 det vaesentlige. Alle andre naturlige tal giver
blot et multiplum af alle de indgaende stoffer.

T alt far den afstemte ligning skikkelsen
9HgI; = + 30H~ + NHj3 — HgoNI + 71~ + 3H,0.

Selvfglgelig ville dette veere et noget stort apparat at opstille blot for at afstemme en
enkelt simpel kemisk ligning. Men pointen er at metoden virker for alle mulige reak-
tionsligninger - ogsa hvis der forlgber flere koblede reaktioner pa én gang - men iseer at
metoden ikke hviler pa kemisk uigennemskuelige fremstillinger eller begreber - kun pa
det helt basale: grundstofbevarelse og ladningsbevarelse. For gvrigt giver metoden ogsa
mulighed for at klassifisere reaktionsligninger pa kemisk relevante mader ved hjeelp af
strukturen i det tilsvarende ligningssystem.

1.5 Eksemplet: KIRCHHOFF’s LOVE FOR ELEKTRISKE
KREDSLOB

I elektricitetsleeren leerer man at for jeevnstrgmskredslgb er i ligeveegt ma det opfylde
bla den sakaldte Kirchhoff’s 1. lov:

Ved hver knude skal summen af de indgaende stromme vere lig summen af de ud-
gaende stromme.
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090000

Figur 1.1 Et elektrisk kredslgb.

Lad os betragte det kredslgb som er angivet pa figur 1.1, hvor de indcirklede tal angiver
knuderne. Ifglge Kirchhoff’s 1. lov gaelder sa

knude 1: I3 = Il + I4 knude 3: IQ + IG = 13
knude 2: I; =1, + I5 knude 4: Iy + I5 = Ig

Dette ligningssystem kan fremstilles pa matrixform, idet vi med I betegner sgjlen be-
staende af elementerne Iy, Is, ..., I

L
1 0 -1 1 0 0 I 0
11 0 o 1 ol|n| [o
0 -1 1 0 0 -1 Ll (o)
0o 0 0 -1 -1 1)\ 0

eller kort M1 = 0. Der er altsa tale om et linesert ligningssystem med 4 ligninger og 6
ubekendte.

1.6 Eksemplet: UDVIKLING AF MARKEDSANDELE

Lad os forstille os et geografisk omrade, hvis pilsnerforbrug daekkes af tre bryggerier,
X, Y og Z. Bryggeriernes markedsandele, som er foranderlige, ggres op hver maned, og
opgaven er at beskrive udviklingen heraf gennem tiden. Vi gar ud fra en begyndelsessi-
tuation i maned nr. 0 med markedsandelene henholdsvis

o, Yo, 20 for X, Y og Z,

hvor zg, yo 0g 2o alle er tal i intervallet [0,1]. Idet vi gar ud fra at de tre bryggerier
daekker hele omradets forbrug i den betragtede periode, har vi
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o+ Yo+ 20 = 1.

I maned nr. n betegnes markedsandelene med z,, y, 0g z,, n =1,2,3,...

Vi antager nu at bryggeriet X hver maned er i stand til at fastholde brekdelen aq; (0 <
a1 < 1) af sine egne kunder, desuden at vinde brgkdelen a15 (0 < a5 < 1) af Y’s kunder
og brgkdelen a1z (0 < a3 < 1) af Z’s kunder. Hvis det samlede antal pilsnerkunder i
omradet er konstant lig N, vil bryggeri X i maned nr. 1 have et antal kunder der er lig

a1 (voN) + ai2(yoN) + ai3(z0V).
Pa den anden side er antallet af X’s kunder i maned nr. 1 ogsa lig 1V, sa at
1N = a11(zoN) + a12(yoN) + aiz(20N).
Ved at forkorte med N finder vi X’s markedsandel i maned nr. 1
T1 = a11%o + a12Yo + a1320-

Pa tilsvarende made far vi for de andre bryggerier - med de oplagte fortolkninger af
a;j-erne, at a;; angiver den brgkdel af kunderne fra bryggeri nr. j (hvor 1 star for X, 2
for Y og 3 for Z) som bryggeri nr. ¢ vinder/fastholder i lgbet af en maned:

Y1 = a21%o + a22Yo + a2320

Z1 = a31%0 + a32Yo + a33%20-

Med den tidligere indfgrte matrix-notation far vi

T ail a2 aig Zo
Y1 | = | 21 a22 a23 Yo
21 az1 asz2 asg 20
eller kort,
v, = Av,

hvor betydningen af v, og v, er oplagt.

Tallene i sgjle nr. j i A angiver de tre brgkdele som bryggeri nr. j fastholder og afgi-
ver af kunder i en maned. Hvis der ikke er andre bryggerier der betjener omradet, ma
summen af tallene i hver sgjle i A veere 1. Sgjle nr. j angiver jo hvilken skabne bryg-
geri nr. j’s kunder undergar ved overgang til nseste maned; de kan forblive hos j eller
overtages af ét af de andre. En matrix med denne egenskab kaldes ofte for en overgangs-
matrix, fordi den - som det fremgar kan beskrive overgangen fra én periode til en anden.

Under antagelse af at mgnstret fastholdes gennem tiden, kan vi fortssette processen

vy = Avy = A(Avy),

v, = A(A(...(Avy) .. .)).

Helt i analogi med vores saedvanlige notation med potenser skriver vi gerne
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—_ n
v, = A"v,.

Det er her nzrliggende at interessere sig for den langsigtede udvikling af denne proces,
dvs hvad der sker for n — oo. Ogsa den slags spgrgsmal behandles af den lineaere alge-
bra, som ved at give kriterier baseret pa udseendet af A kan forteelle om udviklingen i
sadanne processer. Det viser sig bla, at under den forudssetning at alle A’s elementer
er strengt positive, vil processen i det lange lgb naerme sig en situation hvor de tre
bryggeriers markedsandele er konstante.

1.7 Eksemplet: ALDERSSTRUKTUREREDE POPULATIONER

Ved undersggelser af biologiske populationer er det ofte veesentligt at de enkelte in-
divider i gennem deres livslgb befinder sig i forskellige klasser. Det kan fx veere at de
gennemlgber forskellige biologiske stadier - fx larve, puppe og sommerfugl. Det kan ogsa
vaere at man af udefra kommende grunde kan have interesse at ’anbringe’ individerne
i klasser - fx fisk efter alder (der jo er forbundet med leengde og veegt) af hensyn til
bestandens storrelse, fangstregler eller lignende forhold.

Vi betragter nu en sadan aldersstruktureret population. Lad os antage at den er inddelt
i k+ 1 klasser med numrene 0,1,2,..., k. Den 0’te klasse bestar af de yngste individer.
Rekrutteringen til denne klasse sker ssedvanligvis ved fgdsel. Den forste klasse bestar af
individer der er én enhed @ldre. Der kan veaere tale om tidsenheder som dage, maneder,
ar, men ogsa blot om selve klasserne, uanset om hvor lang tid kreaturerne befinder
sig i hver af dem. Rekrutteringen til fgrste klasse sker ved at individerne rykker ind
i den efter at have gennemlgbet 0’te klasse - og sa fremdeles indtil den sidste klasse.
Seedvanligvis bestar denne af de @ldste levende individer, og klassen forlades ved dgd.
Men mindre drastiske muligheder kan komme pa tale, fx hvis man er interesseret i at
fglge bestandsudviklingen pa forskellige trin i en folkeskole.

Lad os ga ud fra, at vi har at ggre med en population hvis individer kan telles. Det er
egentlig ikke afggrende, men letter forstaelsen af det fglgende. Vi kunne lige sa godt ha-
ve opereret med biomasse. Vi er interesseret i at fglge den tidslige udvikling i stgrrelsen
af populationen og dens forskellige klasser. Med ng(t) betegner vi antallet af individer
i klasse 0 til tiden ¢. Med ny(t) antallet i klasse 1, og sa fremdeles indtil ny(¢) i klasse
k Vi tager udgangspunkt i forholdene til begyndelsestidspunktet ¢ = 0.

Forst vil vi se pa rekrutteringen til klasse 0. Den finder sted ved fgdsel, dvs ved at
individerne i de gvrige klasser formerer sig. Det er rimeligt at ga ud fra, at hver klasse
giver et bidrag til de nyfgdte som er proportionalt med antallet af individer i klassen.
Proportionalitetsfaktoren vil veere forskellig fra klasse til klasse og kan godt veere 0. Med
fo, f1,- .-, fr angiver vi de forskellige proportionalitetsfaktorer. Bogstavet f er valgt for
at angive fertilitet, altsa det gennemsnitlige antal nyfgdte pr. individ i den pagseldende
klasse.

Antallet af individer i klasse 0 til tid 1 vil sa veere
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no(1) = fono(0) + fin1(0) + ... + frni(0).

Rekrutteringen til klasserne 1, ..., k sker simpelthen ved at individerne fra den forega-
ende klasse rykker op. Det kan altsa ikke i denne model forekomme at nogen bliver i
deres klasse ved overgangen til en ny periode. Det antages at der er en fast opryknings-
Joverlevelsesrate fra hver klasse, sadan at en bestemt brgkdel af individerne fra klasse
j rykker op i klasse j + 1, resten dgr eller forlader systemet pa anden made. Vi kan
antage, at brgkdelen pg af individer fra klasse 0 rykker op i klasse 1, mens brgkdelen p;
af individer fra klasse 1 rykker op i klasse 2, osv. Individerne der til tid 0 befandt sig
i klasse k antages at have forladt populationen til tid 1, jfr bemaerkningerne ovenfor.
Derved far vi

n1(1) = pono(0),
nz(l) =pim (O)a

nk(1) = pr—1mk—1(0).

De individer der til tid 0 befandt sig i klasse k antages at have forladt populationen til
tid 1 - som fgr naevnt.

De opskrevne relationer beskriver altsa overgangen fra tid 0 til tid 1. Relationerne kan
samles pa matrixform saledes

no(1) fo fi oo fior Sr no(0)

na(L)f {0 p1 ... O 0 n2(0)

En sadan matrix, L, kaldes en Leslie-matrix efter den fgrste person der - i 40’erne -
indfgrte den til populationsbeskrivelse.

Forestiller man sig at dette mgnster er uzendret til alle tidspunkter, far vi den generelle
overgangsmekanisme beskrevet ved

no(t+ 1) fo fr oo frm1 Sr no(t)

no(t+1) | |0 p1r ... O 0 na(t)
ng(t+1) 0 0 ... pp—1 O ng (t)

eller kort
n(t+1)=Ln(t), t=0,1,2,...
Pa samme made som i det foregaende eksempel finder vi

n(t+1) = L*1n(0).
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De spgrgsmal man her ville stille om den langsigtede udvikling af populationen og dens
klasser er de samme som i eksempelet: UDVIKLING AF MARKEDSANDELE. Det
matematiske apparat til besvarelse af dem er de samme: lineer algebra.

1.8 Eksemplet: GEOMETRISKE TRANSFORMATIONER

Vi vil slutte denne motiverende indledning med at undsersgge et par geometriske trans-
formationer i planen.

Forst rotation om et punkt med en bestemt vinkel. Vi forestiller os et koordinatsystem
indlagt, sa rotationens centrum er koordinatsystemets begyndelsespunkt - se figur 1.2.
Hvis punktet P har koordinaterne (z,y), kan disse skrives som

(x,y) = (rcosu, rsinu),

hvor r er afstanden fra P til begyndelsespunktet O, og u er den vinkel vektoren PO
danner med fgrsteaksen. Med rotation med vinklen v fgres P over i punktet P’ med
koordinaterne

P (x’y)

P(x,y)

\J

Figur 1.2 Rotation om et punkt.

(@', y") = (reos(u +v), rsin(u +v))
= (recosu cosv — rsinu $inv, rsinu cosv + rcosu Sinv)

= (zcosv — ysinv, ycosv + xsinv),
(det mellemste lighedstegn fglger af additionsformlerne for cos og sin), altsa er

2’ = cosvx — sinvy

y = sinvx + cosvy

'\ fcosv —sinv) [z
y' ) \sinv cosv y)
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En rotation i planen med vinklen v omkring koordinatsystemets begyndelsespunkt er
altsa beskrevet ved at punktetes nye koordinater fremgar af de gamle ved en bestemt
lineer transformation af de gamle.

Dernaest betragter vi en spejling i en linie gennem begyndelsespunktet. Har P igen
koordinaterne

(x,y) = (rcosu, rsinu),

vil det spejlede punkt P’ have koordinaterne, se figur 1.3

A
/
/
7

Pxy) 7

\\ //

/Q\\

/ P(x,)

/ v u

Figur 1.3 Spejling i en linie.

(@', y') = (rcos(2v — u), rsin(2v — u))
= (rcos2v cosu + Tsin2v sinu, rSiN2v cosu — rcos2v sinu)

= (zcos2v + ysin2v, xsin2v — ycos2v).

'\ [cos2v  sin2v x
y' )] \sin2v —cos2v) \y)’

der igen er en linezr transformation af koordinaterne.

Derved far vi

Ser vi sluttelig pa en multiplikation ud fra koordinatsystemets begyndelsespunkt med
en bestemt faktor a, bliver punktet P med koordinaterne (z,y) overfort i punktet P’
med koordinaterne (az, ay). Ogsa denne transformation er lineer, beskrevet ved

@)-G 2 C)
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2 Lineare ligningssystemer 1

Det er en af den linesere algebras opgaver at levere en teori for lgsningsforholdene ved
linezere ligningssystemer. Som det fgrste led i opbygningen af en sadan teori vil vi
betragte et par eksempler, som bade viser hvordan man rent praktisk griber lgsningen
af et linezert ligningssystem an og viser at der kan optraede forskellige karakteristiske
tilfeelde.

Eksempel 1
Vi betragter ligningssystemet

201+ x0—3x3=1
4r1 — 229 — 223 =3 (2.1)

1 1 3

TTLt T T gt =g

Vi er ude pa at omforme dette ligningssystem til ét hvor Igsningsforholdene er lettere at
overskue. Idéen er at eliminere x; fra samtlige ligninger bortset fra den gverste. Derved
danner de to sidste ligninger et selvsteendigt ligningssystem kun bestaende af de to
sidste ligninger med to ubekendte. Pa dette mindre ligningssystem kan vi nu foretage
en tilsvarende omformning ved - her - at fjerne x5 fra alle ligninger pa neer den anden.
Dette bevirker, at z3 bliver den eneste ubekendte tilbage i den tredie ligning, som derfor
umiddelbart bliver lgsbar - om overhovedet. Denne skridtvise elimination viser sig at
veere anvendelig som generel lgsningsmetodik ved alverdens linezere ligningssystemer -
ikke blot det aktuelle. Metoden beerer navnet Gauss-elimination efter én af den nyere
tids mest betydningsfulde matematikere, tyskeren Carl Frederich Gauss (1777-1855).
Benytter vi nu metoden som den er beskrevet, far man:

Ligningssystemet er ensbetydende med fglgende ligningssystem, der er fremkommet ved
at det oprindelige ved at den anden ligning er erstattet med den selv plus den forste
ligning multipliceret med —2, mens den forste ligning selv er ubergrt:

201+ x2—3z3=1

—4!1,'2 + 4(E3 =1 (22)
N 1 3
- —Tg — —%3 = =
L™ 9™ ™9

Fra dette nye system kan vi komme tilbage til det oprindelige system ved at udfere den
‘modsatte operation’ - dvs at multiplicere den fgrste ligning med +2 og derefter addere
den til den anden ligning. De to systemer er altsa virkelig ensbetydende (zkvivalente).

19



Nu foretages en tilsvarende operation pa system (2.2) med den hensigt at bortskaffe
z1-leddet i den tredie ligning. Den fgrste ligning multipliceres med % og adderes til den
tredie - den forste ligning er stadig ubergrt. Derved far vi:

201+ x9—3x3=1

56‘2—21‘3:2

Dette ligningssystem er ensbetydende med (2.2) - med argumenter magen til de oven-
staende: vi kan komme tilbage til (2.2) ved pa (2.3) at udfgre den modsatte operation,
bestaende i til tredie ligning at lsegge den fgrste multipliceret med —%. System (2.2)
er pa sin side ensbetydende med (2.1). System (2.3) er altsa ensbetydende med det
oprindelige system.

Nu skaffer vi os af med zo-leddet i den sidste ligning i (2.3) ved at multiplicere den anden
ligning med i og addere den til den tredie. Det giver det skvivalente ligningssystem:

201+ x2—3x3 =1

2!
Ty

Herved har vi opnéaet at omforme det oprindelige ligningssystem (2.1) til et ensbetyden-
de, men meget simplere ligningssystem (2.4), der er pa trappeform. Det trappeformede
ligningssystem er simplere fordi det kan lgses umiddelbart ved optraevling nedefra:

Af den nederste ligning ses straks at z3 = —%. Dette indseettes i den anden ligning, som
sa kun indeholder den ubekendte s, der bestemmes til x5 = f%. Sluttelig bestemmes
x1 af den fgrste ligning ved indsaettelse af de fundne veerdier for zo og x3. Vi finder til

slut 1 = —18—3.

Denne analyse viser os at ligningssystemet (2.1), bestaende af tre ligninger med tre
ubekendte, har én og kun én lgsning - eller for at veere lidt mere pedantisk: ét og kun
ét lgsningssaet - nemlig:

13 5 9

(z1,72,73) = (*@ﬁiﬁi)

Det gik jo fint. Gad vist om det altid er sa nemt? Lad os prgve med nogle flere eksempler.

Eksempel 2

Ligningssystemet

2014+ x9—3r3=1
4x1 — 229 + 223 =3
1 1 3

TTt gt ot =g
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adskiller sig kun fra det tidligere system (2.1) ved +’et foran zz-leddet i den anden
ligning. Gar vi nu frem pa samme made som fgr finder vi:

21’1+ {EQ—?)(Eg:].

74:1724’8%3:3
L] 13
T 21)2 23’53— )

og videre:

201+ a9 —3x3=1
74932 +8$3 =3

T2 —2$3 = 2.

Multiplicerer vi nu den mellemste ligning med i og laegger den til den sidste ligning,
bliver resultatet

2r1+ a9 —3x3=1

—4x9 4+ 8r3 =3
9

025 = 2.

I3 1

Den sidste ligning har gjensynlig ingen lgsning, og sa meget mere vil hele systemet
heller ikke have en lgsning. Ogsa her virkede metoden udmaerket til at afklare lgsnings-
forholdene, der er blot ingen lgsning.

Men hermed er variationerne ikke udtgmt. Endnu nogle eksempler.

Eksempel 3
Ogsa ligningssystemet

2014+ x9—3r3=1
41’1+2$2—2$3:3
1 3
—$1+§$2—§$3=§

adskiller sig kun ubetydeligt - ved +’et foran xs-leddet i den anden ligning - fra det
forste system (2.1). Gar vi igen til veerks efter forskrifterne, nar vi til:

201+ x0—3x3=1

43’,‘3:1

1 3
-1+ -T2 — —T3 =
D R D S D)

og derefter til:

2I1+ I273l’3:1
4$3:1

xTo —21‘3 = 2.
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Fulgte vi nu forskriften automatisk - og det skulle 'man’ (fx i et computerprogram) jo
gore, hvis man ikke som her opererede pa et konkret system med givne tal som koeffi-
cienter. Pa et generelt system med vikarlige og derfor principielt ukendte koefficienter -
kunne vi ikke komme videre herfra. Efter forskriften skulle vi jo skaffe xo-leddet vaek fra
den sidste ligning ved at multiplicere den mellemste ligning med en passende konstant
og addere til den sidste ligning. Imidlertid er koefficienten til zo-leddet i den mellemste
ligning 0, mens xzo-koefficienten i den sidste ligning er forskellig fra 0, og derfor kan
ingen multiplikation i verden klare den opgave. Hvad ggr vi sa?

I det forliggende tilfeelde er sagen nemt ordnet - vi bytter blot de to sidste ligninger om,
hvilket selvsagt ikke vil sendre systemet. Det ommgblede system er nu umiddelbart pa
trappeform:
201+ xo —3x3=1
To — 21‘3 = 2.
41’3 =1
og kan let lgses. Systemet har den entydgt bestemte lgsning:
351
(71,72, 73) = (—§; 9 1)

Dette eksempel viser, at den forst beskrevne automatiske forskrift ikke virker i enhver
situation. Den ma abenbart suppleres i visse undtagelsessituationer. Vi skal ikke her
forfglge disse undtagelser ngjere. En total kortleegning af sadanne undtagelser er vigtige
til teoretiske formal, og som baggrund for at konstruere computerprogrammer til Igsning
af lineaere ligningssystemer. Til vores formal raekker det at demonstrere metoden og at
antyde et behov for at supplere den i szrlige situationer. Ved at ga frem som beskrevet
kan man slippe levende igennem alle praktiske ligningslgsningssituationer.

Sa meget om metoden! Hvad angar lgsningsforholdene har vi allerede set, at fredelige og
naesten ens udseende systemer af tre ligninger med tre ubekendte, kan udvise helt for-
skellige lgsningsegenskaber - der kan vaere netop én lgsning, og der kan ingen lgsninger
vaere. Er det nu alle muligheder? Nej, faktisk ikke:

Eksempel 4

201+ x90—3z3=1
4r1 + 229 — 223 =3
201+ X2+ T3 =2.
Udfgrer vi eliminationen af 7 i de to sidste ligninger pa én gang - hvilket gjensynligt
er det samme som at foretage det i to skridt - far vi:
221+ 2 —3z3 =1
4rg =1
4z = 1.
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Da de to sidste ligninger er ens, har vi i realiteten kun to ligninger med tre ubekendte:

201+ x9—3r3=1
41‘3:1.

Af den sidste fremgar, at x3 = %. Indseettes dette i den forste ligning antager systemet
formen:

201 +x9 =

T3 =

=N

Her kan vi frit veelge hvad x; eller x5 skal veere, idet den anden sa kan bestemmes.
Seetter vi fx xo = t, hvor t er et vilkarligt reelt tal, sa vil z; = f%t + % og o =t lgse
den fgrste ligning. Omvendt vil enhver lgsning have denne form. Samlet har vi fundet,
at systemet i eksempel 4 har lgsningerne:
7 1

(71,20, 73) = (*it + g,tv 1),
hvor t er et vilkarligt reelt tal.
Ligningssystemet har altsa uendeligt mange lgsninger.

I behandlingen af tre ligninger med tre ubekendte har vi altsa mgdt tre forskellige
Igsningsmuligheder: netop én lgsning; ingen lgsninger; uendeligt mange lgsninger. Det
viser sig at netop ét af disse tilfzelde altid vil indtrzeffe. Det er altsa ikke muligt, at der
er fx syv forskellige lgsninger. Det viser sig ogsa, at situationen er den samme uanset
hvor mange ligninger og hvor mange ubekendte der indgar i ligningssystemet. Som en
illustration afsluttes dette kapitel med endnu tre eksempler.

Eksempel 5
Ligningssystemet

—x1 + 203+ x4 — x5 =—1
21 — 29— w3+ x4+ 3x5=1 (2.5)
T+ 2x9 —3x3 — 224+ x5 =0

bestar af tre ligninger med fem ubekendte. Lgsningen af ligningssystemet gribes an
pa samme made som i de foregaende eksempler. Bestraebelsen er at na frem til et
xkvivalent ligningssystem, hvor den anden ligning ikke indeholder x; og den tredie
ligning ikke indeholder z1 og x5. Vi starter med skaffe z1 vaek i de to sidste ligninger.
Det sker ved til den anden ligning at laegge 2 gange den fgrste, og ved til den tredie
ligning at leegge den fgrste. Vi foretager begge operationer pa én gang. Derved nar vi
frem til det ensbetydende ligningssystem:

—x1 + 203+ x4 — x5 = —1
—X9 + 3133 + 3I4 + Ty = 71 (26)
29 — x3 — T4+ =-1
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Nu skaffer vi zo-leddet veek fra den sidste ligning i (2.6) ved til denne ligning at laegge
2 gange den mellemste ligning. Da er resultatet:

—r1 + 203+ x4 — x5 =—1
—x9 + 3.753 + 3:1,’4 + x5 = —1 (27)
5x3 + dxg + 225 = —3

Hermed er vi naet frem til et ligningssystem pa trappeform som er askvivalent med
(2.5). Vi kan ikke fortseette forenklingsprocessen, fordi en bortskaffelse af z3 i den
sidste ligning vil genindfgre z; eller x5 i ligningen. Der er da heller ikke behov for
yderligere forenkling, da systemet (2.7) kan lgses uden videre. Uanset hvilke veerdier
x4 0g x5 tildeles kan x3 bestemmes af den sidste ligning, derefter bestemmes x5 af den
mellemste ligning og endelig z1 af den fgrste. Det betyder at man for hvilke som helst
reelle tal t og u, vil fa fglgende lgsninger til (2.5):

Ty = t
s = U
3 2 . —
T3 =~ = t— £U (af sidste ligning)
3 2
To = 3(—3 —t— gu) +3t+u+1 (af den mellemste ligning med x3 indsat)
1 4
= ——UuU — —
5 5
3 2
x = 2(—5 —t— gu) +t—u+1 (af den fgrste ligning med x3 indsat)
; 9 1
= —1— -UuU— -
) )

hvor t og u er vilkarlige reelle tal. Lgsningssaettet til systemet (2.5) kan ogsa skrives pa
formen:

1 4 3 9 1 2
(=2, =2.0,0) + £(—1,0,-1,1,0) + u(— 2, —=, —=
($1,$2,$3,$4,$5) ( 5a 57 5a 3 )+ ( » Yy s Ly )+u( 5) 57 5)

Ethvert saet af denne form er altsa lgsning til (2.5).

0,1).

Hvis omvendt (z1,x2,2s,24,25) er en lgsning kan vi altid finde to reelle tal ¢ og wu,
sadan at lgsningen har den opskrevne form - vi skal jo blot satte t = x4 og u = x5,
s& kan x1, xo og w3 1 kraft af (2.7) ikke slippe for at have den gnskede form. Med
udtrykkene ovenfor har vi altsd bestemt samtlige lgsninger til ligningssystemet (2.5).
Laeg meerke til at bade x4 og x5 kan veelges frit - vi siger at de er to frie variable i
lpsningsseettene. De tre gvrige er derefter bestemt - og vi siger at de er bundne variable
i lgsningssaettene. Nu er det ikke sddan at netop x4 og x5 skal veere frie variable, mens
resten er bundne. Havde vi fx skrevet hver lignings venstreside op i modsat raekkefolge
med x5 fgrst, dernsest x4 osv og derefter havde benyttet os af trappeomformning, ville
Zo 0og x1 veere blevet de frie variable, mens de gvrige ville vaere bundne. Sa friheden og
bundetheden er ikke knyttet til bestemte af de ubekendte - det veesentlige i sagen er
antallet af frie hhv bundne variable. Dette antal er det samme uanset den reekkefglge
vi skriver leddene op i.
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Eksempel 6
I ligningssystemet
—2561 —|— i) —|— 2173 = 0
1
—3.’171 — §$2 — I3 = 4
3
$1—§l‘2+ T3 = —2

—$1+g$2— r3 =1
er der fire ligninger med tre ubekendte. Ogsa i dette tilfselde er det vores bestraebelse
at omforme systemet til et sekvivalent system pa trappeform. Vi gar frem pa den fo-
reskrevne made ved forst at skaffe x1 veek i de sidste tre ligninger. Det foregar ved at
der til den anden lsegges den fgrste ganget med —%, til den tredie den fgrste ganget
med % og til den fjerde den fgrste ganget med —%. Derved fremkommer det ackvivalente
system:

721’1 + x9 +21’3 =0

—21‘2 —41‘3 =4
— X9+ 2x3 = -2
21‘2 —2!,63 =1

Det sidste skridt bestar i at bortskaffe x5 i de to sidste ligninger ved til den tredie at
leegge f% gange den anden, og ved til den fjerde at leegge den anden. Resultatet er sa:

—2x14+ x9+2x3=0

721’2 — 41’3 =4
41‘3 =—4
—61‘3 =5

Af de to sidste ligninger ses at systemet ingen lgsninger har, da x3 ikke kan overkomme
bade at veere —1 (den tredie ligning) og —g (den fjerde ligning).

Eksempel 7

En minimal forandring i ligningssystemet fra eksempel 6 giver en helt anden lgsnings-
situation. Hvis hgjresiden i den sidste ligning sendres til 2 har vi at ggre med systemet:

—2x1+ w29+ 2x3=0

1
731’1 751’27 T3 =4

3 (2.8)
$17§$2+ 253:72

b)
—l'1+§1'2— (E3:2
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De samme operationer som i eksempel 6 forer til:

721‘1 —+ T2 +2$3 :0

—2562 —41‘3 =4
— X9+ 2x3 = -2
2552 —21’3 =2

og videre til:

—2x1+ 9+ 22x3=0

—2£E2 — 41’3 =4
4333 =—4
—6])3 =6
Her er ingen modsaetninger mellem de to sidste ligninger, som begge kraever, at x3 = —1.
Derefter finder vi straks o = 0 og 21 = —1, sadan at ligningssystemet (2.8) har netop

én lgsning, nemlig:
(1'17 x2, $3) = (_17 0) _1)

Sagen er her, at ligningssystemet kun tilsyneladende bestar af fire ligninger. I virkelig-
heden er der kun tre uafhaengige ligninger. Det forholder sig nemlig sadan, at den sidste
ligning i (2.8) folger af de foregaende tre, da den sidste ligning fas som sum af % gange
den fgrste ligning, —% gange den anden og —% gange den tredie (det forventes du ikke
at fa gje pal).

De tre sidste eksempler viser, at ogsa med ligningssystemer hvor antallet af ligninger
ikke er lig antal ubekendte optraeder de samme lgsningsmuligheder: ingen, netop én eller
uendeligt mange lgsninger. 1 eksempel 5 sa vi tillige at de uendeligt mange lgsninger
kan veere fastlagt ved flere frie variable - eller flere parametre, som de ogsa kaldes. Vi
benytter ogsa her den sprogbrug at lgsningsmaengden er flerdimensional.

Hermed har vi naesten afsluttet forste omgang i behandlingen af linesere ligningssy-
stemer. Flere omgange vil fglge. Den indfgrte lgsningsmetode med dens ngdvendige
modifikationer - som i alle tilfaelde har kunnet afklare lgsningsforholdene for lignings-
systemerne - kan formuleres saledes: Ligningssystemet omformes ved hjelp of rsekkeo-
perationer.

En rekkeoperation bestar i at en given ligning;:
- bytter plads med en anden ligning
- erstattes af sig selv ganget med en skalar # 0
- erstattes af sig selv plus en anden ligning ganget med en skalar

Ved en rzekkeoperation har det oprindelige og det omformede ligningssystem de samme
Igsninger - de er aekvivalente. Metoden har et automatisk praeg, hvilket er en vaesent-
lig del af pointen ved en metode. Ser vi ngjere pa metoden som den fx er udfoldet i
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ligningssystemerne (2.1) - (2.4) kan man se, at de ubekendte, dvs x1, x2 0og T3, er usen-
drede i alle fire ligningssystemer. Det er kun koefficienterne til de ubekendte der bliver
endret, sa metoden kan simplificeres yderligere ved kun at se pa disse koefficienter. Vi
opskriver nu koefficienterne i et talskema og opererer pa rakkerne i talskemaer ligesom
vi fgr opererede pa ligninger i ligningssystemer. Derved kan ligningssystemerne (2.1) -
(2.4) erstattes af fglgende fire talskemaer:

2 1 =3 ] 1 2 1 =3 | 1
4 =2 -2 | 3 | 0 -4 4] 1 |~

-1 1 -1 3 -1 1 -1 ] 3

2 2 2 2 2 2

2 1 -3 | 1 2 1 -3 | 1

0 -4 4 | 1 |—=(0 -4 4] 1

0 1 -2 ] 2 0o 0 -1 | %

Selv om vi nu har fundet en fornuftig lgsningsmetode, skal det ikke forhindre os i at
slippe lettere til en lgsning, hvis det er muligt, fx hvis vi kan se sammenhaenge mellem
nogle af ligningerne.
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3 Talrummene R".

3.1 Indledning

I begge de forrige kapitler har saet af reelle tal spillet en central rolle. Vi skal nu foretage
et systematisk studium af sadanne sat og linezere operationer pa dem.

I alt hvad der folger er n et vilkarligt naturligt tal - dvs 1,2,.... De objekter vi interes-
serer os for er ordnede st af n reelle tal: (x1,xa,...,x,) . At seettet er ordnet betyder
at raekkefplgen tallene optraeder i er vaesentlig. Det betyder - fx for n = 4 - at sattet
(1,-2, %70) er forskelligt fra seettet (0,1, %, —2). Sadanne objekter kalder vi vektorer,
og undertiden n-vektorer hvis vi har behov for at understrege hvilket n der er pa tale.
Det kan fx veere tilfeeldet hvis vektorer af forskellig laeengde er i spil. Man kan ogsa st@de
pa betegnelsen ordnede n-seet eller ordnede n-tupler. De enkelte tal i en vektor - altsa
z-erne - kaldes ofte vektorens komponenter. Det fastsaettes at to vektorer er ens, hvis

deres komponenter pa tilsvarende pladser er identiske.

Vi vil i mange sammenhznge benytte notationen x som forkortelse af (z1, 22, ..., ),
selv om det ikke af notationen fremgar hvilket n der refereres til. Det ma underforstas
af sammenhangen.

Samlingen af samtlige n-vektorer benzevnes R™. Vi har altsa per definition
R™ = {(x1,22,...,2,) | 11 € R, 22 € R,...,2, € R}.

Vi taler her om talrummet R™. Der findes en uendelighed af sadanne talrum - ét for
hvert n. Hvis n = 1 har vi gjensynlig blot at ggre med R - de reelle tal selv. Hvis n = 2
eller n = 3 har vi at ggre med koordinatsaettene for punkterne i planen henholdsvis
rummet.

Som naevnt er det veesentligt at holde styr pa rekkefolgen af tallene i en n-vektor.
Derimod er det ikke vaesentligt for de begreber vi snart skal indfgre om vi opskriver en
n-vektor som raekke eller sgjle. Sadan er det jo ikke med matricer, som er rektangulaere
talskemaer hvor bade den vandrette og den lodrette orden er vaesentlig. Reekkematricen
(z1,22,...,2,) er forskellig fra sgjlematricen

Ty
€2
T

De to forskellige matricer er forskellige matriz-fremstillinger af én og samme vektor.
Vi vil ofte fa brug for at fremstille en given vektor pa begge mader - alt efter hvad
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der er bekvemt i sammenheengen. Men endnu en gang: I definitionen af en n-vektor er
reekkefglgen af tallene veesentlig - ikke om de opskrives vandret eller lodret. I definitionen
af matricer er bade reekkefglgen og opskrivningen vasentlig.

Figur 3.1 Kreaefternes parallellogram.

3.2 Addition af vektorer i R"

Vi vil nu indfgrer et additionsbegreb for vektorer af samme stgrrelse. Med en nobel
sprogbrug fra den abstrakte algebra vil vi indfgrer en komposition + i R", dvs en
operation der til to vilkarlige vektorer i R™ knytter en tredie - deres sum. Definitionen
er lidet dybsindig, da vi simpelthen adderer to n-vektorer ved at addere komponenterne
pladsvis:

(1,22, ., 2n) + (W1,¥2, - Yn) = (@1 + Y1, 22+ Y2, -, Tn + Yn)-

Denne made at indfgre addition pa er i R simpelthen den szedvanlige addition, mens
den i R? og R? svarer til addition af geometriske vektorer - krefterne parallellogram -
jfr figur 3.1.

Det er en umiddelbar konsekvens af reglerne for addition af reelle tal, at man kan
ombytte leddene i additionen:

(11,$2,~-~,5€n)+(y1,y2,-~~ayn) :(ylvaa"'ayn)+(xlvaa“',mn)

- den sakaldte kommutative lov - og tillige at man frit kan sesette parenteserne saledes:

((1'1,1'2,. "axn) + (y17y27"'ayn)) + (217227"'7Zn) =
(1’1,2727. ..,(En) + ((y17y27"'7yn) + (217227"'7271))'

Denne sidste identitet kaldes den associative lov, hvis indhold i R? og R3 kan fortolkes
geometrisk, jfr figur 3.2. Bade den kommutative og den associative lov bygger pa at
addition af vektorer foregar pladsvis.

Der findes hetop ét element som virker neutralt ved addition, dvs opfylder den egenskab,
at den adderet til en vilkarlig vektor lader denne vektor ubergrt. Vektoren bestaende
af lutter 0’er bestrider abentbart dette job da
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w, (XTY)+z=xt(rtz)

1=

Figur 3.2 Geometrisk tolkning af den associative lov.

(x1,22,...,2n) + (0,0,...,0) = (z1,22,...,2,)

for ethvert (x1,x9,...,2,) € R"™. Ingen anden vektor har denne egenskab, da safremt
(w1, ws,...,wy,) opfylder

(1,22, Tpn) + (W1, wa, ..., wy) = (1, T2, ..., Ty)

(1 + w1, 2 + wa, ...,y +wy) = (T1,Z2,...,T,)
Eftersom to vektorer er identiske netop hvis de har samme komponenter, har vi at
T1 +wy = T,
T2 + we = T,
Ty + Wy = Tp,
Hvoraf det fglger at w; =0, wy =0, ... ,w, = 0. Dette viser at
(w1, wa, ..., wy) = (0,0,...,0).

Vektoren hvis alle komponenter er 0 kaldes nulvektoren og betegnes med 0 - s& ma det
af sammenhaengen fremga hvilket n der er tale om.

Det er nu naerliggende at spgrge om der til en given vektor (z1,za,...,x,) findes en
anden vektor (u1,us,...,u,) der neutraliserer den, dvs opfylder

(1,22, ..., Tn) + (ug,u2,...,u,) = (0,0,...,0).
Dette er jo ensbetydende med et sgge uy, us, . .., U, Sa
r14+u =0, x04+u2=0, ... x,+u, =0,
Disse krav er opfyldt hvis og kun hvis
Uy = —T1, Up = —To, ... Uy = —Tp.
Svaret er bekraeftende, da

(uy,ug, ..., up) = (=21, —Ta,...,—Tp)
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som den eneste vektor opfylder det stillede krav. Vi kalder ogsa (—xz1, —22,...,—Zpn)
for den modsatte vektor til (z1,zs,...,x,), og betegner den

—(z1,22,. .., Zp).
Det er nu muligt at benytte skrivemaden

(z1,22, . @0) — (Y1,Y2, -+, Un)

for

($1,$2,...7$n)+ (_y17_y2a"'7_yn) = (xl Y, T2 —Y2,..-,Tn _yn)

Eksempel 1
I R* har vi vektorerne z = (2,-1,0,3), y = (—5,2,—1,-2) og z = (3, —1,1,—1). Det

sesat z +y = (—3,1,-1,1), og derfor er —(z +y) =2 *

Omtalen af addition afsluttes ved at samle de fundne resultater i en kort notation:

Der indfgres en komposition + i R™, som opfylder

(1) For alle z og y: z +y = y + z (den kommutative lov)

(2) Forallez, yogz: (z+y)+z=x+ (y+2) (den associative lov)
(3) Der findes netop ét neutralt element 0 sa der for alle z geelder

z+0=2z
(4) Ethvert z har netop ét modsat element, —z, opfyldende at
z+(-z)=0

(Disse fire egenskaber udtrykkes ofte samlet sadan, at (R™, +) udger en abelsk gruppe.)

Alene pa grundlag af reglerne (1) - (4) kan det sluttes, at enhver ligning af formen
x 4+ a = b har netop én lgsning, nemlig x = b — a. At b — a lgser ligningen ses ved
indsaettelse. At der ikke er andre muligheder indses ved at addere —a (som jo eksisterer
jfr (4)) til begge sider af ligningen z + a = b, hvilket lidt pedansk opskrevet giver

z=z+(@e—a)=(x+a)—a=b+(-a)=b—a.

3.3 Skalarmultiplikation i R"

Vektorer i R™ kan skaleres med reelle tal. Det vil sige, at der for enhver vektor z =
(z1,22,...,2,) € R™ og ethvert reelt tal « per definition dannes vektoren

ax = (ary, aa, ..., 0Ly)
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Denne vektor siges at veere fremkommet ved skalarmultiplikation af vektoren x med
skalaren «. Som det ses er en skalar - her - ikke andet end et reelt tal. Betegnelsen
‘skalar’ i stedet for ’tal’ tjener til at markere den indbyrdes rollefordeling mellem tal og
vektorer.

Skalarmultiplikation er ikke som addition en komposition inden for R™ selv - det er en
operation pa et tal (fra R) og en vektor (fra R™), med en vektor som resultat.

Et par vigtige egenskaber ved skalarmultiplikation folger uden videre af definitionen:
(5) For erhvert x € R™ er
lz =2z
(6) For ethvert x € R™ og vilkarlige skalarer o og [ geelder
a(Bz) = (af)z.
Dette se ved inspektion ud fra definitionen. Ad (5):
lz = W(xy, 2, ... xy) = (21, T2, ..., Tp) =T
og ad (6):
a(fz) = a(Bry, 2y, ..., Bx,) = (b, af,, ..., abz,) = (af)x.
Endvidere er det abenbart at
0z =0
da  0(z1,z2,...,2,) = (0,0,...,0) = 0.
Vi mangler at undersgge hvordan skalarmultiplikationen spiller sammen med additionen
i R™. Der geelder de distributive love
(7) For vilkarlige z og y i R™ og enhver skalar o er
alz+y) = oz + ay.
(8) For ethvert z € R™ og vilkarlige skalarer a og 0 er
(a+B)z = az + fz.

Disse love forteeller hvordan man kan ’'gange ind i’ og ’ssette uden for parentes’ ved
skalarmultiplikation, der involverer en sum af vektorer eller skalarer.

Ogsa her overbeviser man sig om rigtigheden af pastandene ved simpel inspektion ud
fra de indferte definitioner pa addition og skalarmultiplikation. Prgv selv at ggre rede
for hvilke definitioner eller love der ligger bag de enkelte lighedstegn. Ad (7):
alz+y) = oz +y1, T2+ Y2, T+ Yn)
= (04(9;1 + y1)7 a(ﬂfg + y2)a ey Oé(.]?n + yn))

= (ax1 + ayr, 0y + ay, . . ., Ty + QYy)
= (amlva:ﬂ% c. .,Oél'n) + (aylvay27 < 'aayn)
= ax + ay.
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Ad (8):

(a+ DBz

(a+ B)zy, (a+ B)zy, ..., (a+ f)x,)

= (ax1 + fx1, 029 + fo,. .., Q2y + Pxy)
= (ax1,axs,. .., ax,) + (Bzq, fzs, ..., Lfx,)
=oaz+ fz.

Figur 3.4 Illustration af formel (8).

Det geometriske indhold i de distributive love (7) og (8) i R? og R? er illustreret i
figur 3.3 og i figur 3.4.

Vi kan nu opsummere de de fundne grundregler for addition og skalarmultiplikatin i
R™:

(1) For alle z og y: x +y =y + = (den kommutative lov)
(2) Foralle z,y og z: (x+y) +2=2x+ (y+2) (den associative lov)
(3) Der findes netop ét neutralt element 0 sa der for alle z geelder

z+0=zx

(4) Ethvert z har netop ét modsat element, —z, opfyldende at
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z+(-z)=0
(5) For erhvert z € R™ er
lx =z
(6) For ethvert x € R™ og vilkarlige skalarer a og [ geelder
a(Bz) = (af)z.
(7) For vilkarlige z og y i R™ og enhver skalar o er
alz+y) =azr+ay.
(den farste distributive lov)
(8) For ethvert z € R™ og vilkarlige skalarer a og 0 er
(a+pB)z = az + fz.
(den anden distributive lov).
Det at R™ er udstyret med en addition og en skalarmultiplikatin der opfylder (1) - (8)
udtrykkes seedvanligvis ved at sige, at R™ med disse operationer er organiseret som
et vektorrum. Undertiden ser man ogsa betegnelsen lineert rum. Senere kommer vi

til at studere andre objekt-verdener - end talrummene - der ogsa kan organiseres som
vektorrum.

Alle de grundleeggende linesere egenskaber ved talrummene kan udledes af (1) - (8).
Nar forst disse egenskaber er etableret er det ikke laengere ngdvendigt at ga tilbage til
udgangspunktet, dvs til selve definitionerne af addition og skalarmultiplikation. (Men
hvis det nu og da viser sig bekvemt for os at ga tilbage til definitionerne, vil vi dog
ikke afholde os fra det.) Som eksempel pa hvordan man kan udlede resultater alene ved
hjeelp af (1) - (8) har vi allerede set resultatet om entydig ligningslgsning. Her er et par
stykker til:

(a) Forst ser vi pa pastanden: For ethvert © € R™ gaelder
0z =0

Denne pastand her vi ovenfor godtgjort ved at benytte definitionerne, men der er altsa
ikke ngdvendigt, se selv

z+0z=1z4+0z=(14+0)z =1z =z,

hvor vi har benyttet henholdsvis (5), (8), addition i R samt (5) endnu én gang. Adderes
nu —z til begge sider af lighedstegnet, far vi

0z =—-z+2=0.

(b) Dernsest kan vi bevise, at for ethvert € R™ ma

(—Dz = —z.
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At pastanden skal bevises, hvis vi kun har (1) - (8) til radighed skyldes, at (—1)z er
fastlagt ved hjeelp af skalarmultiplikation, mens —z er fastlagt i forhold til addition. Vi
har igen ud fra (5), (8) og addition i R, at

z+ (-)z=1z+ (-1)z = (1+(-1))z =0z = 0.
Adderes ogsa her —z til begge sider af lighedstegnet, finder vi som gnsket

(-1)z = —=z.

(Naturligvis kan dette resultat ogsa opnas ved direkte at benytte den made skalarmul-
tiplikationen indfgres pa i R™ - men det er altsa ikke pointen her.)

(¢) Og sa en liden gvelse: Vis alene pa basis af (1) - (8), at a0 = 0 for enhver skalar
a. Vis pa samme grundlag, at kx =z +z + ...+ z (k led) for ethvert naturligt tal & -
som jo ogsa er en skalar - og enhver vektor x € R™.

3.4 Linearkombinationer

Hvis vi har givet et endeligt antal - fx k - vektorer i R", z,,2,,...,%;, kan vi danne
nye vektorer af formen

12 + aexy + ...+ apy, (3.1)

Figur 3.5 Eksempel pa en linearkombination.

hvor aq, ao, ..., ap er vilkarlige skalarer. Et sadant udtryk - en sum af skalerede vek-
torer - kaldes en linearkombination af vektorerne z;,z,...,z; med koeflicienterne
a1,Qa,...,ak. 1 figur 3.5 ses et eksempel pa en sadan linearkombination.

Fastholder vi en bestemt samling af vektorer x,,z,, ..., 2, kan vi undersgge meengden
af samtlige linearkombinationer (3.1) af disse vektorer, nar koefficienterne varierer frit
i R, altsa

{12y + sy + ...+ gz, | ER, a2 €R,...,a € R}

36



Denne maengde betegnes span{z,, z,,...,z;} og kaldes det af 21, z,, . ..,z udspzendte
underrum af R™. Vi siger ogsa at z,,Z,, ...,z udspaender span{z,,,,...,z;}. Nogle
gange bruges frembringe i stedet for udspzende. Vi skal senere vende tilbage til indholdet
og betydningen af begrebet underrum. Forelgbig er det blot et navn.

Nu er det vist tid til et par eksempler.

Eksempel 2

A X>

Figur 3.6 Linien gennem (0, 0).

I R? betragter vi vektoren x; = (3,—1). Det af z; udspaendte underrum span{z;}
bestar af alle vektorer af formen az;, hvor @ € R. Underrummet udggres altsa af alle
talpar pa linien {(3c, —a) | @ € R} gennem 0 (se figur 3.6).

Tilfgjer vi fx vektoren z, = (0, 2), bestar det af z;, 2, udspeendte underrum, span{z;, z,}
af alle vektorer af formen ayz; + asz,, for vilkarlige koefficienter a1 og ay. Tydelig-
vis udger dette underrum hele R?, dvs span{z;,z,} = R?. Vi kan nemlig godtggre
at ethvert givet y = (y1,y2) kan fremstilles som linearkombination af x; og z, med

koefficienterne %ﬁog 2 + & Dette kan bekraeftes saledes:

(y1,92) = a1y + @ozy = @1(3,—1) + @2(0,2) = (a1, —a1 + 2a3).
Vi finder sa a; og as af ligningssystemet: 3a; =1 , —ay + 2a = yo,
dvs a1 =% og ap= %(yg + 1) = %2 + % Med disse veerdier indsat er:

(yr.32) = 5 3. ~1) + (5 + 5)(0,2) = (), +

( Y2 Y1
2

PR

Det er imidlertid ikke sddan at hvilke som helst to vektorer i R? udspsender hele planen.
Fx vil vi ved at tilfgje 2 = (—6,2) til vektoren z; ikke opna at udvide det udspzendte
underrum - jfr figur 3.6 - eftersom

051(3, —1) + 042(—6, 2) = (3&1 — bas, —ay + 20[2) = (041 — 2042)(3, —1)
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stadig blot gennemlgber den samme rette linie gennem 0 som fgr. Der geelder altsa her
at

span{z,,z} = span{z,}.

Skulle vi sluttelig f& den idé at tilfgje flere vektorer i planen, fx z5,...,z, til de be-
tragtede z,, x,, vil dette naturligvis ikke gge span{z;,z,}, der jo allerede er hele R?.
Vi har altsa

span{zy, 2o} = span{z,, 2y, ..., 2} }.

Det er saledes ikke alene antallet af vektorer der afggr hvor stor en delmaengde af
talrummet disse vektorer udspeender. *

Eksempel 3

Hvis vi i R? saetter vektoren z; = (3,1,2), vil 2, udspzende en ret linie i rummet gennem
0:

span{z,} ={a(3,1,2) | @« € R} = {(3a, ,200) | @ € R}.
Inddrager vi vektoren z, = (—1,—1,4), vil z; og z, til sammen udspsende

Span{£17£2} = {O((37 172) + ﬁ(_lv _154) | (OAS R? ﬂ € R}7

der udggr en plan i R? gennem 0. (Igen kunne et andet valg af z,, fx (71%, 71—10, 71—20),

have bevirket at det af z; og z, udspsendte underrum var det samme det z; selv kunne
klare at udspaende.)

Hvad nu hvis der optreeder en tredie vektor, 47 Der er to muligheder. Enten udspaender
21, Ty 0g T4 den samme plan som fgr, eller de udspaender hele R3. Det farste er tilfeeldet,
hvis x5 er en linearkombination af z; og z, - fx: 3 = (1,—1,10). Sa vil jo enhver
linearkombination af z;, z, og z5 kunne fremstilles som linearkombination af z; og z,
alene.

Den anden mulighed indtreeffer fx med z5 = (0,2,1). Enhver vektor y = (y1,y2,y3) i
R? kan nemlig fremstilles som linearkombination af T, Ty Og Ty

(y17y27y3) = 04(371,2) +ﬁ(_1a_174) +’Y(0>271) = (3CY _ﬁ,a_ﬁ+27a204+4ﬁ+7)

for passende valg af koefficienterne «, 8 og y. At bestemme sadanne koefficienter kommer
jo ud pa at lgse ligningssystemet

3a— =y
a— [f+2v=y
20 +48+ v=ys3

i «, B og 7. Ved anvendelse af de metoder vi indfgrer i det senere kapitel om lineaere lig-
ningssystemer, finder vi at dette system - med forbehold for regnefejl - har lgsningerne:

(o, B,7) 91 — yo + 2y3, —3y1 — 3y + 6ys, —6y1 + 14ya + 2y3).

1
_%(
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Med dette valg af koefficienter kan y altsa fremstilles som linearkombination af z, x4
og z5. Tilfgjer vi til disse tre vektorer en hvilken som helst endelig samling af vektorer,
24, ..., 2, udspaendes stadig ikke mere end R®. Hver enkelt af de nye vektorer er selv en
linearkombination af x,, x, og x4, sa en linearkombination af z,,z,,...,z; vil kunne
fremstilles som en linearkombination af z;, z, og z5 alene. *

Med inspiration fra disse eksempler vil vi notere et par observationer - faktisk sméa
seetninger - gyldige i ethvert talrum R"™.

S1: 0 wil altid vere med i span{z,,xq, ...,z }. Da 0 fremkommer ved at benytte koef-
ficienterne oy = ap = --- = a, = 0.

S2: Hvis der til U = spanf{z;, xo, . ..,z } tilfojes vektorer - lad os kalde den YyrYyre-Y,

- der allerede ligger i U, dvs selv er en linearkombination af x,,2,,...,z;, da gges
8pan{£17£27 cee a&k} ikkev dvs
span{y, o, -+, Ty, Yy Yy oo Y b = spanfzy, Lo, - 2y}

Et formelt argument der bekreefter udsagnet er: Nar y-erne er linearkombination af z-
erne findes passende koefficienter - betegnet a;;,7 = 1,2,...,p, 7 =1,2,...,k - saledes
at

Y, = anzy +a2Zy + ...+ apdy

Yy = 2121 + A22Zy + ... + Q2pTy

Y, = Gp1Zy + ApaZy + ...+ Apry,

En vilkarlig linearkombination af z,,z,, ..., 2, Yyr Yy Y, har skikkelsen

algl—i—anQ—l—...—&—aka—l—ﬁlgl —l—...—l—ﬂpgp
=Q1Z; + Ty + ... + gy,

+ Bi(a11zy + arazy + ... + arxzy)

+ Ba(ag1zy + agewy + ... + agxzy)

+ ﬁp(a[ﬂ&l + Ap2Zo +...+ apkgk)
= linearkombination af z-erne - skriv selv koefficienterne op, jeg gider ikke.

S3: Tilfgjes O til {x;,xzo,...,2,} @ndres span{z,,xs,...,2;} ikke. Dette er et special-
tilfeelde af 52, da 0 er en linearkombination af z,, z,, . . ., 2, med alle koefficienterne lig 0.

S4: Hvis {uy, Uy, . .., u, } er en delmaengde af {vy, vy, ..., v, }, er span{uy, uy, ..., u,} en
delmzengde af span{vy, vy, . ..,v,}. Enhver linearkombination af u;, u,, . . ., u, er nemlig
ogsa en linearkombination af vy, v,,...,v,, idet vi foran de vektorer som ikke er med i
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{uy, 1y, ..., u,} blot anbringer koefficienten 0. Sa bliver resultatet en linearkombination

af vy,0q,...,0,.

S5: For enhver endelig mengde of vektorer x, x, ..., x;, vil underrummet U = span{z,, Ty, ..., 2}
veere lukket over for addition og skalarmultiplikation. Det betyder dels at hvis z og y

begge ligger i U, vil ogsa = + y ligge i U, og dels at oz ogsa ligger i U, nar x gor.
Argumentet er selvsagt, at hvis z og y begge er linearkombinationer af L1, Lo, ..., Ty,

geelder det samme for 41y og az. Desuden ma U for egen regning opfylde kravene (1) -

(8). Det er jo ingen overraskelse at kravene (1), (2), og (5) - (8) er opfyldt, da de geelder

for alle vektorer i R™, og derfor selvfglgelig ogsa for de der befinder sig i U. Vi mangler

at vise at (3) og (4) ogsa geelder i U. (3) folger af S3, da 0 € span{z;,zy,...,2;}. (4)

folger af definitionen ax € U for alle «, vi veelger nu blot « = —1, sa vil —z € U.

S6: R™ er selv et underrum ¢ R™!! Det er nemlig altid muligt at angive et endeligt antal
vektorer, der frembringer hele R™. OBS! Dette er meget vigtigt. Seetter vi nemlig

€ = (110707-”70)
ey, =(0,1,0,...,0)
e; =(0,0,1,...,0)

€y = (anvoa"'71)
geelder abenbart for et vilkarligt = (1, 22,...,2,), at

gz(x17x2;"'7xn)
= (21,0,...,0) + (0,29,...,0) + ...+ (0,0,...,2,)
= 21(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0) + ...+ 2,(0,0,...,1)

=T1€1 + X265 + ...+ Tpe,.

Dette viser, at x er en linearkombination af eq, e,,...,¢,,. Enhver vektor i R™ er altsa
en linearkombination af disse vektorer, som kaldes (de saedvanlige) grundvektorer. Vi
kan skrive

R"™ = span{e;y, ey, ..., €, }

» En

Disse grundvektorer er ikke de eneste der kan fremstille alle vektorer i R™. Der er uen-
deligt mange andre valg.

S7: I ethvert R™ vil mengden {0} bestaende alene af nulvektoren i R™ vere et under-
rum, da jo {0} = span{0}. Eftersom vi i S3 sa at ethvert underrum vil indeholde 0, er
{0} det mindste underrum i R™, sadan at forsta at det er en delmeengde af ethvert andet.

Vi har hidtil kun beskaeftiget os med underrum udspaendt af endelig mange vektorer. Der
er imidlertid ingen problemer med ogsa at tale om underrum udspaendt af en vilkarlig
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maengde af vektorer - endelig eller uendelig. Hvis nemlig M er en vilkarlig delmaengde af
R™, kan man danne samtlige linearkombinationer af vilkarlige saet bestaende af endeligt
mange vektorer fra M. Denne samling af linearkombinationer betegnes span(M). Vi har
altsa defineret

span(M) = {algl—&—aggz—i—...—i—ajgj |7 EN; Ty, Zo, .., 2; € M ag,02,..., 05 € R}.

Leeg meerke til at j ikke - som for k - er et fast tal. Hvis M er en endelig maengde besta-
ende af k vektorer er vi tilbage i det tidligere behandlede tilfeelde. Sa kan j antage alle
veerdier i meengden {1,2,...,k}, men vi kan fa samtlige linearkombinationer frem ved
kun at betragte j = k, da linearkombinationer svarende til mindre veerdier af j fas ved
at saette nogle af koefficienterne til at vaere 0. Hvis derimod M er en uendelig mangde,
er der ingen gvre graense for hvor store szt af endeligt mange vektorer vi kan plukke ud
af M. Derfor kan j antage alle vaerdi i N. Det er imidlertid vigtigt at vaere klar over at
vi kun tillader linearkombinationer af endeligt mange vektorer. Linear algebra er ikke
en sportsgren der dyrker uendelige summer.

3.5 Linezr ufhzengighed

I eksemplerne i foregaende afsnit sa vi at ét og samme underrum i R™ kan udspaendes af
mange forskellige seet vektorer. Bortset fra det seerlige tilfzelde, hvor underrummet kun
bestar af nulvektoren - 0 - er der ikke en gvre graense for hvor mange vektorer der kan
udspaende et givet underrum. Vi kan jo blot til det saet der udspeender - x4, 2, ..., 2, -
tilfgje vilkarlige vektorer, der er linearkombination af disse z-er. Derimod ma der altid
veere et mindste antal vektorer der kan udspaende et givet underrum. Der kan fx ikke
veere feerre end én vektor i et udspaendende sat. Det er derfor neerliggende neermere at
undersgge mulighederne for at bestemme et mindste szt udspsendende vektorer for et
givet underrum.

Vi vil nu pabegynde denne undersggelse. Til den ende er begrebet lineser uaftheengighed
centralt.

Et seet af endeligt mange vektorer - 1, 2,,...,2; - i R" siges at veere linezert uathzen-
gigt, hvis nulvektoren 0 kun kan fremstilles som en linearkombination af z,,z,, ...,z
ved at alle koefficienter er 0. Eller lidt mere formelt:

Ty, ZLo,...,Z; er per definition linesert uafhaengige hvis og kun hvis det geelder at man
af
oz F e+ ... +ogx, =0 kanslutteat o3 =as=...=0a;=0.

Eftersom det altid er muligt at fremstille 0 som linearkombination af et hvilket som
helst saet af endeligt mange vektorer ved at lade alle koefficienter veere 0, er det naerlig-
gende at kalde en sadan linearkombination triviel - dette ord bruges ofte i matematisk
jargon som karakterisering af det bundlgst banale. Derefter er det forstaeligt, hvorfor
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man ofte kalder en linearkombination der fremstiller 0 uden at alle koefficienterne er
0, for ikke-triviel. Vi bruger ogsa vendingen ’en ikke-triviel fremstilling af 0’. Pa denne
made kan man omformulere definitionen af lineser uathaengighed:

Et set af endeligt mange vektorer er lineert uafhengige, netop hvis det er umuligt at
give en ikke-triviel fremstilling af 0 ved hjelp af disse vektorer.

Eksempel 4

I R? betragter vi vektorerne z; = (3,—1), z, = (0,2) og 23 = (—6,2) som vi ogsa
behandlede i eksempel 2. Her er seettet bestaende af x; og x4 linesert uatheengigt, da
man af

a1z + azy = 0,
altsa af  a31(3,—1) + a2(0,2) = (0,0), far at a3 og ae ma opfylde ligningssystemet
3a1 =0
—aq1 + 200 = 0.
har dette ligningssystem abenbart ikke andre lgsninger end
a1 =ag =0,

men sa er x; og x, jo linesert uathengige. Laeg i gvrigt meerke til at vi i eksempel 2
fandt at disse to vektorer udspzender hele R?.
Derimod er z; og x5 ikke linesert uafhsengige. Da x5 er proportional med z;, idet

z5 = —22,, kan disse vektorer ikke vaere linesert uatheengige. For da
1 1
Ly + oLy =2 + 5(_2%) =0,

har vi en fremstilling af 0 som linearkombination af z; og x5 med andre koefficienter
end lutter O-er. I eksempel 2 si vi, at z; og z; ikke udspzender hele R2.

Nar z, og x5 ikke er linezert uafhaengige, er hele saettet z,, 25, 25 'endnu mindre’ linesert
uafhaengigt. Det er jo let at fremstille 0 som liearkombination af disse tre vektorer uden
at alle koefficienter er 0, da

1
z; +0zy + 5@3 =0.

Vi har jo blot proppet 0z, ind i den forrige linearkombination af z; og z5, der allerede
selv kunne klare at levere en ikke-triviel fremstilling af 0. *

Hvis et saet af endeligt mange vektorer i R™ ikke er linesert uafhaengigt, siges det at vaere
linesert afhengigt. Med et linesert afthsengigt seet findes altsa en ikke-triviel fremstilling
af 0.
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En reekke enkle, men vigtige observationer/setninger byder sig umiddelbart til:

S8: Enhver enkelt vektor x som ikke er O udgor et lineert uafhengigt set. Safremt
ax = 0 var en ikke-triviel fremstilling af 0, altsa med « forskellig fra 0, ville jo
z = (Ya)az = (Y/4)0 = 0. Dette er i strid med forudssetningen om at z ikke er 0.

S9: Intet seet af vektorer i R™ der indeholder 0 kan veere lineert uafhaengigt. Med andre
ord, ethvert sddant seet er linesert atheengigt. En linearkombination med en (vilkarlig)
koefficient forskellig fra 0 foran 0, og koefficienten 0 foran resten af vektorerne i sattet,
givet jo en ikke-triviel fremstilling af 0 - ikke alle koefficienter er 0.

En direkte konsekvens af S9 vil veere, at en tilfgjelse af 0 til et linesert uathaengigt saet
af vektorer vil ggre det udvidede szt linezert athengigt.

S10: Hvis vi har at gore med et lineert uafhaengigt set af vektorer ¢ R™, er ethvert
delset ogsa lineert uafhaengigt. Safremt der fandtes en ikke-triviel fremstilling af 0 ved
hjelp af delsattet, kunne man ogsa skaffe en ikke-triviel fremstilling af 0 ud fra det
oprindelige st ved simpelthen at anbringe koefficienten 0 foran de vektorer, der ikke
indgar i delsasettet. Men da det oprindelige saet var linesert uafheengigt er det umuligt
at skaffe en ikke-triviel fremstilling af 0 med dette szet.

En direkte konsekvens af S10 bliver, at hvis vi til et lineert afhengigt set af vektorer
fajer et hvilket som helst antal vektorer, er det resulterende seet ogsa lineert afhaengigt.
Var det resulterende szet nemlig linezert uathaengigt, matte - efter det ovenstaende - det
samme geelde for ethvert delsaet, herunder det oprindelige, som imidlertid var forudsat
linezert aftheengigt.

S11: Huvis der i et saet af vektorer i R™ er én (eller flere) af vektorerne der er en
linearkombination af nogle af de gurige, ma settet vere lineert afhengigt. Lad os fx
antage at z og 1, Z,, ..., 2, indgar i ssettet sadan at

T =02 + oy + ...+ agxy,
for passende koefficienter aq, s, ..., ag. Sa er
lr —a1x; —aezy — ... —agxy, =0

en ikke-triviel fremstilling af 0, da koefficienten til x er forskellig fra 0 - koefficienten er
1. Det bevirker at z og x;,,,...,x; tilsammen udggr et linesert afhaengigt seet. Efter
det foregaende er det szt de er plukket ud af sa ogsa linesert athaengigt.

Et specialtilfzelde af denne situation har vi, hvis et seet indeholder flere identiske vek-
torer. Et sadant seet er altsa ngdvendigvis linezert afhengigt.
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Det naeste resultat er sa vigtigt at det ophgjes til en ssetning med et pzent bevis.

Satning 3.1
Et seet af endelig mange vektorer i R™ er lineert afhengigt hvis og kun hvis (mindst)
én af vektorerne er linearkombination af de gvrige.

Bevis
Der er to pastande at vise:

7 =7 Hvis &, &y, ..., 2, er et linesert aftheengigt seet af vektorer, er mindst én af dem
en linearkombination af de gvrige. Dette indse saledes: Da sattet er linesert afhengigt,
findes en ikke-triviel linearkombination af dem som fremstiller nulvektoren,

o121 + ey + ...+ apzy, =0,

hvor mindst ét af a-erne ikke er 0. Lad os antage at det er oy der ikke er 0. Sa kan
vi isolere ajz; pa den ene side af lighedstegnet, og derefter multiplicerer vi ligningen
med . Hele denne operation er lovlig i kraft af egenskaberne (1) - (8). Dette giver
J
en fremstilling af z; som linearkombination af de gvrige. Formelt skrevet op bliver
resultatet
a1 Q41 Qe

z,=—(—)z;—...—(— )z, 1 —(— )z — .. — (—)zy,

2= ~(he = (e~ (e -
hvor a; eventuelt ogsa kan veere oy eller ay. Hermed har vi vist kun hvis-delen af
setningen.

” <« 7: Hvis én af vektorerne er linearkombination af de gvrige, er seettet linesert af-
haengigt. Denne pastand har vi godtgjort i S11. Dermed er ogsa hvis-delen klaret. [
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4 Basis og dimension

4.1 Basisbegrebet

Vi skal nu ne&erme os en besvarelse af det spargsmal som blev stillet i begyndelsen af det
foregaende kapitel, hvor fa vektorer kan vi ngjes med til at udspende et givet underrum
af R™? 1 besvarelsen er begrebet basis centralt.

Et endeligt saet af vektorer by, b,,...,b; i et underrum U af R™ kaldes en basis for U,
hvis fglgende to krav er opfyldt:

(1)  Enhver vektor i U kan fremstilles som linearkombination af by, by, ..., by.
Eftersom enhver linearkombination af vektorer i U selv ligger i U - et underrum
er jo lukket over for addition og multiplikation, jfr tidligere bemaerkninger - kan
dette udtrykkes:

U = span{by, by, ..., b;}.

(2)  Seattet by, by, ..., by er lineert uafhangigt.
Forelgbig ved vi ikke hvilke underrum der overhovedet besidder en basis.

Underrummet {0} har ingen basis, da 0, som er ene om at udfylde {0}, ikke er et linesert
uafheengigt seet.

Men derudover kan vi konstatere at R™, der jo er et underrum i sig selv, har en basis.
Vi har nemlig tidligere indset at vektorerne e, e, ...,€,,, bestemt ved

»EZno

§1 = (1a0707"'70)
e, =(0,1,0,...,0)
e; =(0,0,1,...,0)

Qn:(030707"'71)

udspzender hele R™. Der resterer derfor blot at vise at disse vektorer er linesert uathsen-
gige. Men en linearkombination af e-erne der fremstiller nulvektoren,

are) + ey + ...+ ane, =0,
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ma opfylde (a1, as,...,a,) =0=(0,0,...,0) - udfer selv reesonnementet. Med andre
ord ma samtlige a-er vaere 0. Fremstillingen er derfor ngdt til at veere triviel, hvilket
viser at e-erne er linesert uafhaengige, og de udggr saledes en basis for R™.

Satning 4.1

Ethvert underrum U = span{z,, s, ...,z }, som ikke udelukkende bestar af 0, har en
basis.
Bevis
Hvis seettet x;,2,, ..., er linesert uatheengigt er pastanden abentbart sand, al den

stund z-erne per definition udspender U. Hvis seettet derimod er linesert afhengigt,
er det muligt at £ — 1 af vektorerne er lineszert uafheengige. Hvis dette heller ikke er
tilfzeldet, er det muligt at k — 2 af dem er det - og sa fremdeles. Pa et tidspunkt ma vi
na frem til det stgrste antal xz-er der danner et linezert uafheengigt seet. Om ikke andet
bestar dette saet af én vektor. Mindst én af vektorerne z,,z,,...,z; er jo ikke 0, og
en enkelt vektor forskellig fra 0 danner - jfr S8 i forrige kapitel - et lineaert uatheengigt
seet.

Konklusionen pa disse overvejelser er, at der findes et stgrste antal - lad os kalde det j
- lineeert lineeert uatheengige vektorer blandt z;, x5, . .., ;. Det er meget muligt at der
findes flere forskellige mader at veelge disse j linezert uaftheengige vektorer pa. Vi ggr brug
af én af maderne. Der er ikke noget i vejen for at antage at de forste j z-er, xy, 2o, ..., z;
udger et maksimalt antal linesert uatheengige vektorer blandt z,, x5, ..., z;. Ellers kun-
ne vi bare have omnummereret dem.

Nuvel, 2y, Zy, ..., z; udggr altsa et maksimalt linezert uatheengigt seet blandt 2, z,, ..., zy.
Dette indebaerer at uanset hvilken af de resterende vektorer der tilfgjes til z,, z, . . . L,
bliver det udvidede s&t linezert afhengigt - ellers var j jo ikke det stgrst mulige antal
linezert uafhengige. Fojes fx Zjq til 24, Zq, . .. &y er settet Xy, %y, ..., 25,254, line-
sert afhaengigt. Der ma derfor findes en ikke-triviel fremstilling af 0 ved hjeelp af disse
vektorer, sa

a1zy + ey + .o+ oz + oz =0, (4.1)

hvor mindst mindst ét af a-erne ma veere forskellige 0. Nu kan det ikke teenkes at
aj+1 = 0. For i sa fald ville vi jo have

a1xy +aoZy + ...+ ajz; =0,

hvor mindst ét blandt oy, as, ..., a; ma veere forskelligt fra 0 - nar nu a4 ikke er det.
Men sa ville der foreligge en ikke-triviel fremstilling af 0 ved hjeelp af linesert uafhsen-
gige vektorer xy,Z,,...,z;; altsa i modstrid med definitionen pa lineser uathengighed.
Nar ;41 saledes ikke kan veere 0, kan z;, isoleres i (4.1) - dvs kan fremstilles som

linearkombination af x,,z,, ... VL

Med helt parallelle argumenter kan vi indse, at ogsa de resterende z,,,,...,z; kan

fremstilles som linearkombination af z,,z,, ..., z;.
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Nu er raesonnementet naesten fuldfert. Alle vektorerne 1 U er linearkombinationer af

Ty, Ty, ..., . Imidlertid er z;.4,2,,5,...,2; linearkombination af z,,z,,...,z;, og
derfor kan enhver linearkombination af z,,z,,...,z; ogsa skrives som linearkombina-
tion af zy,Z,,...,z;. Dette sat af vektorer udspzender altsa hele U. Da det samtidigt
er linesert uathsengigt, opfylder det begge krav til en basis. Underrummet U besidder
altsa en basis. O
Eksempel 1

Gangen i beviset kan illustreres pa fglgende méde. I R3 har - i kraft af seetningen -
U = span{(1,0,2),(-1,—1,5),(2,1,—3)} en basis. Da (2,1, -3) = (1,0,2)— (-1, —1,5)
er de tre vektorer ikke linesert uathaengige. Det er derimod (1,0, 2) og (—1, —1,5) - check
selv! Da enhver linearkombination af de tre vektorer

a1(1,0,2) + as(—1,-1,5) + az(2,1, -3)
=0a1(1,0,2) + aa(—1,-1,5) + a3((1,0,2) — (-1, —1,5))
= (Ozl + 043)(1, 0, 2) + (OLQ — 043)(71, -1, 5)

bliver en linearkombination af de to forste, udger disse en basis for U. *

4.2 Dimension

Den ovenfor fundne basis for U blev konstrueret ud fra det st z;,2,,..., 2, som ud-
speendte U. Men der vil veere uendeligt mange andre seet som udspaender U. Maske
kunne det teenkes, at der af dem kunne konstrueres baser for U med et andet antal
elementer end j. Det viser sig, at dette ikke er muligt. Ogsa dette resultat er sa vigtigt,
at det ma mejsles ud i en saetning:

Seatning 4.2
Enhver basis for et underrum U = span{z,,Zs,...,2,} af R" har det samme antal
elementer. Da R" selv er et underrum gelder pastanden ogsa for R™.

Bevis
Lad os antage at bade by, b,, ... 1 bj 08 ¢y, ¢, .-, ¢; €1 baser for U. Vi skal vise at i = j.
Hvis dette ikke var tilfeeldet, er enten j < i eller ¢ < j.

Vi ser fgrst hvad der sker, hvis j < 4.

Enhver af vektorerne ¢;,c,,...,c; er en linearkombination af b, b,,...,b;, som jo ud-

J
spaender U. Specielt:

¢ =o1b) +agby + ...+ ajbj.

Her kan ikke alle a-erne veere 0, da ¢; sa ville veere 0, i strid med at ¢, indgar i et
linegert uafheengigt seet. Vi kan fx antage at oy er forskellig fra 0. Sa kan b; udtrykkes
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som linearkombination af ¢; og by, ...,b;. Det bevirker, at enhver linearkombination af
by, by, .., b; - dvs enhver vektor i U - ogsa kan fremstilles som en linearkombination af
€150y, .., b;. Dette geelder spcielt for c,.

Vektoren ¢, er altsa linearkombination af ¢;,b,,...,b;. I denne linearkombination kan
ikke alle b-koefficienterne vaere 0, thi i sa fald ville ¢, vaere proportional med ¢, - i strid
med at de er linesert uafthaengige. Vi kan ga ud fra at koefficienten til b, ikke er 0, hvilket
bevirker at b, er en linearkombination af ¢, ¢y, b3, .., Qj. Enhver linearkombination af
€150, ..,b; - dvs enhver vektor i U - kan dermed fremstilles som en linearkombination
af ¢, ¢y, b3, .., b;. Dette st udspaender altsa hele U.

Pa denne made kan man blive ved med at udskifte en b-vektor ad gangen med en c-
vektor, og stadig have at ggre med et seet der udspzender hele U. Eftersom i > j er der
c-er nok til at skifte alle b-erne ud. Dermed er altsa ¢, ¢, - - -, ¢; et saet af vektorer der
udspaender hele U. Specielt ma saettet udspaende resten af c-erne - hvoraf der er mindst
&t - ¢jiq,- .-, Disse c-er er altsa linearkombination af ¢, ¢y, ..., ¢;, men sd forteeller
seetning 1 i forrige kapitel, at hele seettet ¢;, ¢y, . . ., ¢; er linesert afhaengigt - i strid med
at det udggr en basis. Vi fores altsa til at konkludere, at forudssetningen ¢ > j ikke kan

opretholdes.

Muligheden ¢ < j kan imidlertid heller ikke opretholdes. For hele det forrige raesonne-
ment kan jo gentages med b-erne og c-erne i ombyttede roller. Tilbage er kun muligheden
i = 7, som dermed er bevist. O

Det feelles antal vektorer i en basis for et givet underrum U = span{z;,z,,...,2.} af
R™ er et karakteristisk tal for underrummet. Tallet kaldes underrumets dimension og
betegnes gerne dim(U). For talrummet R™ fandt vi at de n grundvektorer udggr en
basis. Vi har derfor

Satning 4.3
R™ har dimensionen n.

Da underrummet U = {0} ikke har nogen basis giver det god mening at tillegge det
dimensionen 0, dvs dim{0} = 0.

I de fplgende bemeerkninger er det hele tiden underforstaet, at de underrum U der be-
tragtes er af skikkelsen span{x,,z,,...,2;}.

B1: For ethvert tal k = 1,2,...,n findes et underrum U af R™ som har dimensionen k.
Vi kan nemlig blot veelge de k fgrste af de n grundvektorer. De er linesert uathengige,
da de er et delsezet af et linezert uathaengigt seet. De er derfor en basis for det underrum
de udspaender. Underrummet har altsa dimension k. De underrum der har dimensionen
n — 1 kaldes hyperplaner i R™. Dette begreb er abenbart en slags generalisation af
begrebet plan i R3. Hyperplanerne i R® (af dimension 3 — 1 = 2) er netop planerne
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gennem 0. Det er ogsa i klar analogi med situationen i R? og R3, at vi kalder de
1-dimensionale underrum i R™ for rette linier gennem 0. De har jo formen

{aa | a € R},

hvor a ikke er 0. Denne maengde kaldes den rette linie gennem 0 med retningen a.

Det er ogsa nzerliggende at kalde en maengde af formen
{aa+b | a € R},

hvor a stadig er forskellig fra 0, og hvor b er en vilkarlig vektor i R™, for den rette linie
gennem b med retningen a. Obs! Denne maengde er ikke et underrum i R™ - hvorfor ikke?

B2: I ethvert underrum U af dimension k vil et vilkarligt set of k lineert uafhengige
vektorer fra U udgore en basis. Lad nemlig dette seet hedde ¢y, ¢o, - . ., ¢;,- Desuden findes
en basis for U, b;, by, ...,b,. Nu kan vi med ngjagtigt det samme raesonnement som i
beviset for saetning 4.2 udskifte alle b-erne med c-er og opna, at det resulterende set,
altsa ¢y, ¢o, ..., ¢y, frembringer U. Da det samtidigt er linesert uafheengigt, udger det
en basis for U.

Pastanden gaelder specielt for U = R™.

B3: (Som en pendant til B2 geelder) I ethvert underrum U af dimension k wvil et wvil-
karligt seet of k vektorer som frembringer U udggre en basis. For at indse det lader vi
igen sattet hedde ¢y, ¢, ..., c;,. Pastanden er godtgjort hvis vi kan bevise at c-erne er
linesert uathengige.

Var c-erne i stedet linezert afthsengige, matte der findes et stgrste linesert uathsengigt
delsaet - da ikke alle c-erne kan veere 0. Dette delsset matte have feerre end k elementer.
Tilfgjes et vilkarligt af de gvrige c-er til det maksimalt linezert uathsengige delszet, op-
star et linezert athaengigt saet. Derfor ma den tilfgjede vektor vaere en linearkombination
af vektorerne i delseettet. Det medfgrer imidlertid at enhver vektor i U - der jo er en line-
arkombination af ¢;, ¢, ..., ¢, - kunne fremstilles som linearkombination af det linesert
uatheengige delseet af ¢;,cy,...,c;, - der har feerre elementer end k. Men sa ville del-
seettet vaere en basis for U med feerre end k elementer, i strid med at U har dimention k.

Bj: I et underrum U af dimension k vil et vilkarligt set med k + 1 eller flere vektorer
veere lineert afhaengigt. 1 folge B2 ville jo i modsat fald k af dem udggre en basis for U.
Derfor ville disse k frembringe hele U, specielt de resterende vektorer i seettet, i strid
med antagelsen om at sattet var linesert uafheengigt. Dimensionen af underrummet
angiver altsa det stgrste antal lineert vafhengige vektorer i U.

BJ’: Specielt vil et vilkarligt set af n+1 eller flere vektorer i R™ vere lineert afhaengigt.
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4.3 Mere om underrum

(a) De forrige betragtninger er gennemfgrt for underrum af formen U = span{z,, o, ..., 2}
Hvad nu hvis M er en vilkarlig delmaengde af R™ og U = span(M)? Det gor ingen for-
skel!! Ethvert sadant underrum er nemlig ngdvendigvis af formen span{z,,zs,..., 2}

for passende valg af x;,2,,...,z;. Det kan vi overbevise os om pa fglgende made:

Der findes i M et stgrste antal linesert uatheengige vektorer, jfr B4. Dette antal kunne
vaere k, 0g 21,5, ...,Z;, et dertil svarende linesert uafhaengigt seet fra M . Det kunne
godt veere at k = n, men det spiller i gvrigt ingen rolle. Tilfgjer vi til z,,2,,...,2; en
hvilken som helst vektor z fra M som ikke ligger i sattet selv, bliver det udvidede seet
linesert atheengigt, og med det seedvanlige argument ses, at z er en linearkombination af
Ty, Lo, ...,2,. Heraf folger at enhver vektor i M er en linearkombination af dette saet.

Da {z,,Zs,...,2;} er en delmeengde af M, er ogsa span{z,,z,,...,z;} en delmaengde
af U = span(M). Men omvendt ma det ogsa gaelde at enhver vektor i U faktisk ligger
i span{zy,xs,...,2;}. Da enhver vektor y i U er en linearkombination af vektorer fra
M, og hver af disse er en linearkombination af Ty,Zy,...,2,. Derved bliver y alt i
alt en linearkombination af z,,z,,...,z;, og altsa et element i span{z,,z,,...,2;},
hvilket var pastanden. Summa summarum er U og span{z,,Z,, ..., 2, } delmengder af
hinanden, men sa er de identiske:

U= Span{glazb cee 7116}'

(b) Vi kan nu give en meget nyttig karakterisering af underrummene U = span(M) i
R"™. Det er uden videre klart, at hvis z og y er to vektorer fra U vil ogsa (1) z + y og
(2) az ligge i U, hvor « er en vilkarlig skalar. Det skyldes simpelhen at bade z og y er
linearkombinationer af vektorer fra M, hvorved ogsa z + v og az er linearkombinationer
af vektorer fra M, hvilket netop er kriteriet for at de befinder sig i U.

Hvis nu V er en delmaengde i R™, om hvilke vi kun ved at den opfylder (1) og (2), ma V
veere et underrum. Neermere bestemt er V = span(V). Thi pa den ene side er det klart,
at enhver vektor x i V er en linearkombination af vektorer i V, nemlig x = 1z!! Altsa er
V en delmaengde af span(V). Omvendt vil enhver linearkombination af vektorer fra V
selv tilhgre V i kraft af - gentagen anvendelse af - (1) og (2). (I méa selv checke detaljer-
ne.) Det bevirker at span(V) er en delmaengde af V. Men sa er de to mengder jo ens.
De fundne resultater fortjener at blive samlet i en saetning, som vi altsa har bevist.

Satning 4.4
(a) Ethvert underrum i R™, U = span(M), hvor M er en vilkarlig delmengde af R™,
er af formen U = span{zy,xo,...,x,} for et passende set x1,xo,...,x; fra M.
(b) En delmengde V af R™ er et underrum i R™, hvis og kun hvis V opfylder
(1) Hvis x og y tilhorer V, vil ogsa x + y tilhgre V
(2) Hvis x tilhorer V og o er en skalar, vil ax ogsd tilhore V.
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4.4 Koordinatfremstilling

Hvis U er et k-dimensionalt underrum i R", og b;,b,,...,b; er en basis for U, har
enhver vektor z en fremstilling som linearkombination af by, b,,. .., b:

T = a1b; + agby + ... + agby,

med passende koefficienter aq,as,...,a. Principielt kunne det teenkes at z havde
en anden fremstilling som linearkombination af b-erne med nogle andre koefficienter

ﬂhﬂ%"'aﬂk:
z = B1by + B2by + ... + Brby-

Dette er imidlertid ikke muligt, dvs a-seettet og (-seettet ma veere identiske. Da vi ved
at traekke den sidste fremstilling fra den fgrste far en fremstilling af 0 som linearkom-
bination af b;,by, ..., by:

0= (a1 = B1)by + (a2 — B2)by + ... + (o — Br)by.-

Da b-erne udggr en basis, er de linezrt uatheengige, hvorved de kun tillader en triviel
fremstilling af 0. Samtlige koefficienter i denne fremstilling ma altsa veere 0. Med andre
order ; = §; for alle: =1,2,... k.

Der findes altsa én og kun én fremstilling of x som linearkombination af vektorerne
i en given basis. Disse entydigt bestemte koefficienter i denne fremstilling kaldes z’s
koordinater i forhold til den givne basis. I forhold til en anden basis er z’s koordinater
selvsagt nogle andre, jfr eksempel 2 nedenfor.

Eksempel 2

I eksempel 3 pa side 38 betragtede vi vektorerne z; = (3,1,2), z, = (—1,—1,4) og
x5 = (0,2,1) i R?, og vi inds& at enhver vektor i R® kan fremstilles som linearkombi-
nation af disse tre. Da R3 har dimension 3, udggr disse tre vektorer en basis for R>.

I eksemplet fandt vi endvidere, at vektoren y kan skrives som
y=0a(3,1,2) + B(—1,-1,4) +~(0,2,1),

med o = o5 (91 — Y2 +2y3) , B = a5(—3y1 — 3y2 + 6y3) , 7= 55(—6y1 + 14ys + 2y3).

Seettet (o, 3,7) er saledes y’s koordinater i forhold til basen {z,z,,z5}. Tilsvarende
har vektoren e; = (1,0,0) i forhold til denne basis koordinaterne (4, — =5, — =) - dette
fas ved at indsaette y1 = 1,y2 = 0 og y3 = 0. For e, og e5 er koordinaterne tilsvarende

(—%, —33—0, é—é) henholdsvis (%, %, %)

Vektoren y’s koordinater i grundbasen {e;,e,,e3} er (y1,y2,¥y3), som jo er forskellig fra
y’s koordinater i basen {z,z,, 23} *
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Det er altsa vigtigt at veere opmaerksom pa forskellen mellem en vektor - som selv er
et talseet - og dens koordinater i en given basis, som ogsa er et talseet, men ikke det
samme, med mindre basen er grundbasen.

Eksempel 3

I R” betragtes underrummet U udspzendt af vektorerne z, = (0,2,1,0,—3,1,4), 2, =
(-1,1,-2,0,0,3,0) og 25 = (—3,—5,—10,0, 12,5, —16). Her er x5 = —4z; + 3z,, mens
z, 0g T, pjensynlig er linesert uafhengige. Derfor er U et 2-dimensionalt underrum i
R” med z; og x, som basis. Vektoren z3’s koordinater i denne basis er (—4,3).
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5 Linesere aftbildninger mellem talrum

5.1 Indledning

I ved godt hvor vaesentlige de reelle funtioner af reelle variable er, bade i anvendel-
sessammenhange og inden dgre i matematikken selv. De funktioner man beskaeftiger
sig med i den gymnasiale matematikundervisning afhaenger praktisk taget alle af én
variabel med reelle tal som funktionsveerdier. I har ogsa - men maske ikke i matema-
tikundervisningen - mgdt eksempler pa reelle funktioner af to variable - det kunne fx
veere et geografisk steds hgjde over havoverfladen som funtion af stedets koordinster;
eller speendingsforskellen U som funktion af modstanden R og og strgmstyrken I i e-
lektriske kredse (Ohms lov : U = RI); eller en indespaerret luftarts tryk P som funtion
af dens temperatur T og rumfang V (P = #); eller den samfundsmaessige produk-
tion Y som funktion af den samlede arbejdsstyrke L og det samlede kapitalapparat I
(Y = cL¥I'=?) etc.

Der er imidlertid ingen grund til at begraense sig til sadanne funktioner af én eller to va-
riable. Bade fra et anvendelsessynspunkt og fra et matematisk synspunkt er der seerdeles
god mening i at betragte funktioner hvis variable hentes i ét talrum R™, og hvis veerdi-
er befinder sig i et andet talrum RP, hvor savel n som p kan veere vilkarlige naturlige tal.

Vi kunne fx forestille os, at vi i ethvert punkt pa jordoverfladen - fastlagt ved (1, 22) =
(leengdegrad, breddegrad) - gnskede at repraesentere et st meteorologiske data, fx
stedets lufttryk, lufttemperatur, luftfugtighed, vindhastighed og regnmalerstand, ved
en vektor (y1,¥2,¥3,¥y4,ys) i R°. Hvis vi for ethvert punkt pa jorden havde en sddan
repraesentation ville vi i realiteten sta med en afbildning F' - en generaliseret funktion,
man bruger ordet afbildning, hvis veerdierne ikke ligger i R - der til ethvert punkt i et
omrade A af R? har knyttet et punkt i R®:

F:A— R%

hvor altsd, A er en delmsengde af R?. Vi vil jo ikke bruge hele R2, fordi kun punkter

svarende til seedvanlige leengde- og breddegrader skal vaere med. Det betyder at leeng-

degraden kan antage veerdier mellem —7 og 7 (svarende til 180° vestlig og 180° gstlig

laengde), mens breddegraden kan antage veerdier mellem —7 (sydpolen) og 5 (nordpo-
pi pt

len). Som A veelger vi derfor A = {(21,22) | 21 € [-m,7[, 2 € [-5, &]}.

I denne fremstilling forestiller vi os de meteorologiske data indsamlet pa ét og kun ét
tidspunkt - tiden indgar jo ikke i modellen. Der er imidlertid intet i vejen for at teenke
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sig de samme slags data pa et bestemt sted givet til forskellige tidspunkter. Det kunne
forega ved at vi ikke blot sa pa datassettet som funktion af stedets koordinater, men ogsa
af tidspunktet. Den uafhaengige variabel skulle altsa ikke veere en vektor (z1,22) € R?,
men en vektor (x1, 72, 23) € R, hvor den nye komponent z3 repraesenterer tiden. Sa
ville vi have at ggre med en ny afbildning

G:B— R?,

hvor B er en delmeengde af R? - nsermere bestemt B = A x R.

Der kan vel veere grund til at ggre opmeerksom pa, at ingen af de to ovennsevnte 'me-
teorologiske modeller’ befatter sig med indsamlingen af data. Det er naturligvis ikke
muligt at indsamle data i ethvert punkt i et uendeligt omrade af et talrum. Modellerne
skal derfor anskues som principmodeller: 1 princippet eksistererde anfarte data for hvert
punkt pa jorden.

Dette var blot et enkelt eksempel blandt uendelig mange til at illustrere fornuften i at
se pa generelle afbildninger mellem hgjere-dimensionale talrum.

Ligesom der findes uendeligt mange typer af ’gymnasiefunktioner’ - reelle funktioner af
én reel variabel - findes der naturligvis uendeligt mange slags afbildninger mellem tal-
rum. Vi skal i denne forbindelse kun betragte én slags - men hvilken slags! - de linezere
afbildninger. Skgnt de linezere afbildninger kun udggr en lille - om end uendelig - skare
i den store fauna af afbildninger, er det en meget vigtig skare. Dels fordi den i sig selv
indfanger nogle centrale egenskaber ved verden og matematikken, og dels fordi den ved
at besta af seerligt 'tamme’ afbildninger er hovedhjelpemidlet til at analysere og forsta
mere 'vilde’ eksemplarer i afbildningsfaunaen.

Ingen af de ovenfor omtalte afbildninger er faktisk linesere. Imidlertid er vi stedt pa
linezere afbildninger i den 'motiverende’ indledning, selv om vi ikke kaldte dem sadan
dér, og selv om vi endnu ikke har defineret begrebet. Saledes sa vi i eksemplet Bageriet
en situation, hvor der til et givet et produktkrav z - en vektor i R™ skrevet som en n x 1-
s@jle - svarede til et ravarebehov y - en vektor i RP skrevet som en p x 1-sgjle - bestemt
af y = Az. Her er A den p x n-matrix der beskriver produktionsgangen. (Bemerk at
vi her har byttet om pa den rolle som n og p spiller i forhold til bageri-eksemplet.) Det
betyder i virkeligheden, at der til ethvert £ € R™ - hvoraf kun nogle er bagningsmaeessigt
realistiske, hvilket vi ser bort fra - svarer et y € RP - hvoraf igen kun nogle er realistiske.
Dermed har vi at ggre med en afbildning

F:R"— RP,

givet ved y = F(z) = Az.

I indledningskapitlet indfgres i eksemplet Markedsandele en afbildning af R? ind i R?,
givet ved F(v) = Aw, hvor v angiver de tre bryggeriers markedsandele i en bestemt
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maned, og F'(v) markedsandelene i den folgende maned. I eksemplet Populationer havde
vi at gore med afbildningen F' : R¥ — R* bestemt ved

n(1) = F(n(0)) = Ln(0),

hvor L er en Leslie-matrix, og n(0) og n(1) er k-vektorer skrevet som sgjler, og som
repraesenterer populationssammensatningen til perioderne 0 og 1.

Endelig betragtedes Geometriske Transformationer, som rotationer, drejninger og punkt-
multiplikation ud fra 0, der alle er afbildninger af R? ind i R? af formen y = Az.

Leeg maerke til, at i alle disse eksempler var afbildningerne givet ved forskrifter af for-
men y = Az, hvor y og x er vektorer i passende talrum og A en dertil svarende matrix.
Det vil lidt senere vise sig at dette netop er karakteriserende for de linezere afbildninger,
men det er ikke sadan de defineres. Det sker pa folgende made:

5.2 Begrebet linezr afbildning

Vi har at ggre med to talrum R™ og RP, hvor n og p kan veere hvilke som helst naturlige
tal. En afbildning

F:R"— RP
siges at veere linezer, hvis F' tilfredsstiller fglgende to krav:

(1) For vilkarlige z og y i R" er:

F(z+y) = F(z)+ F(y) (F er additiv)

(2) For enhver vektor z i R™ og enhver skalar o er:

F(az) = aF(z) (F respekterer skalering).

De to krav (1) og (2) kan sammenfattes til ét:

(L) For vilkarlige vektorer z,y € R™ og vilkarlige skalarer o og 3 er:
F(az + By) = aF(z) + BF(y)

(F respekterer linearkombinering).
Qvelse: Gor rede for at (1) og (2) er identiske med (L). e

Nar n =p, dvs F : R" — R"™, bruges ofte betegelsen en linezr transformation om F'.
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B1: Lineeere afbildninger baerer deres navn med rette. De afbilder en ret linie i en ret
linie (eller i ét punkt). Den typiske rette linie i R™ er nemlig bestemt ved at ga gennem
punktet b med retningen a, hvor a ikke er 0. Den er derfor givet ved

{ta+b|te R}
For ethvert punkt pa denne linie har vi, da F' jo respekterer linearkombinering, at
F(ta+b) =tF(a) + F(b).

Det viser, at ethvert punkt pa linien i R"™ givet ved a og b afbildes pa et punkt pa
linien i R? gennem punktet F'(b) med retningen F(a). Dette forudsaetter dog at F'(a)
er forskellig fra 0, da der ellers ikke er tale om nogen ret linie, men kun om punktet
F(b). I det tilfeelde hvor der er tale om en ret linie, kommer alle punkter pa linien
med som billede ved F' af en et punkt pa den oprindelige linie. For punktet givet ved
tF(a)+ F(b), dvs med parameterveerdien ¢, er jo billede af ta+b svarende til den samme
parametervaerdi.

Eksempel 1

De linezere afbildninger fra R ind i R - svarende til n = p = 1 - ma specielt opfylde
F(ax) = aF(z) for alle © € R og alle « € R. Det er der meget fa slags funktioner der
kan sta model til. Vi har nemlig for ethvert x € R, at

F(z)=F(z-1)=2F(1),

idet x som reelt tal bade kan opfattes som en vektor i R - det sker i F'(z) - og som en
skalar - det sker i F(x-1) og i F(1). Kalder vi konstanten F(1) for ¢, har vi altsa at
F ma veere givet ved

F(z) = cx, for z € R.

Det er bemaerkelsesveerdigt, at dette er en fglge alene af at F' skal respektere skalering.
Additivitetskravet har ikke veeret inddraget i raesonnementet.

En sadan funktion kaldes af oplagte grunde for en proportionalitet. Enhver proportio-
nalitet opfylder abenbart fordringerne til en lineser afbildning, og altsa ogsa additivi-
tetskravet - check selv! Af lineere funktioner af R ind i R findes der altsa ikke andre
end netop proportionaliteterne.

Sa fredelige funktioner som

F(z) = cx +d,
med d forskellig fra 0, er altsa ikke linesere. Vi har da fx F(2) = 2¢ + d, der jo ikke er
lig (c+d)+ (c+d)=F(Q)+ F(1). *

Eksempel 2
Ogsa i R™ er proportionaliteterne, dvs afbildninger af R™ ind i R™ givet ved
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(3)

Figur 5.1 En proprotionalitet i R>.

F(z) = Ccx,

interessante linezere afbildninger (jfr figur 5.1) - kontrollér selv om linearitetskravene er
opfyldt.

Der er imidlertid mange andre linesere afbildninger. Fx er i R?, afbildningen F defineret
ved - spejling i xz-aksen

F(x,y) = (x,—y), for (z,y) € R?
linezer. Vi har nemlig for vilkarlige (u,v), (z,y) i R? og vilkarlige a og 31 R at
Fla(u,v) + B(z,y)) = Fau+ Sz, av + By)
= (au + Bz, —av — By)
= (au, —aw) + (Bz, —By)
= a(u, —v) + Bz, —y)
= aF(u,v) + BF(2,y),

hvilket viser at F respekterer linearkombinering. *

Eksempel 3

Et andet vigtigt eksempel pa linezere afbildninger - denne gang af R™ ind i R - har vi i
funktioner af typen

F(z) = F(x1,29,...,2,) = 121 + @222 + ... + apxy,, for x € R"

hvor ay,as,...,ay, er et vilkarligt, men fast seet af reelle tal. At F' virkelig er en lineser
afbildning ses af, at

Flz+y) = ai(z1 +y1) +az(x2 +y2) + ... + an(zn + yn)

=a171 + 222 + ... + ATy +a1Y1 +a2Y2 + ... + AnYn
= F(z)+ F(y)
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og

F(az) = a1(az1) + az(axs) + ... + ap(azy,)
= afar1x1 + agxe + ... + apxy,)
= aF(z). *

Ogsa dette afsnit afsluttes med et par almene observationer/bemsrkninger:

B2: For enhver lineer afbildning F' : R™ — RP gelder, at F(0) = 0 - hvor vi tillader
os at benytte betegnelsen 0 for nulvektoren i bade R™ og RP. Udsagnet fglger fx af at
F respekterer skalering: F/(0) = F(0-0) = 0F(0) = 0. (Vis, som en gvelse, at det ogsa
folger af at F' er additiv.)

B3: Afbildningen F': R™ — RP, som er konstant 0, dvs er defineret ved
F(z) =0, for alle z € R",
er tydeligvis en lineer afbildning, og ingen andre konstante funktioner er linezere! (check

selv begge dele.)

B4: OBS! Vigtigt! Hvis x € R™ skrives som n x 1 sgjle og A er en p X n matrix,
bestemmes ved

F(z) = Ag,

hvor F(z) skrives som en p X 1 sgjle, en lineser afbildning F' : R™ — RP. Enhver sadan
afbildning er lineer, da vi fra det indledende kapitel har, at

Az +2!) = Az + A2/ giver

F(z+2) = F(z) + F(2)) og af
A(az) = aAz far man
Floz) = aF(z),

for alle z,2’ € R™ og alle « € R. *

Vi skal i det folgende indse, at enhver lineger afbildning mellem to talrum har en sadan
matrixfremstilling, nar der er valgt baser i de to talrum.

Den neeste bemeerkning er sa vigtig at den ophgjes til en seetning:

Seetning 5.1
En lineer afbildning afbilder et underrum pa et underrum.

Bevis
Hvis den lineszre afbildning hedder F' : R™ — RP, og U er et underrum i R", bliver
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pastanden i ssetningen altsa, at billedrummet F'(U) - som per definition er den maengde
i RP som indeholder alle billeder af vektorer i U - er et underrum i R?. Det kan vi bevise
ved at godtggre, at F'(U) opfylder underrumskravene (1) og (2).

Forst (1): Hvis y og ' ligger i F(U), da har de formen
y="F(z) og y =F(),

hvor z,2’ € U. Da U er et underrum vil z + 2’ tilhgre U. Da der desuden - pa grund af
F’s linearitet - geelder, at

y+y =Fl)+F@)=Fz+a),
ser vi at y + ' er billede ved F' af en vektor - 2 + 2’ fra U. Det betyder, at y + ¢’
befinder sig i F(U).
Dernaest (2): Hvis y € F/(U), og a € R, geelder at
y="F(z) og ay=aF(z)=F(oaz),

for et z € U. Da az € U, fordi U er et underrum, er ay = F(az) billedet ved F af en
vektor fra U. Det viser, at ay befinder sig i F/(U). Til sammen opfylder F'(U) begge
underrumsbetingelser. O

Eftersom R"™ specielt er et underrum i sig selv, folger det af denne saetning, at F(R™)
er et underrum i RP. Dette underrum - der ingenlunde behgver at udfylde hele RP -
kaldes billedrummet ved F' - dette rum betegnes ogsa med B(F'), i analogi til det rum
vi straks vil definere.

Meengden af vektorer i R™, der ved en lineser afbildning
F:R"— RP
afbildes i 0 i RP, kaldes nulrummet for F'. Det benzevnes ofte N (F):
N(F)={z € R"| F(z) = 0}.

B5: Nulrummet er et underrum ¢ R™. Lader vi bade z og 2’ tilhgre N(F'), dvs at F(z) =
0 og F(z') = 0 og lader « veere en vilkarlig skalar. Sa vil F(x+2') = F(z)+ F(2') = 0,
dvs x + 2’ € N(F), og F(az) = aF(z) = 0, dvs az € N(F). Dette viser, at N(F)
opfylder de to underrumsbetingelser.

5.3 Matrixfremstillinger af linezere afbildninger
Hyvilke slags linesere afbildninger findes der mellem to talrum? I dette afsnit vil spgrgs-
malet blive behandlet. Pointen i alt det folgende er, at en lineer afbildning er helt

fastlagt ved sine billeder (i RP) af en basis (i R™). Det skyldes at enhver lineer af-
bildning respekterer linearkombinering. Derved er dens billede af en wvilkarlig vektor -
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der kan fremstilles som linearkombination af de givne basisvektorer - lig den tilsvarende
linearkombination af basisvektorernes billeder.

Lad os nu forestille os de involverede talrum R™ og RP forsynet med baser, henholdsvis
ay, 0y, ..., 4, for R" og by,by,...,b, for RP. Disse baser kan veere vilkarlige, og de be-
hgver saledes ikke at besta af grundvektorerne i de to rum, selv om den mulighed ogsa
er dekket af de fglgende betragtninger.

For at fa et overblik over hvordan F' virker, fremstiller vi alle vektorer i R", respektive
RP| ved hjelp af deres koordinater i de valgte baser:
T =090, + 020y + ...+ apa,
og
y = Piby + Baby + ... + Bpby,.
Da F er linezer, geelder sa at

y=F(z) = Flana, + asas + ... + ana,)
=a1F(ay) + aoF(ay) + ...+ an,F(a,).

Nu har alle vektorerne F(a;), F(ay),...,F(a,) hver deres koordinatfremstilling i b-
basen:

F(a;) = c11by + ca1by + ... + cp1b,
F(QQ) = Clle + 62292 + ...+ CPQQ])

F(Qn) = Clnbl + CanQ +...+ Cpnbpz

hvor det andet index i ¢;; refererer til a-nummeret j, mens det forste refererer til den
b-vektor ¢;; er koefficient til. Indsaettes dette i fremstillingen for F'(x) ovenfor, finder vi

F(z) = an(ciiby + caby + ... + cpuby)+
ag(c12by + c22by + ...+ cp2by,)+

Oln(clnbl + CanQ +...+ Cpnbp)v
der ved ordning efter b-erne bliver til

F(z) = (crion + ci202 + ... 4 c1poy)by +
(cor0 + caaa + . .. + Contin )byt

(cploq + Cpao + ...+ cpnan)bp.
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Da y = F(z) samtidigt har koordinaterne (1, B2, ..., 3p) 1 b-basen bliver

B1 = ciiaq +cieoe + ...+ cipo,

B2 = o101 + Copai0 + ... + Conry

Bp = cpra1 + cpaa + ...+ Cpn vy,

Dette kan ogsa skrives pa matrixform:

B €11 €12 .- Cln aq
B2 C21 C22 ... C2p (€5
. = )
Bp Cpl Cp2 ... Cpp o,
eller pa kort form
B = Aa,

hvor a-s@jlen er a’s koordinater i a-basen i R™, og [-spjlen er F(z)’s koordinater i
b-basen i RP, og hvor A er en p X n matrix der er karakteriseret ved at dens j-te sgjle
udgores af koordinaterne til billedet af a; - F(Qj) - 1 b-basen.

Dette viser, at enhver lineer afbildning F : R™ — RP kan beskrives ved hjelp af en
matriz-fremstilling 8 = Aa, hvor a og 3 betegner koordinaterne for x, henholdsvis F(x),
i forhold til vilkdrligt valgte baser i henholdsvis R" og RP. Fremstillingen afhsenger na-
turligvis af de valgte baser. Laeg specielt maerke til, at det ikke er den samme matrix A
der optraeder i enhver situation - veelges andre baser i R™ eller RP fas en anden matrix A.

Resultatet geelder specielt, hvis vi fra begyndelsen har valgt grundvektorerne som baser
i begge rum. I sa fald er koordinatsaettet for x lig med z selv, og tilsvarende er koordi-
natsaettet for F'(z) lig med F(z) selv. I denne situation forbinder matrixfremstillingen
altsa direkte vektoren x selv med dens billede F'(z):

F(z) = Az. (5.1)

Sammenholdes dette resultat med en tidligere bemeerkning om at enhver afbildning
defineret ved en forskrift af typen (5.1) er lineser, har vi nu indset at de lineere afbild-
ninger mellem to talrum netop er dem som er bestem af forskriften F(x) = Az, nar
grundvektorerne i de to rum er valgt som baser.

Eksempel 4

Vi betragter nu en linezer afbildning F' : R?® — R?, hvor vi har valgt grundvektorbaserne
{er e, e3) 0og {f,, f,} 1de to rum. Samtidigt antager vi at

61



Sa er fx F(e;)’s koordinater (3,2) i basen {f , f,} i R?, og den til F svarende matrix
A 1 forhold til de to baser bliver

Bemzeerk at F'(e;)’s koordinater udger 1. sgjle i A.

Eksempel 5

Igen ser vi pa en linezer afbildning F : R® — R3, hvor vi bruger basen {b;,b,, b5} i
begge rum (som jo repraesenterer samme rum). Er

F @1) = 292 - b3
F(by) = —b + 2b;

bliver den matrix, der repraesenterer F' i forhold til den fzelles basis

0 -1 2
2 0 -1 |,
-1 2 0

hvor fx den 2. sgjle er F(by)’s koordinater i den feelles basis.

62



6 Linezre afbildninger og linezere
ligningssystemer

Ved hjelp af matrixfremstillingen i det sidste kapitel kan vi beskrive F’s billedrum og
nulrum pa en simpel made.

At y € RP tilhgrer F’s billedrum B(F) - eller F'(R™) - betyder, at der findes en vektor
z € R", sa y = Az, eller med andre ord:

Vektoren y € RP tilhgrer billedrummet for F hvis og kun hvis ligningssystemet y = Az
har en lgsning x € R™.

Ligeledes har vi, at z € R™ tilhgrer nulrummet for F, hvis og kun hvis Az = 0, dvs
hvis og kun hvis x er en lgsning til ligningssystemet Az = 0.

Eksempel 1

Lad os betragte den linezere afbildning F' : R? — R3 der i en given basis i R? er fastlagt
ved matricen

11 2
A= 2 1 -1
1 0 -3

For at finde nulrummet for F' skal vi altsa lgse ligningssystemet Az = 0, som vi kan
lgse ved at arbejde pa koefficientmatricen saledes:

1 1 2 10 1 1 2 10 112 |0
21 -1 ] 0]~»{0 -1 -5 1] 0]—(0151]0
10 =3 1] 0 0 -1 -5 | 0 000 ] O
Heraf ser vi at 3 kan veelges frit, fx z3 = 1, og hermed bliver zo = —5 og x; = 3. Til

sammen betyder det, at

N(F) = span{(3,=5,1)},
dvs at dimN(F) = 1. Pa tilsvarende made kan man af Az = y finde de y der ligger i
B(F):
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| 0 1 2 | Y1
| 2 | =0 -1 =5 | -2y |+~
| s 0 -1 =5 | wy—wm

1 \

1 \

0 \

Y1 — Y2+ ys3

og den sidste linie i den sidste matrix viser, at ligningssystemet kun vil have en lgsning,
hvis y1 — y2 + y3 = 0, dvs

B(F)={y € R | y1 —y2 +y3 = 0},

der beskriver en plan i R3, og derfor er dimB(F) = 2. *

Af eksempel 1 kan vi se at dimN(F) +dimB(F) = 1+2 = 3 = dimR3. Dette er ingen-
lunde en tilfeeldighed, og vi vil i den fglgende seetning vise det vigtige resultat, at denne
sammenhaeng mellem dimensionerne for nulrum og billedrum gaelder for enhver lineser
afbildning F' : R™ — RP. Inden vi nar dertil, er det nok pa sin plads at minde om, at
hvis et underrum U af et talrum udelukkende bestar af 0, tillegger vi U dimensionen 0.

6.1 Dimensionssaetningen

Saetning 6.1 (Dimensionssatningen)
dimN (F) + dimB(F) = dimR"™ = n.

Inden vi nar til beviset, ma vi se pa hvad seetningen egentlig udsiger. Nulrummet og
billedrummet for F' skal altsa dele dimensionen n - som er et fast tal - mellem sig. Saet-
ningen udtrykker saledes i skarp form den lidt Igse intuition, at jo stgrre nulrummet for
F er - dvs jo flere vektorer i R™, der ved F' sendes i 0 i RP - jo 'feerre forskellige veerdier’
kan F antage - dvs jo mindre fylder billedrummet B(F) i RP. Hvis nulrummet alene
bestar af nulvektoren, har billedrummet samme dimension som definitionsrummet for
F. T alle andre tilfeelde vil billedrummets dimension vaere mindre end definitionsrum-
mets. En lineger afbildning kan altsa aldrig 'blaese sit definitionsrum op’.

Bevis (se figur 6.1):
Forste betragtes den situation, hvor N(F) ikke kun bestar af 0. Lad z,, z,, ...,z veere
en basis for N(F).

(1) I den ekstreme situation hvor k = n, udggr N(F') hele R™, og sa vil B(F') alene
besta af 0 og dermed have dimension 0. I sa fald passer pastanden i ssetningen abenbart.

(2) Hvis k < n, ma der findes en vektor z;,, i R", der sammen med z,,2,,...,z;
danner et linesert uafhaengigt seet. I modsat fald ville enhver vektor i R™ veere en linear-
kombination af z;,2,,...,2; og altsa i strid med at dimensionen af R" er n > k. Hvis
k+1 = mn udggr det linesert uafhengige seet ,,,,...,2;, 2, en basis for R". Ellers
er k+1 < n, og der md pa samme made som fgr findes en vektor z; ,,, der sammen
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Figur 6.1 En lineser afbildning.

med z,,Zy,...,2;, ;. danner et linezert uafheengigt seet. Sddant kan vi om forngdent
fortssette indtil vi har fundet supplerende vektorer z 1,2, 5,...,2,, sa det samlede
seet 1,29, ... Xy, Ty 41, Ty 0, -, L, e linesert uatheengigt, og dermed - da der er n

vektorer - er en basis for R™.
Nu pastar jeg, at billederne af de tilfgjede vektorer:

F(£k+1)7 F@Hz)» o Flzy,)

udger en basis for billedrummet B(F). Hvis det er rigtigt er seetningen bevist i det
betragtede tilfeelde. Der findes jo s& n—k = dimR"™ — dim N (F') basisvektorer for B(F).

(2a) Forst indser vi at F(2,1), F(2440),--.,F(z,) er linesert uafheengige i RP.
Lad derfor

app1 F(2y 1) + onpoF (2 10) + -+ anF(z,) = 0 (6.1)
vaere en fremstilling af nulvektoren i RP. Pa grund af F’s linearitet, geelder sa, at
Fogt1Zp 41 + pg2ypyo + .o+ anz,) =0,

hvilket viser, at vektoren agy12y 1 +okoxy o+, .. +anz, ligger i nulrummet for F.

Den ma derfor veere en linearkombination af N(F')-basen z,,,...,2;. Nu ma alle a-
erne vaere 0. Hvis ikke de var det, matte mindst ét veere forskelligt fra 0, fx a4, sadan at
Zj,y; ville veere linearkombination af de gvrigt z-er - altsa @y, To, . ., Tpyj 1, Tpgjprs- -1 Ty,

- i strid med at z-erne er linezert uathsengige. Men nar nu alle a-erne er 0, bliver fremstil-
lingen (6.1) triviel. Da dette vil gaelde for enhver sadan fremstilling, er F(zy, 1), F(2)5), ..., F(z,)
linezert uafheengige som pastaet.

(2b) Derneest skal det godtgeres, at F(2p,1), F(2442),--.,F(z,) udspaender billed-
rummet for F. Vi ser pa et y € B(F), hvortil der jo eksisterer et z € R", sa y = F(z).
Da z-erne udggr en basis for R™ har z en fremstilling

T =1y + oy + .. QT + 1Ty F Qrpoly o o an,
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med passende a-er som koordinater. Da F' er lineser geelder, at

y=F(z)
= F(oam) + agxy + ...+ gy + Qpp1y g + QpgaZy o+ ..+ onzy,)
= a1F(z;) + 02 F(z;) + ...+ arF(zp) + r1 F(Zpy) + ang2F(Zryo) + -+ anF(zy,).

Men her ligger z,,Z,,...,2z; 1 N(F), sa de afbildes alle af F' i 0. Derved bliver
Y =1 F(zpgq) + anoF(2ry0) + -+ anF(zy,).

—n

Derfor er y frembragt af F(z,, ), F(z),5),...,F(z,) som pastaet.
Altsa udspaender disse vektorer billedrummet for F'.

(3) Vimangler blot at behandle den situation hvor N(F) kun omfatter 0. I den sitution

skal vi blot indse at dimB(F) = n. Her kan vi blot vaelge en basis z;,%,,...,x, for
R™. Billedet af disse basisvektorer vil med ngjagtigt de samme argumenter som under
(2b) udspaende B(F). O

Kender vi dimensionen af nulrummet for den linesere afbildning F', forteeller dimen-
sionsszetningen noget om hvor meget F' ’klapper R"™ sammen’ under afbildningen.

Hvis N(F) = {0} klapper F overhovedet ikke R™ sammen. Det leder os til en vigtig

definition, som tager udgangspunkt i et kendt(?) begreb en injektiv afbildning. Begrebet
far imidlertid en anden iklaedning, nar afbildningen er lineser.

R[’
R"

Figur 6.2 Injektivitet.

En (lineser) afbildning kaldes injektiv, hvis to forskellige vektorer i R™ altid har forskel-
lige billeder i RP, eller for at vaere praecis, hvis og kun hvis F' opfylder:

(i1) For alle z,y € R" vil F(z) = F(y) medfgrer, at z = y.

Det viser sig ikke ngdvendigt at undersgge kravet i (il) for alle par z og y. Man kan
ngjes med at undersgge den tilsyneladende svagere betingelse om andre vektorer end 0
ved F afbildes i 0. Der gaelder nemlig:
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S1: F er injektiv hvis og kun hvis F' opfylder:
(i2) For alle x € R™ vil F(x) = 0 medfprer, at x = 0.

At denne pastand er sand, ser vi saledes: Det er klart at (i1) medferer (i2), da (i2) er
det specialtilfeelde af (i1), hvor = 2 og y = 0 - og vi tillige benytter at F'(0) = 0. Men
(i2) vil ogsa medfgrer (i1). For hvis z og y er vilkarlige vektorer i R™, sa F(z) = F(y),
er F(z —y) = 0, fordi F er lineser. Sa aktiverer vi (i2) pa vektoren z — y og slutter
deraf at z —y = 0, eller anderledes sagt, at 2 = y. Nu har vi sa vist at (il) ogsa er en
konsekvens af (i2). a

Da betingelsen (i2) kommer ud pa, at nulrummet for F' - N(F') - alene bestar af 0, kan
vi levere en akvivalent formulering af det netop fundne:

(i3) F er injektiv netop hvis N(F) = {0}.

Ved at sammenholde dette med dimensionssaetningen, kan vi skaffe endnu en akviva-
lent formulering:

(i4) F er injektiv netop hvis dinB(F') = dimR"™ = n.

Og dermed er vi tilbage ved udgangspunktet: F' er injektiv netop hvis F' ikke klapper
definitionsrummet sammen under afbildningen. En sidste asckvivalent formulering kan
man fa ved at inddrage en matrixfremstilling for F(z) = Az:

(i5) F er injektiv hvis og kun hvis ligningssystemet Az = 0 kun har den trivielle
lgsning.

En enkelt vigtig observation er:

S2: Hvis F': R™ — RP er injektiv, afbilder F enhver basis i R™ pd en basis for B(F).
Lad nemlig by, by, . . ., b,, véere en basis for R™. Sa er pastanden at F'(b,), F(by), ..., F(b,)
vil veere en basis for U = B(F).

For det forste vil F(b,), F(by),...,F(b,) udspende U. Thi hvis y tilhgrer U, eksi-
sterer der med definitionen af U et z € R™ sa F(z) = y. Nar b-erne er en basis for R",
ma x = a1b) + azby, + ... + apb, med passende koefficienter aq, aa, . .., ay,. Sa vil vi
pa grund af F’s linearitet fa

Fz) = a1 F(by) + aaF(by) + ... + anF(by,),

hvilket demonstrerer at y = F'(z) er udspeendt af F(b;), F(by),..., F(b,). Bemerk at
vi ikke benytter F’s injektivitet i denne del af raeesonnementet!
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Dernaest er F(by), F(by),. .., F(b,) linezert uathaengige. For hvis
a1 F(by) + aoF(by) + ...+ a, F(b,) =0,
er ogsa
F(a1by + asby + ...+ anb,) =0,
og da F er injektiv (der var den!) bliver
aiby + agby + ...+ and, = 0.

Nu er b-erne en basis og de er derfor linesert uathaengige, hvorfor samtlige a-er er 0.
Men sa er vi feerdige - med beviset, altsa!

Dimensionssatningen fortzeller noget om hvor stor en del F’s billedrum faktisk udger
af RP - det rum F afbilder over i. Fx forteller den os at billedrummets dimension hgjst
er n. Hvis p er stgrre end n kan billedrummet ikke udfylde hele RP. Men det er ikke
sadan, at bare p < n sa er F(R"™) = B(F) = RP, fx kan F’s billedrum besta af 0 alene.
Den situation, hvor F’s billedrum faktisk udfylder hele RP, interesserer os sa meget, at
vi giver den et seerligt navn:

En linezer afbildning F' : R™ — RP kaldes surjektiv, hvis F’s billedrum udfylder hele
RP, dvs hvis og kun hvis B(F') = RP. Eller anderledes sagt, hvis og kun hvis der for
ethvert y € RP findes et z € R", sa F(x) = y. Vi benytter den malende sprogbrug, at
F afbilder R pa RP. B

I matrixformulering - stadig med F'(z) = Az - udtrykkes surjektiviteten saledes:

F er surjektiv hvis og kun hvis der for ethvert y € RP er en lgsning x € R"™ til lig-
ningssystemet y = Ax.

S3: Af dimensionssetningen slutter vi, at hvis F er surjektiv, er dimN(F) = n — p.
Hvis derfor specielt n = p, er dimN(F) = 0, saledes at F ogsa er injektiv, dvs en
surjektiv afbildning af et talrum pa sig selv er ogsa injektiv. Dimensionsseetningen vi-
ser ogsa at, hvis F' : R® — R"™ (altsa n = p) er injektiv, er den ogsa surjektiv, da
dimB(F) =n — dimN(F) = n — 0 = n. Sddan forholder det sig ikke i almindelighed.
Injektivitet og surjektivitet er uafhengige egenskaber, sadan at forsta, at en afbildning
kan veere surjektiv uden at veere injektiv eller omvendt. Se selv de fglgende to eksempler.

Eksempel 2
Den linezere afbildning F : R? — R* givet ved

F(z,y) = (x+y,xfy,2x+3y,%r — 4y)
(hvorfor er den forresten linezer?), er injektiv. Da

F(.’L‘,y) =0
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netop hvis *+y =0, x —y =0, 2z + 3y =0, %x — 4y = 0, hvilket er ensbetydende
med at z = 0 og y = 0, sadan at nulrummet for F' alene bestar af 0. Derimod er F' ikke
surjektiv, da dimensionen af billedrummet er lig 2 - dimensionsseetningen slar til igen -
mens R* har dimension 4. *

Eksempel 3
Den linezere afbildning G : R? — R? defineret ved

G(z,y,2) = (v,y)

er gjensynlig surjektiv, da enhver vektor i R? - (x,y) - er billede ved G af en vektor
i R3, ja faktisk af uendeligt mange vektorer - nemlig alle de vektorer der har formen
(z,y, hvad som helst). Det er samtidigt klart, at G ikke er injektiv, da fx bade (z,y,0)
og (z,y,1) afbildes i (z,y). *

De linezere afbildninger der er bade injektive og surjektive er af stor vigtighed, hvorfor
de tildeles et seerligt navn: De kaldes bijektive. Ofte kaldes en bijektiv afbildning ogsa
en énentydig korrespondance.

Figur 6.3 Omvendt afbildning.

S4: At en lineser afbildning F': R™ — RP er bijektiv kan udtrykkes: enhver vektor ¢ RP
er billede ved F af netop én vektor i R™. I kraft af S8 kan dette kun finde sted, hvis

n=np.

Qvelse: Opskriv en raekke sekvivalente formuleringer af bijektivitetsegenskaben ved at
sammenkoble de forskellige formuleringer af injektiviteten med de forskellige formule-
ringer af surjektiviteten. e

Selv om en injektiv afbildning ikke ngdvendigvis er surjektiv pa hele RP, vil den na-
turligvis veere surjektiv pa billedrummet B(F'), idet jo enhver vektor i billedrummet
selvfplgelig er billede af en vektor i R™. Den er altsa en bijektiv afbildning fra R"
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til B(F'). Vi siger da, at R" og B(F) er i énentydig korrespondance. Enhver vektor
y € B(F) er billede af netop én vektor z € R™. Denne vektor betegnes F~*(y). Derved
fastleegges en afbildning

F~1:B(F)— R".

Afbildningen kaldes den omvendte afbildning til F' - jfr figur 6.3. Enhver injektiv af-
bildning har altsa en omvendt, defineret pa dens billedrum.

6.2 Det sidste om linexre ligningsystemer

Vi afrunder dette afsnit med at analysere lgsningsforholdene for lineere ligningssyste-
mer ved hjelp af det apparat vi nu har opstillet.

Lad os betragte et vilkarligt linezert ligningssystem
Az =0 (6.2)

hvor A er en p X n-matrix, z er en vektor i R™ opskrevet som sgjle, og b en vektor i R?
skrevet som sgjle. Hvis b = 0 kaldes ligningssystemet homogent, og hvis b # 0 kaldes
det inhomogent. Mzngden af lgsninger til (6.2) kaldes lgsningsrummet.

Vi betragter forst det homogene system - Az = 0. Lgsningsrummet for dette system
udggr netop nulrummet for den linesere afbildning F' : R™ — RP, hvis matrix er A - nar
grundvektorerne er valgt som baser i begge rum. Lgsningsrummet for det homogene
system er altsa et underrum i R™. Et homogent ligningssystem har altid lgsninger, om
ikke andet sa kun 0.

Sporgsmalet er nu: For hvilke andre b € RP har ligningssystemet (6.2) overhovedet
Igsninger? Svaret er, at ligningssystemet har lgsninger netop hvis b tilhorer billedrum-
met for F. Eftersom

Az = x107 + Toay + ... + 2pa,

- hvor vi med a-erne har betegnet p x 1-sgjlerne i A - er billedrummet for F' udspendt af
sgjlerne ¢ A. Billedrummets dimension er altsa lig antallet af lineert uafhengige sojler
i A.

Hvis billedrummet ikke udggr hele RP, har ligningssystemet ikke lgsninger for ethvert
b. Det kan altsa sagtens heende, at der ingen lgsninger er.

Man kan vise - men det vil vi afsta fra her - at antallet af lineert uafhengige sgj-
ler i en wvilkarlig matrixz er det samme som antallet af lineert vafhengige rekker. Det

feelles tal kaldes matricens rang, og betegnes ofte med r.

Med andre ord er billedrummets dimension lig med matricens rang r.
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Ved hjeelp af dimensionssaetningen slutter vi, at lgsningsrummet til til den homoge-
ne ligning - der jo er nulrummet for F' - har en dimension der er lig

n—dimB(F)=n—r.

Dette resultat fortjener at blive opstillet som

Satning 6.2

Losningsrummet Ly, til et homogent ligningssystem Ax = 0, hvor A er en p X n-matriz,
er et underrum af R™. Dets dimension er lig n — r, hvor n altsa er antallet of sgjler i
matricen, og v er matricens rang.

Hvis et inhomogent ligningssystem Az = b, b # 0, overhovedet har lgsninger, kan lgs-
ningsrummet karakteriseres ved hjalp af lgsningsrummet for det tilsvarende homogene
ligningssystem - som det kaldes. Lad nemlig x, veere en enkelt lgsning - vilkarlig, men
fastholdt i dette raesonnement - til det inhomogene system. En sddan lgsning kaldes ofte
en partikulzer lgsning. Sa vil det om en eventuel anden lgsning, x, til det inhomogene
system geelde, at

T — x, er en lgsning til det tilsvarende homogene system,

da Az —zy) = Az — Azyg =b—b=0. Derved tilhgrer z — z, lgsningsrummet L;, for
det homogene system, eller anderledes sagt,

T = o+ en lgsning til det homogene system.
Bruger vi skrivemaden z, + L, for meengden
{zeR" [z=2y+2 z € Lp},
og betegner L;;, lgsningsrummet for det inhomogene system, har vi saledes
Lip = 2y + Lp.

En sadan maengde, hvor en fast vektor uden for et givet underrum U er adderet til samt-
lige vektorer i U, kaldes et sideunderrum til U. Maengden er ikke selv et underrum, da
den ikke indeholder 0. Selv om et sideunderrum ikke selv er et underrum, giver det
ikke anledning til misforstaelser at tilleegge den samme dimension som det tilhgrende
underrum.

Ogsa her er det pa sin plads at opsamle resultaterne i en saetning:

Seetning 6.3

Lgsningsrummet for et inhomogent ligningssystem Ax = b, hvor A er en p X n-matrix
0og b € RP er enten tomt - nemlig hvis b ikke tilhgrer det underrum i RP der er udspendt
af sgjlerne i A - eller et sideunderrum til lgsningsrummet for det tilsvarende homogene
system. Dets dimension er n — r, hvor n altsa er antallet af sojler ¢ matricen og r er
matricens rang.
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Med disse saetninger samt de gvrige resultater i handen, kan vi ggre et par observationer:

S5: Hvis et homogent ligningssystem har fuld rang, dvs samtlige sgjler er linesert
uafhaengige sa at » = n, har systemet ikke andre lgsninger end 0, da lgsningsrummet
dimension er 0. Hvis et inhomogent ligningssystem har fuld rang, har det enten ingen
eller netop én lgsning.

S6: Hvis et homogent ligningssystem ikke har fuld rang, er v < n. Sa er der uendeligt
mange lgsninger, da lgsningsrummet mindst har dimension 1. Hvis et inhomogent lig-
ningssystem ikke har fuld rang, har det enten ingen lgsninger, eller uendeligt mange,
da lgsningsmaengden er et sideunderrum af dimension mindst 1.

Denne situation foreligger, hvis et ligningssystem har flere ubekendte end ligninger. For
hvis p < n, kan systemet ikke have fuld rang, eftersom antallet af linesert uafhaengige
sgjler er lig antallet af linesert uatheengige rackker.

Eksempel 4

I eksempel 1 pa side 63 fandt vi nulrum og billedrum for en linezer afbildning F', der i
en given basis var fastlagt ved matricen

11 2
A=1 2 1 -1
1 0 -3

Vi fandt, at N(F) = span{(3,—5,1)}, dvs at dimN(F) = 1. Nu ved vi at rangA =
dimB(F) = 2, og vi kan af A umiddelbart se at en basis for B(F') kan fremstilles af de
to forste sgjler i matricen (hvorfor?). Tillige kan vi se at alle tre sgjler vil veere linezert
afheengige, da

1 1 2
32 -5(1|+1|-1]=0
1 0 -3

Bemaerk at koefficienterne i denne linearkombination netop er koordinaterne i den vek-
tor der frembringer N(F).

Vi vil nu forsgge ogsa at lgse det inhomogene ligningssystem

0
Az = |1 (6.3)
1

Fgrst ma vi undersgge, om (0,1,1) € B(F)? - dvs om der findes « og 3 sa

1 1 0
al2)+8l1]=1(1],
1 0 1
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hvilket giver a =1, 2a+ =1, a+ 3 =0. Sa svaret er: 'ja’, da a=1o0g g = —1.
En mulig partikuler lgsning til det inhomogene ligningssystem er sa

Loy = (]-a 7170)7
og lgsningsrummet til (6.3) er herefter

Lin ={z € R®|z=(1,-1,0) + t(3,-5,1); t € R}. *
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7 Sammensatning af linesere aftbildninger

Hidtil har vi kun beskeeftiget os med en enkelt linezr afbildning ad gangen. Vi skal
nu undersgge hvordan to lineere afbildninger kan bringes i spil sammen. For at fa en
fornemmelse af hvad der er pa feerde, leegger vi ud med at se pa to eksempler.

Eksempel 1

Vi betragter to linezere afbildninger, F : R® — R* og G : R* — R?, defineret
ved forskrifterne F'(z) = Az, hvor A er en 4 x 3-matrix, og G(y) = By, hvor B er en
2 x 4-matrix. Lad os se pa en situation med konkrete matricer:

-1 2 0 n

2 1 3 | (™ 0 1 -1 2\ |y

_ _ - 2
F(z) = 2 0 1 iz 0g G(g) - < 2 -3 3 0 ) Y3
0 -3 2 3 Ya

Tager vi nu et x € R3, vil der ved F afbildes en vektor F(z) i R* - altsi det rum G
virker pa. Derfor kan vi danne billedet ved G af F(z) - det hedder G(F(z)) og befinder
sig i R2. Alt i alt har vi dannet en afbildning fra R? til R?, defineret ved

z — G(F(2)).

Vi vil nu bestemme en forskrift for denne sammensatte afbildning af ' og G - der ogsa
benaevnes G o F'. Fgrst har vi

-1 2 0 . —x1 + 229
- 2 1 3 ! 21 + o + 313
Fa)=1 49 o1 f 221 + 23
0 -3 2 3 —313 + 23
Sendes dette ind i forskriften for G, opstar
—I1 + 21’2

G(F(x1,22,23)) = ( 2 -3 3 0 > 12:51 j—xs 3
—3xo + 223

_ 2x1 + x9 + 3x3 — (221 + x3) + 2(—3x2 + 223)
2(—$1 + 251?2) — 3(2371 + zo + 3563) + 3(2.’[71 + 563)

_( “Bwa+bz \_( 0 =5 6 ()
T\ =2z 4z —623)  \ -2 1 —6 ;
3
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Nettoudbyttet af denne operation er altsa en forskrift for den sammensatte afbildning
GoF af F og G (bemark at der i G o F er byttet om pa reekkefglgen, fordi F' benyttes
forst - dvs er teettest pa den variabe z - mens G benyttes sidst):

T
0 -5 6
G(F(l‘l,mg,xg)) = < _9 1 -6 > xTo

T3

Heraf ser vi bla, at G o F er en linezer afbildning fra R til R?. Nu er det klart, at
matricen for G o I’ er skabt ved hjelp af operationer pa elementerne i matricerne A og
B, men hvordan det naermere er foregaet fortaber sig i de konkrete talregnerier. *

Nedenfor vil vi treenge ind i mgnstret bag regnerierne. Men fgrst endnu et eksempel.

Eksempel 2

I det forgaende eksempel var F' og GG defineret direkte ved deres matrixfremstilling i
forhold til baser bestdende af grundvektorerne i alle rummene R?, R? og R*. I dette
eksempel er der tale om, at der i de involverede rum er valgt nogle andre baser end
grundbaserne.

Afbildningen F : R? — R3 er givet i forhold til, at der i R? er valgt basen wu;, =
(1,2), uy = (0,—1), mens der i R? er valgt basen v; = (1,1,0), vy = (1,0,1), vy =
(0,0,—1). Fx har vektoren z = (x1,22) = (—5,9) koordinaterne £ = (—5,—19) i
u-basen. a

I disse baser er F : R? — R? givet ved matricen

1 1
0 -2
-1 3

Det vil sige, at hvis 2’s koordinater i u-basen for R? er £ = (&1,&2), bliver koordinaterne
for F(z) i v-basen for R3 lig
1 1
0 —2 (?)
-1 3 2

P4 tilsvarende made antager vi G : R? — R? givet ved matricen

2 -4 0
3 1 =2 )

Vi fandt, at F(x)’s koordinater i v-basen var givet ved
11 ¢ &+ &
0 —2 ( 51> = —2&,
-1 3 )N =646

76



Sa bliver koordinaterne for G(F(z)) - ikke at forveksle med G(F(x)) selv, da vi ikke
arbejder i grundbasen - bestemt som

9 4 o) [ S9f&) 2(61 + &) — 4(—26)
- 2% | = 256 — 20
3 1 =2 _ 3(&1 + &) + (—2&2) — 2(=&1 + 382)
&1+ 38

_ (26 +10&
561 — 5&2
_ (2 10\ (&
“\5 =5 &)
hvilket viser at ogsa denne gang er G o F en linezr afbildning. *

7.1 Matricen for en sammensat afbildning

Vi er nu rustet til at behandle den generelle situation, og vi forstiller os derfor givet to
linezre afbildninger

F:R*"— RP og G:RP— RY

Figur 7.1 En sammensat afbildning.

jfr figur 7.1. Betragter vi et z € R™ vil det ved F afbildes i F(z) € RP, hvor G kan fa
fingre i det, s& G(F(z)) € R?. Derved har vi i realiteten at ggre med en afbildning fra
R™ ind i R?. Denne afbildning kaldes den sammensatte afbildning af F' og G, og den
bengzevnes G o F. Saledes er G o I': R®™ — RY defineret ved

(GoF)(z) = G(F(z)), ze€R"

Det geelder nu - som forventet - at ogsa den sammensatte afbildning G o F' er lineer.
Dette godtggres ved at vi indser, at G o F respekterer linearkombinering:

(Go F)(az + By) = G(F(az + By))
= G(aF(z) + BF(y))
= aG(F(z)) + BG(F(y))
=a(Go F)(z)+ (G o F)(y),
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hvor det 2. lighedstegn skyldes at F' er linezer, det 3. lighedstegn skyldes at G er lineeer,
mens det fgrste og sidste lighedstegn kommer af definitionen pa G o F'.

Eftersom alle linezre afbildninger har en matrixfremstilling i forhold til givne baser i
de involverede rum, gelder det samme for G o F'. Lad der derfor i R™ veere valgt basen
Uy, Usy - -, Uy, 0g 1 RY - som G o F’s billede jo ligger i - er valgt basen w,,w,,...,w,
Der findes sa en ¢ X n-matrix C, sa at

q

¢

er koordinaterne for (G'o F')(z) i w-basen for R, hvis { = (£1,2,...,&n) er koordinater-
ne for z i u-basen for R". OBS! Der er vigtigt at huske, at § ikke er identisk med x og at
C¢ ikke med (GoF')(x)), hvis ikke de valgte baser i de to rum bestar af grundvektorerne.

Vi vil nu finde ud af hvordan matricen C' konkret ser ud. Det vil vi ggre ved at ef-
terforske hvordan G o F' virker pa et z € R™ ud fra vores viden om hvordan F' og G
virker. Denne viden er lagret i matrixfremstillinger af henholdsvis F' og G, nar der i R"
og R? er valgt de naevnte baser, og i RP ogsa er valgt en basis - vy, vq,...,0

V-
Vi her altsa, at F(z)’s koordinater i v-basen for RP er givet ved

AE,
hvor A er en p x n-matrix. Pa tilsvarende made er koordinaterne for G(y) givet ved

Br,

hvor T = (71, 72,...,7p) er y’s koordinater i v-basen for R, og hvor B er en g x p-matrix.

Eftersom 7 = A&, har vi at G(F(z))’s koordinater - dvs (G o F')(z)’s koordinater -
er:

C¢ = Br = B(A¢).

Da vi nu skal udregne eksplicit hvad dette indebaerer, teenker vi os matricerne A og B
mgbleret saledes:

a1 a12 ... Qin b11 b12 N blp

a21 Q22 ... Q2p b21 b22 [N bgp
A= . . . . og B=

apl  Ap2 ... Qpp bgi bz .. by

Sa far vi, idet § = (£1,82,...,&n), at T skrevet som sgjle er givet ved

T1 a11é1 +a2ée + ... + a1nén
T2 a21§1 + aéo + ...+ a2nén
Tp ap1é1 + apado + ... + apnén
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Matricen B for afbildningen G skal nu virke pa denne vektor, sa

Tl a11§1 +a2éa + ..+ a1nén

To a21§1 + a2éa + ... + a2,8n
Bl .| =B .

Tp aplfl + ap2£2 +...+ apngn

Nar B virker pa 7, bliver resultatet af denne operation en g x 1-sgjle. Udtrykt ved
elementerne i 7-sgjlen far vi ved anvendelse af reglerne for multiplikation af en matrix
med en (acceptabel) sgjle

bi171 + b + ...+ b1
bo17T1 + booTo + ... + bap Ty

bplTl + bp27-2 + ...+ bpnTn

Nar vi indsaetter hvad 7-erne er - jfr sgjlen ovenfor - opstar et langt og derfor uoversku-
eligt - men principielt let forstaeligt - udtryk, ét for hvert element i ¢ x 1-sgjlen. Dens
forste element er

b11(@1161 + @262 + - .. + a1n€n) + bi2(a21&n + aeéa + ... + a2pn)+
.ot blp(ap1£1 + ap2§2 +...+ apngn)v

som vi ved at samle efter £&-erne kan omordne til

(b11a11 + bi2agr + ...+ bipap1)&r + (brraie + bizage + ... + bipaye)éot
T (bualn + blgagn + ...+ blpapn)gn.

Inden vi gar videre med de @vrige elementer i sgjlen, er det nok veerd at se ngjere pa,
hvad der egentlig star i udtrykket ovenfor. Parentesen foran &; bestar af den forste
reekke i B-matricen (matriz) multipliceret med de forste sgjle i A-matricen. Parentesen
foran & bestar tilsvarende af den forste reekke i B-matricen multipliceret med den an-
den sgjle i A-matricen, og sa fremdeles.

Det andet element i g x 1-sgjlen er skabt efter det samme princip som det fgrste.
Det andet element er

ba1(@1161 + a1262 + . .. + a1n€n) + baz(a21é&n + aeeéa + ... + a2nén)+
e —|— bgp(ap1§1 —|— ap2§2 + . + apnfn),

som vi ved atter at samle efter £-erne kan omordne til

(ba1a11 + bagagy + ... + bapap1)&1 + (barare + baoage + ... + bapayz)o+
...+ (bglaln + basaoy, + ...+ bgpa,m)fn.

Her er parentesen foran &;, hvor j =1,2,...,n, lig med den anden rsekke i B-matricen
multipliceret med den j’te sgjle i A-matricen.

Sadan kan vi fortsatte indtil det sidste - det ¢’te - element i sgjlen, som er
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bgi(a11&r + a12éo + ... + a1p&n) + bga(a21&1 + ag2éa + . .. + a2nén)+
ot bqp(ap1£1 + ap2§2 + ...+ apnfn),

som ved ordning efetr &-erne bliver til

(bgrain + bg2az1 + ... + bgpap1 )€1 + (bgra12 + bgzasz + . .. + bgpap2)Ea+
e (bgrain + bg2azn + . .. + bgpapn)&n-

Hermed har vi udtrykt samtlige elementer i koordinatsaettet for G(F(x))ved hjelp af
&-erne og elementerne i matricerne A og B. Lad os samle hele molevitten i én sgjle:

(br1a11 + bi2agr + ...+ bipap1)&r + ... + (briain + bi2agy + ... + bipapn)én
(ba1a11 + bagagy + ... 4 bopap1)&r + ... + (bara1n + bacagy + ... + bapapn)én

(bq1a11 + bq2a21 + ...+ bqpap1)§1 + ...+ (bqlaln + quagn + ...+ bqpapn)§n

Hvis vi anstrenger os lidt for at se igennem tagerne i den formelophobning, opdager
vi at spjlens forste element er resultatet af en reekke tal (b, a-parenteser) multipliceret
med &-sgjlen. Det forholder sig lige sadan med de gvrige elementer i sgjlen. det viser,
at vi har at ggre med en ¢ x p-matrix multipliceret med £-sgjlen:

(b11a11 + b12ag1 + ...+ bipapt) ... (b11a1n + bi2az, + ... + bipapy) &
(ba1a11 + bagagy + ...+ bopap1) ... (barain + ba2as, + ... + bapap,) &2
(bqlall + bq2a21 4+ ...+ bqpapl) ... (bqlaln + bqgagn + ...+ bqpapn) fn

Det vi her har fundet er ¢ x p-matricen C for den sammensatte afbildning G o F'. Denne
matrix er skabt ved at mangvrere med elementerne i A og B. Imidlertid sa vi jo, at
koordinaterne for (G o F)(z) = G(F(z)) er givet ved C& = B(AE). Den fundne
matrix C' bensevnes derfor matrixproduktet BA af matricerne B og A og noteres:

C = BA.

Laeg maerke til at F’s matrix A star til hgjre og G’s matrix B star til venstre i dette
matrixprodukt svarende til raekkefplgen af F' og Gi Go F.

7.2 Matrixproduktets egenskaber

Allerforst ser vi pa, hvordan matrixproduktet BA er fremkommet af A og B. Ved direkte
beskuelse af matrixproduktet som det er skrevet op ovenfor, ser vi at C' = BA bestar
af ¢ raekker og n sgjler. Dette skal sammenholdes med at B bestar af g reekker og p
sgjler, mens A bestar af p reekker og n sgjler. En simpel made at huske det pa er:

gxn=(gxp)(pxn)

hvor altsa antallet - p - af sgjler i B lig antallet af rackker i A, ’gar ud’ af regnestykket.

I samme andedrag konstaterer vi, at vi kun kan multiplicere en matriz B med en matriz
A (fra hgjre), hvis antallet af sgjler © B er lig antallet af rekker i A. Det er da uden
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videre klart, at vi ikke i almindelighed kan forvente at ma multiplicere B med A fra
venstre. Dette er simpelthen kun muligt, hvis antallet af sgjler i A er lig antallet af reek-
ker i B, dvs hvis fx B er en ¢ X n-matrix samtidig med at A er en n x ¢g-matrix. Allerede
af denne grund er matrixproduktet ikke kommutativt. Men selv om bade BA og AB kan
dannes, er de sjeeldent ens. BA er jo en g X g-matrix, mens AB er en n X n-matrix. De
har kun mulighed for at veere ens, hvis n = ¢, og heller ikke i det tilfselde behgver de
to produkter at veere ens.

N&a, men hvad star der nu i C = BA? Jo, ved fgrste ransagning af udtrykket for C
ser vi, at elementet anbragt pa plads (1, 1), dvs i forste raekke og forste sgjle er dannet
ved at den forste reekke i B er (matrix)multipliceret med den fgrste sgjle i A. De gvrige
elementer i den forste rackke af C' er dannet ved at den forste rackke i B er multipliceret
med de gvrige sgjler i A - én ad gangen. I den anden raekke af C er forholdene tilsvaren-
de, bortset fra at det nu er den anden rzekke af B, der multipliceres med sgjlerne fra A
for at danne elementerne i den anden razkke af C'. Saledes fortseetter det. Den almene
regel, som vi nedfzelder som en definition er altsa, at

elementet pa den (7, j)’te plads i produktmatricen C = BA er skabt ved at den i’te
raekke i B (matrix)multipliceres med den j’te sgjle i A.

For en umiddelbar betragtning ser det ud som om, der i selve definitionen af ma-
trixmultiplikation allerede indgar et begreb om matrixmultiplikation. Sadan star det jo
udtrykkelig i formuleringen, som derved ser cirkulser ud. Det er den imidlertid ikke, da
der i definitionen kun benyttes multiplikation mellem en raekke og en sgjle (fra hgjre),
som vi tidligere har indfgrt.

Inden vi kaster os over et par eksempler, lad os da ggre endnu én observation:

B1: Den enkelte sgjle i C - lad os sige nr. j - bestar af raekkerne i B multipliceret
med sg@jle nr. j fra A, med andre ord af matrix-sgjleproduktet B(j'te sgjle i A) - som
tidligere indfgrt. Derfor kan vi anskue matrizproduktet BA som en sammenstilling af
de sgjler der fremkommer ved at multiplicere B med sgjlerne i A - én efter én.

Eksempel 3
Matrixproduktet C' = BA af 2 x 4 og 4 x 3 matricerne fra eksempel 1 pa side 75:
-1 2 0
0 1 -1 2 2 1 3
B_<2—3 30) o6 A=| 5 g 2|
0 -3 2

er 2 X 3-matricen

C_<(0+2—2+0) (0+1+0-6) (0+3—1+4))_( 0 —5 6)
T \(-2-64640) (4-340+0) (0-9+3+0)/ \ -2 1 -6 )’

sadan som vi ogsa fandt det - men pa en mindre gennemskuelig made - i eksempel 1. I
dette tilfeelde er det ikke muligt at danne produktet AB, da antallet af sgjler i A ikke
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er lig antallet af reckker i B. *

Eksempel 4
Her ser vi pa matrcerne fra eksempel 2 pa side 76:
1 1
B:(g_zll _g) og A= 0 -2
-1 3

Produktmaricen C' = BA fas sa som 2 x 2-matricen

o= (Zrory LrsroN_(2 W)

som vi jo ogsa fandt i eksempel 2. I dette eksempel er det muligt at danne AB, som sa
bliver en 3 x 3-matrix:

(24+3) (-441) (0-2) 5 -3 -2
0-6) (0-2) (O0+4)|=[ -6 -2 4
(—2+49) (4+3) (0—6) T 7 —6

Det fremgar, at BA og AB ikke ligner hinanden seerlig meget. *

Et par observationer i tilknytning til matrixmultiplikation byder sig umiddelbart til.

B2: Hvis en vilkarlig matrix A multipliceres fra hgjre eller venstre med en nulmatrix,
dvs en matrix bestaende af lutter O-er - og med et ’lovligt’ antal raekker, respektive
s@jler - bliver resultatet en nulmatrix. Dette folger abenbart af, at alle produktsummer
der danner elementerne i produktmatricen er 0.

B3: Vi har tidligere set, at hvis en 1 x n-matrix ganges (fra hgjre) med en n x 1-
matrix, bliver resultatet et tal.

Bj: Hvis en n x l-matrix A ganges (fra hgjre) med en 1 X n-matrix B bliver re-
sultatet en n x n-matrix. Pa den (4, j)’te plads i produktmatricen star jo den i’te reekke
i A - der her blot bestar af elementet a;; - ganget med den j’te sgjle i B - der her blot
bestar af elementet b;; - med tallet a;1b1; som resultat.

En slags matricer er af stor betydning i matrixregningen. Det er de sikaldte enheds-
matricer. Enhver enhedsmatrix er kvadratisk matrix - dvs en matrix med lige mange
reekker og sgjler. Den n’te enhedsmatrix har 1-taller i diagonalen, altsa pa pladserne
(,7) med samme raekke- og spjlenummer, mens alle andre pladser er besat med 0-er:

100 ... 0
010 ...0
g,-|0 01 ... 0]
00 0 1
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hvor der er n rackker og sgjler.

Det serlige ved enhedsmatricerne - eller, hvis det af sammenhsengen klart fremgar at
der kun er tale om én, sa enhedsmatricen - er, at de er neutrale ved multiplikation fra
bade venstre og hgjre. Der vil sige, at hvis A er en vilkarlig p x n-matrix er bade

E,A=A og AE,=A

Den fgrste af disse pastande kan vi indse pa folgende made. Vi skal bestemme det
(i,7)’te element i E,A. Det gores ved at multiplicere den i’te reckke i E,, med den j’te
sgjle i A, dvs

(0 0o ... 1 ... 0) . = Qyj,

Apj

idet 1-tallet i den i’te reekke i F, star pa den i’te plads. Da dette er situationen pa alle
pladser (4, ), stemmer E,A overens med A. Pa tilsvarende made finder vi det (7, j)’te
element i AE,:

o o

(cm Qi2 ... ain) 1 = Qij,

0
hvor 1-tallet i den j’te sgjle af E, star pa den j’te plads. Det konkluderes altsa igen,
at AFE,, stemmer overens med A.

For lidt siden blev det demonstreret at matrizmultiplikation ikke er kommutativ. Det
er til gengaeld det eneste der er ’galt’ med matrixmultiplikation. Ellers opfgrer den sig
paent. Der geelder nemlig

Satning 7.1
Matrizmultiplikationen opfylder egenskaberne (for de matricer, hvor produktet er defi-
neret):

A(BC) = (AB)C associativitet
A(B+C)=AB+ AC og (F+G)H=FH+GH distributivitet
AB) = (\A)B = AAB.
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Bevis

Her skal vi huske fra indledningskapitlet, at addition af matricer af samme dimension
sker pladsvis. Pastanden i seetningen godtggres uden vanskeligheder ved udregning efter
definitionen. Hvad associativiteten angar, er der tale om en besveerlig udregning, som
passende kan udfgres som en gvelse. For i gvrigt at belyse hvad der er pa feerde, vil vi
bevise den fgrste distributive lov.

Lad til den ende A veere en p X n-matrix, mens bade B og C er n X m-matricer -
det vigtige her er n-et. For at udregne det (i,j)’te element A(B + C) skal den i’te
reekke i A multipliceres med den j’te sgjle i B + C"

bij + e
boj + c2

(an @ ... ain) .

bnj + Cnj

= a;1(b1j + c1j) + aia(bej + c25) + ... + @in(bn; + cnj)

= a;1bij + anciy + aiobaj + aizcoj + ..+ Ainbnj + aincn;

= (anbij + aizboj + ... 4 ainbpj) + (aiic1; + aspcay + ... + QinCnj),

der netop er summen af det (i,5)’te led i AB og det (i,7)te led i AC, dvs i alt det
(i,7)teled i AB+ AC. O

7.3 Bijektive afbildninger og invertible matricer

Vi skal se lidt naermere pa matricerne for bijektive linesere afbildninger. I det forrige
kapitel konstaterede vi ved brug af dimensionsszetningen, at hvis F' : R"™ — RP er
bijektiv, ma n = p. Dvs en bijektiv afbildning er en afbildning af et talrum R™ pa sig
selv:

F:R"— R".

I en hvilken som helst matrixfremstilling for en bijektiv lineser afbildning, ma matricen
derfor veere kvadratisk.

Nu har vi ogsa tidligere indset, at en injektiv lineser afbildning F' har en omvendt
afbildning

F~':R" - R".
Denne afbildning er defineret ved at hvis y € R" er I’ ~L(y) lig det éntydigt bestemte

z € R", som opfylder, at F(z) = y. Nu er ogsa F~! lineer. Selv om det nappe er
saerligt overraskende, har vi faktisk ikke vist det. Det ordner vi lige i farten:

Bevis
Vi skal altsa godtggre, at hvis Y, 0g y, ligger i R", og a; og ay er vilkarlige skalarer,
er

F oy, +a2y,) = ar FH(y,) + a2 F 7 (y,).
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Ved at benytte F' pa begge sider af lighedstegnet, ser vi at identiteten er ensbetydende
med fglgende identitet

F(F~ a1y, +agy,)) = F(ar F~'(y,) + aaF~'(y,))
Da F o F~! = I3 (den identiske afbildning i R?) omskrives venstre side til
a1y, + asy,,
mens hgjresiden i kraft af F’s linearitet bliver til
alF(F_l(gl)) + OéQF(F_l(EQ)) =y, +asy,.

Da F er en bijektiv afbildning, og da hgjresiden og venstresiden efter brug af F' tydeligvis
er identiske, er ogsa de oprindelige venstre- og hgjresider identiske. Saledes er det vist
at F~! er lineser. O

Eksempel 5
Hvis F : R® — R3 er defineret ved

hvor

er F bijektiv, da A er kvadratisk og dens sgjler linesert uaftheengige - kontrollér det selv.
S& bestemmes F~1(y), lig det & = (1,22, 23) for hvilket y = Az, som den entydigt
bestemte lgsning til ligningssystemet

2 01 1 Y1
-1 1 0 ) = Y2
0 3 2 I3 Y3

Ved brug af fx raekkeoperationer pa koefficientmatricen finder vi, at

il 2 3 -1 v
T2 = 2 4 -1 Y2
I3 -3 —6 2 Y3
Altsa er
Y1 2 3 -1 Y1
F ' (lye |)= 2 4 -1 Y2
Y3 -3 -6 2 Y3

Vi slutter eksemplet med at multiplicere matricen for F' og matricen for F~! bade fra
hgjre og venstre:
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2 01 2 3 -1 1 00
-1 1 0 2 4 -1 =10 120
0 3 2 -3 -6 2 0 01
2 3 -1 2 01 1 00
2 4 -1 -1 1 0 |=(0120
-3 —6 2 0 3 2 0 0 1

At dette resultat ikke er nogen tilfseldighed vil blive abenbaret nedenfor. *

Vi vil nu studere situationen i almindelighed.

Forst minder vi om, at hvis F' : R™ — R"™ er injektiv, sd er den ogsa bijektiv. Da
dimB(F) =n — dimN(F) =n (fordi F er injektiv) bliver F surjektiv.

Hvis derfor ' : R® — R™ er injektiv eksisterer ogsa FF~! : R — R™. Den er i fol-
ge det foregaende lineszer, hvorfor den har en matrixfremstilling i forhold til en given
basis i R". Har F i denne basis matricen A kan vi kalde matricen for F~1 for B. Hvad
kan vi nu sige om B?

Jo, matricen for F~! o F er efter det forrige afsnit lig BA. P& den anden side er
F~1oF = I,, hvor I, er den identiske afbildning af R" ind i sig selv, der lader
alle vektorer ubergrt:

L(z) =z.
Den identiske afbildning har abenbart i enhver basis enhedmatricen E,, som matrix.

Nar derfor F~'oF =1, er BA=E,.

Nu gezelder der imidlertid ogsd, at F o F~! = I,,. Eftersom matricen for F o F~! er
AB, ma der derfor ogsa geelde at AB = E,,.

Summa Summarum har vi om matricen B for F~!, at
AB=BA=E,.

Det vil sige, at B er sadan en slags reciprok til A. Derfor - og insiperet af at B er
matricen for F~! - betegnes B med

B=A"1

og kaldes den inverse matrix - somme tider ogsa den omwvendte - til A. Da F og F~1
er hinandens omvendte afbildninger, ma vi tillige have

A=B"1=(A"1H)"L
Vi har altsa indset fglgende:

Hvis A er en n X m-matrix for en injektiv - dermed her en bijektiv - afbildning F' :
R™ — R", findes en invers matrix A~! til A. Vi siger at A er invertibel. Den inverse
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matrix A~! er matrix for F~!, den omvendte afbildning til F.

Er omvendt A en n x n-matrix for hvilken der findes en n x n-matrix B, sa at
AB = BA = FE,,
er A matrix for en lineser afbildning F : R™ — R™ defineret ved F(z) = Az. Denne

atbildning F' er faktisk injektiv. For hvis F(z) = F(z’), er Ax = Az’, og heraf far vi:

z = E,z = (BA)z = B(Az) =
B(Az') = (BA)z' = B2’ = &,

hvilket viser, at z = 2/. F er altsd injektiv (dvs bijektiv). Sa findes A1, der jo ogsé
opfylder

AAT ' =A"TA=E,,
Nu ma altsaé B = A~1, da
B = BE, = B(AA~!) = (BA)A~! = B, A~ — AL,

Konklusionen pa disse betragtninger er, at hvis der til n X n-matricen A findes en
n X n-matrix B, sa at

AB = BA=E,,
er A invertibel og A~! = B.

A er matrix for en injektiv (bijektiv) afbildning praecis hvis alle sgjlerne i A er linezert
uafheengige - dimensionssaetningen nok engang. Eftersom A er kvadratisk er dette ens-
betydende med at ogsa raekkerne er linesert uatheengige.

Nu har vi sparet sammen til en szetning:

Seetning 7.2
For en n x n-matrix A er folgende udsagn ensbetydende:
(1) A er invertibel, dvs matriz for en injektiv afbildning F : R — R"
(2) Der findes netop én matric B sa AB = BA=E,
(Denne matriz er B = A~ matricen for F’s omvendte afbildning F~1)
(3) Sgjlerne i A er lineert uafhengige
(4) Reekkerne i A er lineert uafhengige

Eksempel 6
Matricen
-1 0 2 1
0 2 4 0
A= 3 2 0 -1
0 0 2 3
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er invertibel, da sgjlerne er linesert uathasengige - godtger det selv! Dens inverse er

5 =2 2 -1

_ -9 I -3 2

At=| o 3 5 ]
2 2 2

-3 1 -1 1

Kontrollér selv denne pastand ved udregning. *

B5: Ovenfor sa vi, at (A71)~! = A. En anden observation er, at
(AB)"' =B 1AL,
Der gzlder nemlig
(AB)(B™'A Y)Y = A[B(B™'A Y] = A[(BB 1A
= A[E, A" 1= AA" ' =E,
0g
(B'ATY(AB) = (BT'ATHAIB = [B7' (A7 A)]|B
= [B7'E,|B=B"'B=E,,
altsa til sammen
(AB)(B~'A~') = (B"'A~1)(AB) = E,,.

Dette viser, at (B~1A~!) er AB’s inverse.

De kriterier for invertibilitet af en matrix som er indeholdt i ssetning 7.2 ovenfor er
aldeles udmearkede, men de er ikke seerligt operationelle, sadan at forsta at der ikke
uden videre er nogen automatisk metode til at afggre om de er opfyldt. I betragtning af
at invertibilitet er en sa vigtig egenskab ved matricer for bade teoretiske og praktiske
formal, er der behov for et mere operationelt kriterium. Derom handler naeste kapitel.
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8 Determinanter

Et kriterium af den art vi efterspgrger har at ggre med begrebet determinant. Enhver
kvadratisk matrix far (om lidt, hav venligst talmodighed) knyttet et reelt tal - matri-
cens determinant - til sig. Dette tal er en karakteristisk stgrrelse for matricen pa samme
made som vaegten af en person er karakteristisk for personen. Determinanten fortaeller
en del vigtige ting om ’sin’ matrix, bla om den er invertibel eller ej. Lidt senere skal vi
ogsa bruge den til andre formal.

Teorien for determinanter er omfattende og indviklet. Det er derfor kun muligt at be-
handle dem ngdterftigt her.

Forst tager vi et meget lille skridt: Vi definerer determinanten af en 1 x 1-matrix (a).
Determinanten skal simpelhen vaere tallet i matricen selv:

det(a) = a.

Dernsest indfgrer vi determinanter for 2 x 2-matricer. Hvis A er en 2 x 2-matrix:
A= ail a2 7
a1 G22

detA = a11a22 — 120217 .

saettes

Udtrykket virker maske bekendt for nogen af jer, enten fra tidligere beskaeftiglse med
2 x 2-matricer, eller fra lgsning af to ligninger med to ubekendte.

Nu tager vi lige en elevatortur. Vi teenker os, at vi allerede har tillagt alle (n—1) x (n—1)-
matricer en determinant - én hver, altsa. Sa vil vi definere determinanten af en vilkarlig
n X n-matrix. Lad os nu betragte en sadan

aip a2 ... Qain

a1 a2 .. Qo2p
A =

an1 ap2 ... Qpp

Nu tager vi fat i den forste sgjle i A. Forestiller vi os dannet en matrix af A ved at slette
den forste rackke og den forste sgjle i A, har vi nu faet en (n — 1) X (n — 1)-matrix. Den
betegnes A;; og kaldes komplementet til elementet aq; i A. Som (n—1) x (n—1)-matrix
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har den - efter forudssetningen - en determinant.

Dernaest gar vi til den neeste plads (2,1) i den forste sgjle. Igen sletter vi den pageeldende
rackke - her den anden - og sgjlen fra A. Herved opstar en ny (n — 1) x (n — 1)-matrix,
Asq, komplementet til as;. Ogsa Aoy har en determinant.

Saledes fortsaettes ned gennem forste sgjle for A. Derved har vi hgstet i alt n styk-
ker (n — 1) x (n — 1)-matricer - Aj1, A21,...,An1 - der alle har en determinant. Nu
er vi klar til at definere determinanten for A, men inden vil jeg give en advarsel: Prgv
ikke at forsta, hvorfor i alverden definitionen ser sadan ud. Det er ikke muligt pa det
grundlag vi kan skabe i dette kursus. Tag den i stedet til efterretning, og leer at omgas
den gennem eksempler. Sa skal definitionen ikke udssettes laengere:

detA = (—1)1+1a11detA11 + (71)2+1a21d6t1421 + ...+ (71)”+1an1detAn1.

Det er pakraevet straks at prove definitionen af pa konkrete eksempler. Allerforst er der
grund til at undersgge om det passer for 2 x 2-matricer, dvs om den made at danne
determinanten af en 2 X 2-matrix pa, ud fra determinanten af en 1 x 1-matricer, stemmer
overens med den tidligere definition. Til den ende betragtes igen

A= a1l a2
as a)’
Vi skal opsgge den fgrste sgjle og dens komplementer. Komplementet til a7 fas ved
at slette den forste rackke og den forste sgjle i A. Derved bliver A1; = (agg), hvis

determinant er age. Komplementet til agy er As; = (a12), hvis determinant er aqo. Efter
den generelle definition far vi

detA = (—1)1+1011d€t1411 + (—1)2+1021d6t1421 = 11022 — G21Q12.
Minsandten! Det blev det rigtige.
Nar vi har defineret determinanten af en 2 x 2-matrix, kan vi definere determinanten

af enhver 3 x 3-matrix ved at benytte den generelle 'motor’. Vi ser pa en vilkarlig
3 X 3-matrix

a1 a2 G13
A= lan azx ax
a31 a32 as3

Tgen gar vi til den forste sgjle i A og opsgger komplementerne. Komplementet til a;; er

2 X 2-matricen
Q22 Q23
A11 = .
az2 as3

Pa tilsvarende made finder vi komplementerne til as; og as:
a2 Q13 a2 Q13
Ao = og Az = .
asz2 Q33 Q22 Q23
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Det er ingredienserne i detA:
detA = (=1)'ay det Ay + (71)2+1a21d6tA21 + (71)3+1a31d6tA31
= a11(a22a33 — a32a23) — a21(a12a33 — a32a13) + az1(a12a23 — aza13).
Ved at omordne efter fortegn mv bliver resultatet
detA = (a11a22a33 + a12023a31 + G21032013) — (A13022031 + 12021033 + A23032011)-

Denne opskrivningsraekkefplge er valgt fordi det ggr det muligt at visualisere beregnin-
gerne. De positive led i determinanten er de tre "hgjreskra’ produkter af elementerne i
A, mens de negative led er de tre 'venstreskra’:

ail1 a2 ais ailp a2 ais
a1 a2 a3 az; a2 a3
a3y asz a3z az1 asz2 a3z

Nu har vi defineret determinanten af alle 3 x 3-matricer. Derefter kan vi roligt ga videre
til 4 x 4-matricer . .. Nej, I skal nok blive skanet for det generelle. Et eksempel ma rackke.

Eksempel 1

Matricen fra eksempel 6 pa side 87 sa sadan ud

-1 0 2 1

0 2 4 0

A= 3 2 0 —1
0 0 2 3

Dens determinant bestemmes ved

detA = (—1)' T (=1)detAy; + (—1)2T10det Agy + (—1)313det Azy + (—1)* T 0det Ay
= —detAn + 3d€tA31,

hvor
2 4 0 0 2 1
A11 = 2 0 -1 og A31 = 2 4 0
0 2 3 0 2 3

Heraf finder vi

detA;; = (2:0-3+4-(—1)-0+0-2:2)—(0-0-0+4-2-3+2-(—1)-2) = —(24—4) = —20

0g
detAs;=(0-4-3+2-0-04+1-2-2)—(1-4-04+2-2:34+0-2-0)=4—-12= -8,

som ved indsaettelse giver

detA = —(—20) 4+ 3(—8) = —4 *
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Pa denne made kan man altsa rekursivt, som det hedder, tilleegge enhver kvadratisk
matrix en determinant ved at bygge pa determinanter for matricer ét nummer mindre.

Den ovenstaende definition af determinanter tog udgangspunkt i den fgrste sgjle, et
for sa vidt vilkarligt valg. Imidlertid geelder det - men det ma vi afsta fra at bevise
- at vi lige sa godt kunne have benyttet en hvilken som helst anden sgjle, resultatet
var blevet det samme. Generelt betegner vi med A;; den (n — 1) x (n — 1)-matrix der
fremkommer af A, hvis vi sletter den i’te reekke og den j’te sgjle - den kaldes naturligt
nok komplementet til elementet a;;. Sa far vi ved at tage udgangspunkt i den k’te sgjle,
hvor k kan veere ethvert af tallene 1,2,...,n, at

detA = (=) raydet Ay, + (—1)* Fagpdet Aoy + ... + (1) *a, 1 det Ay

Man siger at determinanten er beregnet ved udvikling efter den k’te sgjle.

Vi kunne lige sa godt have benyttet os af en vilkarlig rekke. Der geelder nemlig ogsa
for den k’te raekke, at

detA = (=1 agdet Apy + (=1 P2agadet Aps + ... + (= 1) ap,det Ay,

Man siger analogt, at determinanten er beregnet ved udvikling efter den k’te reekke.

Nar det geelder beregning af determinanten for en konkret matrix, er det bekvemt at
have frihed i valget af beregningsudgangspunktet som fremgar af de to sidste resultater.
Regningerne kan blive lettest hvis vi veelger en rackke/sgjle med mange 0’er.

En veesentlig motivation for overhovedet at interessere os (moderat) for determinanter,
var deres evne til at karakterisere de invertible matricer. Det kommer til udtryk i fgl-
gende satning, som vi dog ikke vil give noget bevis for.

Seetning 8.1
En kvadratisk matriz A er invertibel hvis og kun hvis dens determinant er forskellig fra
0, dvs detA # 0.

Kapitlet vil vi afslutte med en raekke nyttige smassetninger om determinanter samt
endnu et par eksempler pa beregning af determinanter.

S1: Huis én af reekkerne eller én af sgjlerne i A bestar af lutter 0’er, er detA = 0. Det
folger umiddelbart ved udvikling efter den pagseldende raekke/sgjle.

S2: Hvis A og B er n x n-matricer gelder det(AB) = detA - detB. Dette bevises
ikke.

S3: Med AT betegnes den transponerede for matricen A, dvs den matrix der fremgar

af A ved at opskrive dens sgjler som raekker - elementet b;; pa plads (i, ) i AT er givet
ved aj;. Hvis A er kvadratisk er ogsa AT kvadratisk:
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a1 ai12 e A1n ail a921 e Qan1
a1 Az ... Qa2n a2 Q22 ... Gp2

A= . . _ og Al =
an1  ap2 cee Qpn a1np A2n N 4 P )

Der geelder nu, at detAT = detA. Heller ikke dette vil vi bevise.

S4: Hvis A er en gvre trekantsmatrix, dvs hvis A har lutter 0’er under diagonalen:

ai;p a2 e QA1n
0 a2 ... Q2p

A= ,
0 0 ... apn

kan determinanten beregnes pa en meget simpel made, da den blot bestar af produktet
af diagonalelementerne:

detA = a11a29 ... Apy-

Dette folger let af definitionen. Udvikler vi nemlig efter fgrste sgjle, er der kun ét led
ai1detAq; - alle gvrige led bliver 0. Imidlertid er ogsa A;; en gvre trekantsmatrix. Udvik-
ler vi nu den efter dens forste sgjle, far vi dens determinant til at veere aso multipliceret
med determinanten af den matrix der fremgar af A ved at slette dens to forste sgjler og
dens to forste raekker. Det er pa ny en gvre trekantsmatrix, hvor der i gverste venstre
hjgrne star ass. Pa denne made gnaver vi os ned gennem A, indtil vi har konsummeret
den sidste bid, determinanten til (a,,, ), altsa tallet a,,.

S5: Hvis A er en nedre trekantsmatrix, dvs hvis A har lutter 0’er over diagonalen,
er dens determinant igen lig med produktet af diagonalelementerne. Det kan indses
enten ved at raesonnere helt magen til det foregaende, eller ved at laegge meerke til at

AT er en gvre trekantsmatrix, netop nar A er en nedre trekantsmatrix, og udnytte at
det AT = detA.

S6: Enhedsmatricen F,, er bade en gvre og en nedre trekantsmatrix. Dens determinant
er derfor produktet af diagonalelementerne, altsa 1, dvs detE, = 1.

S7: 1 kapitel 2 om linesre ligningssystemer optraeder tre typer rekkeoperationer som
vi benyttede i Gauss-elimination af linezere ligningssystemer eller deres koefficientma-
tricer. Lad os lige repetere de tre typer:

En rekkeoperation bestar i at en given ligning/reekke:
(1) bytter plads med en anden ligning/raekke
(2) erstattes af sig selv ganget med en skalar # 0

(3) erstattes af sig selv plus en anden ligning/reekke ganget med en skalar.
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Hvis A er en kvadratisk matrix, vi vil udsaette for Gauss-elimination, kan vi undersgge,
hvordan de tre typer rackkeoperationer pavirker matricens determinant. Svaret pa dette
sporgsmal er ganske enkelt - men mere kompliceret at bevise, sa det undlader vi:

(1) bytter to naboraekker plads i A, vil detA skifte fortegn.
(2) multipliceres en raekke i A med k # 0, vil detA blive multipliceret med k.
(3) adderes et multiplum af én raekke 1 A til en anden vil detA ikke blive @ndret.

Da detA” = detA kan vi ydermere se, at der vil geelde de samme regneregler for detA,
hvis vi udfgrer sgjleoperationer pa matricen A. Obs. Dette gaelder kun for determinanter!

Eksempel 1 (fortsat)

Benytter vi disse regneregler for reekkeoperationer pa matricen A i eksempel 1, bliver:

10 2 1 10 2 1
02 4 0 0 2 4 0
detA = det 3 9 0 —1 = det 02 6 2
00 2 3 00 2 3
10 2 1 10 2 1
0 2 4 0 0 2 4 0
= det 00 2 2 |=det 002 2 |~7%
00 2 3 00 0 1

hvor vi i hvert trin kun har benyttet regel (3). Forst 73 — r3+3-r1, dernaest r3 — r3—r2
og til slut r4 — r4 — r3. Nu er matricen blevet en gvre trekantsmatrix, som vi kender
determinanten af. *

Eksempel 2
I eksempel 5 pa side 85 pastulerede vi at sgjlerne i matricen
2 0 1
A= -1 1 0
0 3 2

var linesert uafhaengige og A derfor invertibel. Det kan vi jo nu ogsa vise ved at se om
detA # 0. Udvikles determinanten fx efter forste rackke bliver

detA=2-(1-2-3-0)=0-((=1)-2=0-0)+1-((-1)-3-0-1)=4—3=1£0

Bruger vi raekkeoperationer, bliver beregningerne

2 0 1 2 0 1 2 0 1
detA=det| =1 1 0 | =det| 0 1 1 |=det| 0 1 % =1#0.
03 2 03 2 00 3

Forst bliver 72 +— r2 4 % -1l og sa r3 — r3 — 3 - r2. Begge beregninger bekraefter, at A
er invertibel. *
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9 Basisskift

Flere gange i det foregaende har vi strejfet det forhold at en linezer afbildning har forskel-
lige matrixfremstillinger i forskellige baser. I dette kapitel vil vi foretage en systematisk
undersggelse af spgrgsmalet. Vores interesse for sagen skyldes, at der i forbindelse med
en linesere afbildning ofte er ‘naturlige’ baser som er forskellige fra baserne bestaende
af grundvektorerne. For at fa en fornemmelse af hvad der er pa feerde laegger vi ud med
et eksempel, fgr vi gar til den generelle situation.

Eksempel 1

I R? forestiller vi os givet basen b; = (1,2), by = (—1,1), og i R? basen ¢; = (2,0, —1),
¢ =(1,1,1), ¢5 = (0, —2,2) - I ma selv ckecke om der virkelig er tale om baser i de to

rum. En linezer afbildning F : R? — R? er givet ved dens billeder af den valgte basis i
R?:

F(by) = 3¢; + 2¢3, F(by) = —¢; + 2¢5 — 3cs.

Det betyder at F’s matrixfremstilleng i disse baser er

3 -1
T = 0 2 |
2 =3

hvor & er z’s koordinater i b-basen for R?, mens 7 er billedvektorens - F' (z)’s - koordi-
nater i c-basen i R3. Sa vidt s& godt.

Nu skifter vi baser i bade R? og R3. Vi forestiller os at vi gdr over til den nye ba-
sis b] = (2,0), by = (—3,2) i R?, mens vi skifter til basen ¢| = (1,2,0), ¢, = (3,0,1),
cs = (0,0,-2) i R3.

For at undersgge hvordan basisskiftet foregar i hvert af de to rum ser vi forst pa R2.
Med z betegnes en vilkarlig vektor i R%. I den oprindelige basis har den koordinaterne

(&1, &2):
T = &1by + &by,

mens den i den nye basis har koordinatrene (£7,&5):
z = &by + by

Hvordan haenger nu é-erne og &’-erne sammen? Ja, det kan vi besvare ved at udnytte,
at de nye basisvektorer kan fremstilles i den gamle basis som:
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2 4 1 8
bll = 391 - gbza og blz = —591 + gbg

[Obs! Koefficienterne heri findes ved at lgse ligningerne
by = aib; + Biby, og by = by + fabs.
eller med vektorernes koordinater (i grundvektorbasen!!) indsat
(2,0) = a1(1,2) + Bi(=1,1), og (—3,2) = as(1,2) + Ba(—1,1).
i a1, s, 31 og B2.] Vi indsatter det nu i fremstillingen af x i b’-basen, hvor vi far

2 4 18 2 1 1, 8,
z= fi(g gbz) + 52(—591 + gbz) = (551 - 552)91 + (—§§1 + 552)91

Dette er nu en fremstilling af x i b-basen. Sammenholdes den med den oprindelige
fremstilling af x i denne basis, ma der galde - da der kun findes én sadan fremstilling -
at

by —

2 1 4 8
§1 = ggi - gfé, & = —gfi + gféa

eller pa matrixform

(&)-(1 1) (E)-E)
52 -3 3 fé fé ’
hvor S blot er en kort betegelse for matricen. Bogstavet S star for ’skift’. Denne matrix,

der er invertibel - dens determinant er % # 0 - angiver hvordan overgangen til en ny
basis forplanter sig til et skift i koordinater for en given vektor:

() -5(&)

I matrixligningen udtrykkes de gamle koordinater ved hjelp af de nye. Da nu S er
invertibel kan de nye koordinater lige sa godt udtrykkes ved hjlp af de gamle:

53) -1 <§1)

=5 .

<§é &2

Derefter gar vi frem pa helt analog made i R3. Vi ser pa y, en helt tilfeeldig vektor

i R3, med koordinaterne (71, 72,73) i den gamle basis, c-basen, og med koordinaterne
(71,74, 75) 1 den nye basis, ¢’-basen:

INGNIIN)
Joceo| =

/o ] 0
Y =TiC + TeCy +T3C3, 08 Y = T1C] + Toly + T3C3.

Eftersom
1 1 2 4 2
a =0 +1e - 56, a=la+tletge, 6=r0- o o
[Prov igen selv pa samme méade som for!], bliver
1 1 2 4 2
y=71(0c; + 1cy — 523) + 75(1ey + 1ey + 523) + Té(ggl TFGe T 593)

2 4 1 1 2
= (07 + 1 + =73)ey + (I + 175 = £7)ep + (=571 + 572 = £7T5)Cs.

Ved at sammenholde dette med y’s oprindelige fremstilling i c-basen finder vi
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51 0 1 % T T
| = 1 1 ~3 =T\

1 1 / /
73 2 2 75 T3 T3

Igen var resultatet af anstrengelserne en overszettelse af basisskiftet i R til en angivelse
af, at de gamle koordinater er lig T' gange de nye koordinater - altsa en sammenhzeng
af samme art som i R?. Atter er koordinatskiftematricen - her T - invertibel, da dens
determinant er g # 0. De nye koordinater udtrykt ved de gamle er 7/ = T~ 17.

Ved hjeelp af koordinatskiftematricerne i de to rum kan vi nu angive F’s matrixfrem-
stilling i de nye baser. Vi havde jo i de oprindelige baser

3 -1
T = 0 2 |é&.
2 -3
Her skal vi blot indsaette
r=Tr og £=5¢,
hvilket giver
3 -1
T = 0 2 S§'.
2 -3

Multipliceres denne identitet pa begge sider fra venstre med T~ !, fremkommer F’s
matrix-fremstilling i de nye baser:

3 -1
=T 0 2 |5¢,
2 =3
der ved indszettelse af T~! og S giver
0 % —1 3 -1 s
N IR I I B
- 8 $ 3 -3 3/
& "1z & 2 -3 L
_ 20
3

lgelslE

ol

I virkeligheden er det mere besveerligt at gennemfgre betragtningerne som dem i ek-
semplet med konkrete tal - I skal ikke tro at det har veeret morsomme udregninger -
fordi de beerende ideer camoufleres af talgymnastikken. Om lidt skal I se, hvordan man
griber sagen an i den generelle situation, men lad os lige lidt skematisk (figur 9.1) se
hvad vi har gjort i eksemplet.

@verst pa figuren er afbildningen F' repraesenteret ved sin matrix A i forhold til de to
gamle baser - b- og c-baserne, mens F nederste er repraesenteret ved sin matrix A’ i
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Ee Ri 1 »R’}5 1

2 >
& e Ry »Rl> T

Figur 9.1 En skematisk afbildning.

forhold til de to nye baser - b’- og ¢’-baserne. Vi har i regnerierne fastlagt basisskifte-
matricerne S og T, der afbilder henholdsvis §’ pa § og 7' pa 7. Af skemaet kan vi sa
aflaese, at man kan komme fra §’ € R til T € R2 pa to forskellelige mader - enten

med A’ eller med T~ AS. Dette skema vil vi komme tilbage til senere, men nu til den
generelle situation.

Lad os ga ud fra at der i R™ er givet en basis by,0s,...,b,. Den kalder vi den ’gamle’

basis, og enhver vektor x € R™ har en entydigt bestemt koordinatfremstilling i denne
basis:

X = §1b1 +§2b2 +-~-+§nbn~

Derefter forestiller vi os indfgrt en 'ny’ basis i R" - Q'I,QIQ, ... ,b/n, og i forhold til denne
har z koordinatfremstillingen

z =l + &b+ G
De nye basisvektorer er alle linearkombination af de gamle:

bll = 5110y + S21by + ... + Sp1b,,
by = s12by + S22by + ... + Sp2b,,,

Q;l - Slnbl + sZnQQ +...+ Snnbn'

De indszettes nu i 2’s b'-fremstilling:
z = &1(s11b; + S21by + ... + Sn1by,)
+ &5(s12by + S22y + ... + Sp2by,)

+ g;L(slnbl + S2an +...+ Snnbn)a
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som ved omordning efter b-erne bliver til

= (s11&] + s1285 + ... + 5128, )by
+ (521§£ + 5226& +...+ 527L€':L)b2

+ ($n1&0 + sn28h + -+ 500 &) )by

Sammenholdes dette med z’s oprindelige fremstilling i b-basen, kan vi slutte at

&1 51181 + 51285 + ..+ 5108, S$11 S12 ... Sin &l
&2 52181 + 82285 + ... + 520§, 821 S22 ... Sa2p &
gn Snlgi + 5n2§é +...+ Snné.;q Snl  Sn2 oo Snn 5;

Hermed har vi opnaet at forbinde de gamle og nye koordinater i R™ ved hjeelp af
koordinatskiftematricen S:

£=5¢.
Matricen S er matrix for en linezer afbildning af R™ ind i sig selv. Sadan som S er
dannet bestar den j’te sgjle i S af koordinaterne til den j’te 'nye’ basisvektor - Q;- -
udtryk i den ’gamle’ basis. Det betyder, at S er matricen for den linesere afbildning af

R™ ind i sig selv - forsynet med den oprindelige basis - der afbilder den gamle basis pa
den nye.

Matricen er snvertibel. Er A8’ =0, er £ = 0, dvs koordinaterne i b-basen for 0. Saettet &
er sa koordinaterne for 0 i den nye basis, men da nulvektoren har de samme koordinater
i alle baser, er £’ = 0. Dette viser, at S er matrix for en injektiv afbildning af R ind
i sig selv. Denne afbildning er sa bijektiv, og dermed er S invertibel. Ethvert basisskift
er altsa en bijektiv lineer afbildning af talrummet ind i sig selv. Denne afbildning er
faktisk den identiske afbildning I,, som afbilder ethvert punkt x i R™ pa sig selv, dvs

I,(z) =z for alle z € R™.

z er blot reprassenteret ved to forskellige koordinatsset - ét i hver af baserne - nar vi
opskriver den til afbildningen svarende matrixligning - £ = Sé/.

Enhver invertibel nxn-matrix S er matrix for et basisskifte i R". Hvis nemlig b, b,, ..., b,
er en given basis for R™, beskriver sgjlerne i S koordinaterne i denne basis for n vektorer
by, b5, ... bl . At disse vektorer er linezert uafhaengige - og dermed en basis for R" - se

saledes. Er nemlig

0= aiby + asby + ...+ ayb,
= aq(s11b; + 8210y + ... + sp1by,)
+ ao(s12by + S22by + ... + Sn2b,,)

+ an(slnbl + SanQ + ...+ Snnbn)y
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der ved omordning after b-erne giver

0= (s1100 + 1202 + ... + S1p00)by

+ (821001 + s22009 + ...+ S2p00,) by

—+ (snlal + Sn2Q2 + ...+ snnan)bn.
Dette viser, at

0= Saq,

og da sgjlerne i S er linesert uatheengige fordi S er forudsat invertibel, ma samtlige a-er
veere 0. Dette viser, at b’-erne er linesert uafheengige.

Ud fra reesonnementerne ovenfor kan vi altsa konkludere, at de n x n-matricer S der
beskriver et basisskift i R™ er netop de invertible matricer.

Nu kan vi undersgge hvad der sker med en linezer afbildnings matrixfremstilling, hvis
der skiftes baser i begge de to rum den arbejder mellem.

Vi forestiller os givet F' : R™ — RP, hvor R"™ og RP er forsynet med givne baser. 1
forhold til disse baser har F' en matrixfremstilling bestemt ved p x n-matricen A:

T =AE

Nu skiftes baser i bade R™ og RP. Overgangen til den nye basis i R™ er beskrevet
ved € = S¢', hvor som for ¢ er koordinaterne i den nye basis. Pa tilsvarende made er
overgangen i RP til den nye basis beskrevet ved 7 = T7’. Matrixfremstillingen for F i
de nye baser fremkommer s& ved i den oprindelige fremstilling at indsette 7 udtrykt
ved 7/, og & ved &, dvs

TT' = AS¢,
hvoraf den nye matrixfremstilling skaffes ved at multiplicere med T fra venstre:
' =T tAS¢.

Dette viser at F’s matrix i de nye baser er A’ = T~1AS.

Vi kan igen (figur 9.2) give en skematisk fremstilling af ssammenhagen mellem den line-
ere afbildning og dens matrixreprassentationer. Yderst pa pilene er noteret den linesere
afbildning der er i spil, mens der inderst er angivet dens matrixrepraesentation i forhold
til de aktuelle baser. Man kan nu ved at fglge pilene finde alternative udtryk for A eller
A’. Bemaerk at hvis en lodret pil vendes, svarer det til den inverse matrix.

I det specialtilfaelde som egentlig interesserer os mest her, er n = p, dvs F afbilder R"
ind i sig selv, og det er ét og samme basisskift der foregar i ’begge’ rum. Det bevirker, at
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Figur 9.2 En skematisk afbildning.

T =S, sa at vi i dette tilfeelde far A’ = S~'AS. Desuden er bade A og A’ kvadratiske
matricer.

S1: T denne situation har bade A og A’ determinanter, og der gzelder

detA' = det(S™'AS) = detS~'det AdetS
= detSdetSdetA = det(S™' - S)detA = detE,detA
= detA.

Vi ser altsa at enhver matriz der reprasenterer F' har samme determinant. Dette viser
st determinanten er knyttet til den linezere afbildning selv og ikke blot den ’tilfeeldige’
matrix-fremstilling afbildningen matte vaere paduttet.

9.1 Egenvaerdier og egenvektorer

I et tidligere kapitel omtaltes en szerlig venligsindet slags linesere afbildninger af et tal-
rum ind i sig selv, de sakaldte proportionaliteter. De er givet ved F(z) = az for alle
z € R™. Som vi ved er ikke alle linezere afbildninger af et talrum ind i sig selv af denne
type. Alligevel kan det godt veere at en afbildning der ikke er en proportionalitet i hele
rummet kan veaere det i dele af rummet. Denne mulighed vil blive naermere undersggt i
dette afsnit. Alle de afbildninger der optraeder er linesre afbildninger F': R™ — R™.

Forste et par begreber. Vi siger at en egentlig vektor z - altsa en vektor # 0 - er en
egenvektor for F', hvis der findes en skalar A, sa at

F(z) = ).

Skalaren A kaldes den til z hgrende egenvaerdi.
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Hvis z er en egenvektor er ethvert multiplum oz ogsa en egenvektor med den sam-
me egenveerdi: F(az) = aF(z) = a(Az) = Aaz). Det betyder altsa at F' virker
som en proportionalitet pa underrummet udspeendt af z. Det forhindrer ikke at F' kan
have andre egenvektorer svarende til samme egenveerdi, som ikke er et multiplum af z.
Msaengden af alle egenvektorer hgrende til en given egenveerdi A

Ex={z | F(z) = Az}

kaldes det til A hgrende egenrum. Berettigelsen af betegnelsen 'rum’ ligger i at ethvert
egenrum er et underrum ¢ R". Er nemlig z,, x5 € E) geelder det samme for a2, +asz,,
da

Flonzy + agzy) = a1 F(z;) + aoF(z5) = a1 (Az;) + az(Azy)

= AMonzy + a2z,).

Dimensionen af egenrummet hgrende til egenveerdien A kaldes A’s geometriske multipli-
citet. Da F(z) = Az er ensbetydende med F(z) — Az =0 eller (F — AlL,)x =0, kan
vi ogsa se at egenrummet svarende til A netop er nulrummet for afbildningen F' — A\I,,,
dvs

Ex= N(F = \I,)

Som det fremgar opererer vi kun med egentlige egenvektorer. Der er jo ikke noget nyt
eller interessant i at F'(Q) = AQ for for alle A. Derimod kan 0 godt veere en egenveerdi,
nemlig hvis der findes en egentlig vektor x sa at F'(z) = 0. Dette er tydeligvis ensbety-
dende med at nulrummet for F' bestar af mere end blot nulvektoren, hvilket pa sin side
er ensbetydende med at F' ikke er injektiv.

Seetning 9.1
Egenvektorer fra forskellige egenrum, dvs svarende til forskellige egenveerdier, er lineert
uafhengige.

Bevis
Denne pastand kreaever et lille bevis. Lad A1, Ag, ..., Ax veere forskellige egenveerdier for
F'. Ssetningens pastand er sa at egenvektorerne z,, z,, ..., z; svarende til hver af disse

egenveerdier er linesert uafhsengige. Antager vi i stedet at disse vektorer er linesert af-
heengige, skal vi vise at det forer til modstrid.

Er vektorerne linezrt afhsengige findes et storste tal j, 7 < k, linezert uafthaengige
vektorer blandt dem. Vi antager at nummereringen er foretaget sadan, at det er de j
forste, 21,2y, ..., z; der er linezert uatheengige. Sa vil z; ,, tilhore span{z;, z, ..., 2;},

dvs:

Lip1 = 1y +agZy + ...+ O L,

102



hvor ikke alle a-erne er 0, da egenvektorerne er egentlige vektorer. Nu benytter vi F' pa
begge sider:

Aj+1zj = F(zj) = Floaz, + aezy + ... + a;z;)
=1 F(zy) +aaF(zy) +...+ ajF(gj)

= alx\lgl + 042)\212 + ...+ aj)\jgj.

Hvis nu Aj41 = 0 har vi at ggre med en ikke-triviel fremstilling af 0 - ikke alle a;\;

kan vaere 0, da A1, A2,...,A; er forskellige fra Aj4; = 0 og ikke alle @ er 0 - som
linearkombination af de linesert uatheengige x,,z,, . .. , ;. Dette er ikke mulgt! Hvis pa
den anden side A;j11 # 0, ville vi ved division opna

T :alix to- o+ 4o

AN A1 A1 TN
der jo giver en fremstilling af z;; som linearkombination af z;,z,, ..., z;. Denne frem-

stilling er forskellig fra den forste, da A-erne er indbyrdes forskellige, saledes at brgkerne

)\),‘1 , /\%‘2 e )\L alle er forskellige fra 1, samtidig med at ikke alle « er 0. Vi har der-
J+1 j+1 J+1

med to forskellige fremstillinger af vektoren z;.; i en basis for span{z;,z,,...,2;}.

Heller ikke dette er muligt! Modstriderne kom af antagelsen om at de betragtede egen-

vektorer var linesert athaengige. De ma derfor vaere linesert uatheengige. O

Hvordan afggr vi nu om en linezer afbildning F' : R™ — R™ har nogen egenvektor?
Hvis A er F’s matrix i grundbasen i R"™, er F givet ved F(z) = Axz. At F har en
egenvektor kommer ud pa at der findes et tal A saledes at ligningssystemet Az = Az
har en ikke-triviel lgsning x. Dette er det samme som at det homogene ligningssystem
(A — AE)z = 0 har en ikke-triviel lgsning. Det er igen ensbetydende med at matricen
A — A\FE ikke er invertibel, hvilket slutteligt er sekvivalent med at det(A — AE) = 0.
Summa summarum: A er en egenverdi for A hvis og kun hvis

det(A — \E) = 0.
Lad os lige se lidt neermere pa det(A — AE) = 0. Vi har

air — A a1 a13 : a1n
a2 az2 — A a23 : QA2n,
A—)\E) = :
det( AE) = det asy azo agz — A . a1n
an1 an2 an3 : Apn — A

Benytter man definitionen pa en determinant af en n x m-matrix, vil det vise sig at
det(A — \E) er et n'te grads polynomium i A. Vi afstar fra at bevise det her - men det
kan vises ved induktion. Dette polynomium kaldes det karakteristiske polynomium for
F, eller blot for A. Vi har altsa at F' har egenvektorer hvis og kun hvis det karakteri-
stiske polynomium for F' har reelle rgdder - og A er en egenveerdi for F' netop hvis A er
rod i det karakteristiske polynomium. Antallet af gange A er rod i det karakteristiske
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polynomium kaldes \’s algebraiske multiplicitet. Eftersom, et n’te grads polynomium
hgjst har n reelle rodder, har F hgjst n egenverdier. Dette stemmer ogsa overens med at
egenvektorerne hgrende til forskellige egenveerdier er linesert uafhengige - sammenholdt
med at dimR" = n.

Hvis X er en egenveerdi for F' er de tilhgrende egenvektorer bestemt som lgsningerne til
ligningssystemet

(A= AE)z = 0.

Eksempel 2
Lad F : R? — R? vaere givet ved

Sa er det karakteristiske polynomium

21 -2\ L
det<_3 1_)\)_(2/\)(1)\)6_/\ —3\—4.

Det har rgdderne A = 4 og A = —1, sa F har egenveerdierne 4 og —1.

For at finde de tilhgrende egenvektorer skal vi lgse ligningssystemerne

2-4 -2\ __, 241 -2\ _,
3 1-4)E72 ©8 3 14+1)ET®

der har lgsningerne henholdsvis

() ()

for reelle t og u. Det betyder at ( 71

er en basis for egenrummet £_;. I de to egenrum virker F' som en proportionalitet - i
FE, med proportionalitetsfaktoren 4 og i £_; med proportionalitetsfaktoren —1. Egen-
vektorer fra de to rum er - ifglge de generelle overvejelser ovenfor - linesert uathaengige.

Veelger vi
1 2

udger de en ny basis for R?. Eftersom F(a1b] + agby) = a14b] + ag(—1)by, har F i
denne basis matricen

4 0

0 -1
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Det fremgar altsa at vi ved at overga til en 'naturlig’ basis for F' - nemlig dens propor-
tionalitetsretninger - giver F' en meget mere handterlig matrixfremstiulling. *

Eksempel 3
Afbildningen F : R? — R?, defineret ved

F(I)(i _} )x,

har det karakteristiske polynomium (2 — A)(1 — A) + 3 = A2 — 3\ + 5, der har diskri-
minanten —11, og derfor har polynomiet ingen reelle rgdder. F' har altsa ingen reelle
egenveerdier og ingen egenvektorer. Der er saledes ingen retninger hvor F' virker som en
proportionalitet. *

Dette var altsa et eksempel pa en lineser afbildning der ikke har nogen egenvektorer. 1
modsaetning hertil star proportionaliteterne, F'(z) = Az, der har har alle vektorer som
egenvektorer svarende til én og samme egenveerdi, A. Det naeste eksempel giver et nyt
indblik i hvad der kan ske.

Eksempel 4
Afbildningen F : R? — R? givet ved
1 2 2
Fla)=Az=[2 1 2|z
2 21
har det karakteristiske polynomium
1-A 2 2
2 1-X 2 | =-XM+3\2+9+5
2 2 1—A

(udfgr selv mellemregningerne). For at ggre det lettere at finde rodderne ggr vi den
observation, at enhver vektor af formen z = (z, z, x) er egenvektor for F, da F(z, z,z) =
5(x, x, z). Den tilsvarende egenveerdi er altsa A = 5, som altsa er rod i det karakteristiske
polynomium. Det betyder at faktoren (A —5) kan ’saettes uden for’ i det karakteristiske
polynomium ved brug af polynomiers division. Derved finder vi —A% +3X2 + 9\ +5 =
(A=5)(=A2—=2X—1) = —(A—5)(A+1)?, sddan at F ogsa har egenveerdien A = —1 med
algebraisk multiplicitet 2. Nu skal vi finde egenvektorerne svarende til de to egenveaerdier
- vi har allerede fundet nogle svarende til A = 5, men der kunne maske veaere flere? Vi
skal lgse ligningssystemerne

—4 2 2 2 2 2
2 —4 2 |z=0 og 2 2 2 Jz=0.
2 2 —4 2 2 2

Ved lgsning af disse systemer viser det sig at egenrummene bliver
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Es = span{(1,1,1)} og E_; = span{(-1,1,0);((—-1,0,1)}.

Det sidste viser, at den geometriske multiplicitet af A = —1 er 2 - lige som den alge-
braiske multiplicitet. Kalder vi b} = (1,1,1), by = (=1,1,0) og b3 = (—1,0,1) har vi
gjensynligt at gore med en basis af egenvektorer for R®. Har z i denne basis koordina-
terne (x}, 5, %), altsd x = )b + xbby + x4b5, er
F(z) = F(ab) + 25b + x5b5)
=2\ F(b)) + 25 F (b5) + 23 F ()
= @ 5b) + @5 (—1)by + x5 (—1)bs,

hvilket viser at F' i egenvektorbasen har matricen

5 0 0
A=|0 -1 0
0 0 -1

Overgangen x = Sz’ fra den oprindelige basis af grundvektorer til den nye basis af
egenvektorer sker ved hjelp af koordinatskiftematricen

1 -1 -1
S=11 1 0
1 0 1

Laeg meerke til at den forste sgjle i S er egenvektoren for egenveerdien A = 5, mens de
to naeste sgjler er linesert uafhengige egenvektorer for egenveerdien A = —1. Dette er
ikke nogen tilfeeldighed, jfr det folgende. *

Ovelse: Underspg hvad der vil ske med A" hvis S i eksempel 3 far ommgbleret egen-
vektorerne i en anden rakkefolge eller af andre egenvektorer for den samme egenveerdi. e

I betragtningerne om egenvektorer og egenveaerdier er vi gaet ud fra en linezer afbildning
F med en matrix A i en givet basis. Hvad nu hvis vi i stedet havde F' givet ved dens
matrix-fremstilling i en anden basis, sadan at matricen havde veeret en anden, B? Finder
vi sa andre egenvektorer og egenveerdier? Pa forhold méa svaret naturligvis veere: Nej!
Egenvektorer og egenveerdier knytter sig til selve afbildningen og ikke til en ’tilfzeldig’
basis, den matte vaere givet i. Men sa ma dette forhold afspejles i matrixregneriet.
Det gor det ogsa; er T et vilkarligt basisskifte i R™ - ikke ngdvendigvis ét der har
med egenvektorer at ggre - findes en matrix B = T~ AT, og om det karakteristiske
polynomium for B galder:

det(B — \E) = det(T ' AT — \E) = det(T"'AT — \T~'T)
=det(T™'AT — T H(\E)T) = det(T~'(A — \E)T)
= detT~'det(A — A\E)detT = det(A — \E)detT ™ detT
= det(A — \E).

Resultatet viser at F' har det samme karakteristiske polynomium i enhver basis. Egen-
veerdierne bestemmes altsa lige sa vel af den ene matrixfremstilling for ' som den anden.
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Gennem de tre eksempler har vi set at det nu og da er muligt at skifte til en basis af
egenvektorer for en given linezer afbildning. Derved fik F' en seerligt simpel matrixfrem-
stilling - nemlig en diagonalmatrix - hvor diagonalen var mgbleret af egenveerdierne for
afbildningen. I andre tilfselde havde den betragtede afbildning ingen egenvektorer og
egenveerdier, og ingen diagonalmatrixfremstilling bad sig til. Vi vil nu afslutte kapitlet
med en kort omtale af dette spgrgsmal i almindelighed.

Vi siger, at en linezer afbildning F' : R™ — R"™ kan diagonaliseres, hvis der findes en basis
for R", hvori F' kan fremstilles ved en diagonalmatrix. Fgrst og fremmest konstaterer
vi, at hvis F' kan diagonaliseres findes en basis for R™ bestaende af egenvektorer. Lad
nemlig F' have matricen

A O 0 0
0 X 0O = 0
0 0 X3 : 0]
0 0 0 N\

i basen by, by, ...,b,. Sa er billedet af b - der jo har koordinaterne (1,0, ...,0) i denne
basis - lig A1}, dvs en egenvektor hgrende til egenveerdien A;. P4 tilsvarende made er
by, ..., bl egenvektorer for henholdsvis Mg, ..., \,. Det viser si, at b'-erne simpelthen
er en basis af egenvektorer.

Hvis omvendt F' : R™ — R™ har et set af egenvektorer der udgor en basis for R™,
kan F diagonaliseres. by, b5, ...,bl, er nu en basis for R" af egenvektorer for F' med
tilhgrende egenveerdier Aq, Aa,..., A\, - hvor A-erne kan vaere forskellige eller nogle af
dem ens, som det falder. Har vektoren x i denne basis koordinatfremstillingen z =
2hby + 2oty + ... +apby,, geelder
F(z) = F(21by + 2505 + ...+ apby) = 21 F(0) + 25 F () + ... + 27, F(b,)
DD+ hNobl + ..+ 2l AL

Kaldes koordinaterne for F'(z) for (y1,v5,...,y,) fremgar det, at F’s matrixfremstilling
i b'-basen er

M O 0 0
Y1 : T
y/z 0 X O 0 :c’g
: = 0 0 )\3 . 0 : ’
" L ) "
0 0 0 An
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hvilket netop er en diagonalmatrixfremstilling af F. Det her beviste samler vi i en saet-
ning.

Seetning 9.2
F kan diagonaliseres hvis og kun hvis R™ har en basis af egenvektorer for F. Dette er
ensbetydende med at der findes n lineert uafhengige egenvektorer for F'.

Hvis F kan diagonaliseres, men ikke i den oprindelige basis har en diagonalmatrix, sker
overgangen til den nye basis som sadvanlig ved

z = Sz’

hvor sgjlerne i S er koordinaterne for de nye basisvektorer - altsa egenvektorerne - i den
gamle basis. Raekkefglgen af vektorerne i S bestemmer raekkefglgen af egenveerdierne i
den resulterende diagonalmatrix.

Det vil fgre for vidt i denne fremstilling at give en udtgmmende diskussion af hvilke
linesere afbildninger, eller anderledes sagt: hvilke kvadratiske matricer, der kan diago-
naliseres. Et par resultater fglger dog af den indtil nu udviklede teori:

S2: Huis F opfylder at summen af de geometriske multipliciteter for dens forskellige
egenveerdier - altsa summen af egenrummenes dimension er lig n, kan F diagonalise-
res. Da egenvektorer hgrende til forskellige egenvaerdier er linesert uafthesengige, findes i
denne situation n linesert uafheengige egenvektorer for F'. I kraft af deres antal udger
de en basis for R", og F kan diagonaliseres.

Dette udsagn har imidlertid et vigtigt specialtilfeelde:

S2’: Huvis F har n forskellige egenverdier kan F diagonaliseres. Da egenvektorerne
hgrende til de n forskellige egenveerdier er linesert uathsengige, udgegr de en basis for
R™, og dermed kan F' diagonaliseres.

S53:  En symmetrisk matrix er en kvadratisk matrix der er lig sin transponerede -
dvs elementet pa enhver plads (i, 7) er lig elementet pa plads (j,4). Enhver symmetrisk
matriz kan diagonaliseres. I naeste kapitel skal vi vende tilbage til symmetriske matricer.

Vi slutter diskussionen med et eksempel der viser eksistensen af afbildninger der nok
har egenvektorer, men alligevel ikke kan diagonaliseres.

Eksempel 5

Hvis F : R? — R? i grundbasen er givet ved en matrix af formen
a 1
0 a)’
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er det klart at det karakteristiske polynomium er (a — \)?, der jo har A = a som
dobbeltrod. F' har altsa kun den ene egenveerdi a. De tilhgrende egenvektorer - F’s
eneste - er lgsningerne til ligningssystemet

der gjensynligt er x =1 (1 , t € R. Det er altsé ikke muligt at skaffe en basis for R?

)
bestaende af egenvektorer for F.

A
a(xbxz)/ , F(x1.,%5)
/
/
(x1,%2) /
1,42
(Orx2) =g
\ o
s
\ 4 _
(x2,0)

Figur 9.3 Afbildning svarende til eks. 5.

Vi kan forsta F’s adfeerd geometrisk. Der geelder jo, at F(x1,22) = (az1 + z2,ax2) =
a(x1,xa) + (22,0). Det viser - jfr figur 9.3 - at F' afbilder en vektor pa et multiplum af
den plus vektoren (z,0), der gdelaegger proportionalitetsbilledet. Kun for vektorer pa
x1-aksen bliver denne vektor 0. *
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10 Talrummet C"

I dette kapitel skal vi se hvordan man ved at udvide synsfeltet til komplekse vektorrum
- hvis vi altsa ma - bliver i stand at diagonalisere langt flere lineaere afbildninger. Lad
os motivere arbejdet med et eksempel.

Eksempel 1

Safremt vi vil diagonalisere en linezer afbildning der er givet ved matricen

1 -1
()
far vi det karakteristiske polynomium det(A — AE) = (1 —\)? + 1. Ligningen 22 +1 = 0
kan vi imidlertid ikke lgse inden for de reelle tal, men ligningen vil som bekendt have

de to komplekse Igsninger ¢ og —i. Derfor vil der til A kunne findes to komplekse
egenverdier

)\1:1+Z og )\2:172.,

hvor Ao = A;. P4 seedvanligvis finder vi de til A\; hgrende egenvektorer af

(A)\lE)x(l_(l—H') 1 )

1 1-(144))2=Y

der giver ligningerne —iz; — x2 = 0 og 1 — ixy = 0. Derfor finder vi at en egenvektor

svarende til egenveerdien A\ er v; = . Pa samme made finder vi at en egenvektor

)
1

svarende til Ao bliver v, = (_12) =7;. *

Vi har nu set mulighederne ved at arbejde inden for komplekse talrum, og en naturlig
made at definere et vektorrum med komplekse koordinater vil veere
C"={z=(z1,22,...,2n) | 1 €C,...,2, € C}.

Vi kan ogsa pa C™ definere en addition og en (kompleks) skalarmultiplikation der
modsvarer de operationer vi definerede for de reelle talrum, nemlig:

z+w= (21 +wi, 2 +wa...,2, +w,) foralle zweC"

Az = (Az1,Az2,...,Az,) foralle zeC" AeC.

111



De otte grundleeggende regneregler (1) - (8), der gaelder i de reelle talrum, kan vi uden
videre vise ogsa geelder i C". Ethvert komplekst tal z; = a; + ib;, hvor a;,b; € R
er fastlag ved sin realdel og sin imagineerdel, der begge er reelle tal som opfylder de
otte regneregler. Derfor vil de komplekse koordinater opfylde regnereglerne og ligesa
elementerne i C™.

Qvelse 1: Eftervis at regnereglen G(z + w) = Bz + Pw geelder for alle z,w € C™ og
seC.e

Alle de definitioner vi har indfgrt i denne bog kan umiddelbart udvides til komplekse
talrum, og da de otte regneregler nu ogsa geelder for C™, vil de seetninger vi har bevist
indtil nu ogsa gaelde i C™. 1 komplekse talrum kan vi altsa med sindsro tale om og
arbejde med underrum, basis, dimension, egenverdier, egenvektorer osv.

Ovelse 2a: Betragt C™ med den valgte addition og (den komplekse) skalarmultiplika-
tion. Hvad bliver dimensionen af C"?7 e

Dvelse 2b: Man kan veelge at skalarmultiplikationen pa C™ kun skal arbejde med reelle
skalarer; hvordan vil det pavirke dimensionen af C"? e

Eksempel 1 (fortsat)

Vi viste i sidste kapitel at egenvektorer svarende til forskellige egenvaerdier er linesert
uafhaengige. Denne sztning geelder nu ogsé for fx C2, og vektorerne v, og v, kan derfor
veelges som en basis i C? af egenvektorer for den linezere afbildning - givet ved A. Den
til afbildningen svarende diagonalmatrix D og basisskiftematrix S er:

_(1+i 0 (i =i
D_(o li) ©8 S_<1 1)'

Rigtigheden bekraftes ved at checke om D = S™'AS eller mere simpelt AS = SD.
Dette er korrekt, da

s T e A N
AS<1+¢ 1—i>SD'

Vi har i eksempel 1 set at savel egenvektorer som egenvaerdier for A er komplekst kon-
jugerede. Dette er dog ingenlunde tilfeeldigt - nar A er en reel matrix. Vi skal dog fgrst
praesicere et par forhold.

Lad os fgrst definere hvad vi vil forsta ved en komplekst konjugeret vektor z svarende
til z og en komplekst konjugeret matrix B svarende til B. Er

Z1 b11 b12 [N bln

22 bor  ba2 ... boy
z=1 . og B=

Zn bpi bna ... bpn
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vil vi definere at

z1 En bia ... Em

Zo _ bor b2 ... b2,
z=1 . og B=

Zn 5nl Bn2 o Enn

Endvidere kan vi af regnereglen for komplekse tal - Zw = Zw - umiddelbart fa, at
Bv = Bw. Tillige kan vi af udsagnet - Z = z hvis og kun hvis z € R - slutte:

Z=znetopndr z € R* og B = B netop nar B er en reel matrix.

@Ovelse 3: Eftervis at regnereglen Bv = BT gaelder. o

Lad os nu vende tilbage sammenhangen mellem komplekse egenvaerdier og egenvektorer
for reelle matricer. Vi betragter en reel matrix A som fx i eksempel 1; den vil have det
karakteristiske polynomium det(A — AE), og dette polynomium vil ogsa veere reelt.
Ethvert reelt polynomium kan faktoriseres i et produkt af forstegrads og andengrads
polynomier - dette er en korrekt pastand, som vi ikke viser. Rgdderne for et vilkarligt
andengrads polynomium findes ved at lgse en ligning af formen

A2 —pA+q=0.

Safremt diskreminanten d = p? — 4¢ < 0 vil andengrads polynomiet have to komplekse
rgdder
V—d

T A _P_
)\1—2+Z B og )\2 B

i\/—d
2 )

dvs at Ay = \q - ligesom i eksempel 1.

Vi antager tillige at v er egenvektor svarende til Ay, dvs Av = Ajv. Hvis vi konju-
gerer denne ligning fremkommer folgende

Av=X v & Av=\T & AU = \7,

da A er en reel matrix og Ao = 1. Vi kan nu slutte at vektoren T vil veere egenvektor
for A svarende til egenveerdien \o. Da ethvert egenrum er et underrum, vil ogsa enhver
vektor proportional med v vaere egenvektor for Ao. Vi har altsa gjort folgende iagttagelse.

S1: Safremt en reel matriz har komplekse egenverdier vil disse optrede i par af kom-
plekst konjugerede egenveerdier, og de tilhgrende egenvektorer kan tilsvarende velges
komplekst konjugerede.

Eksempel 2

Vi skal nu diagonalisere den linesere afbildning F : C3 — C3 givet ved matricen
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-2 -2 -9
B=| -1 1 -3
1 1 4

Vi finder pa ssedvanlig vis det karakteristiske polynomium
det(B—AE) = A3 +3)\2 =4\ +2= (1 = \)(\2 —2)\ +2),

der har de tre egenveerdier \;y = 1, Ao = 1+ 14 og A3 = 1 — i. Egenvektorerne svarende
til £x A9 finder vi nu ved Gauss-elimination pa matricen B — (1 +4)E:

-3—-i -2 =9 -1 —i =3 -1 —i -3
-1 - =3 | — 1 1 3—4]— 10 1—1 -1 | —
1 1 3—1 -3—-i -2 =9 0 —3-—-3¢ 3

-1 —i =3

0 1—-4 —i

0 0 0
(Prov selv at ga disse beregninger efter). Veelger vi fx 23 = 2 bliver zo = —1+1i og x1 =

-5+t
—5 + 4. Dermed er egenrummet svarende til A2 udspeendt af vektoren vy = | =141 |,
2
7 —5—1
og derfor er egenrummet svarende til A3 = A\ fastlagt af v, = | =1 — ¢
2
3
Vis selv at en egenvektor svarende til Ay vil veere v; = | 0
-1
Nu er diagonalmatricen D og basisskiftematricen S
1 0 0 3 —5+1 —5—1
D=0 1414 0 og S=|0 —-2+4i —-2—4].*
0 0 1—14 1 2 2

Dvelse 4: Godtger at matricerne i eksempel 2 opfylder BS = SD. e

10.1 Indre produkt

Inden vi fortseetter med at undersgge egenveerdier og egenvektorer svarende til linezere
afbildninger skal vi indfgrer begrebet indre produkt.

Et indre produkt pa et reelt (komplekst) vektorrum V' er en funktion der til ethvert
vektorpar u,v € V tilordner et reelt (komplekst) tal (u,v), der opfylder:

(1) (u,u)>0hvisu#0
(2)  (v,u) = (u,v) (dvs kompleks konjugering hvis V er komplekst)
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4) (u+w,v) = (u,v)+ (w,v)

Pa de reelle talrum kan det veere naturligt at veelge et indre produkt der er en gene-
ralisation af ’prikproduktet’ for vektorer i rummet. Der findes dog mange andre indre
produkter, se opgaverne. Er u,v € R™ kan vi vise at

T

(W, v) =u" v = U1V + U2v2 + ... + UV,

er et indre produkt pa R™. Pa det komplekse talrum C™ kan vi tilsvarende definere et
indre produkt ved

T

(z,w) = 2" W= 21W1 + 22W2 + ... + 2, W

I denne definition er vi ngdt til at konjugere den ene vektor, da det indre produkt skal
opfylde betingelse (1), at (u,u) > 0 (dvs reel og positiv). Det sikres netop da

(z,2) =2TZ2=2Z1+ 20Z2 + ...+ 230 = |21)> + 22> + ...+ |22]> >0 nér 2#0

Qvelse 5: Eftervis at de to pastulerede indre produkter ogsa rent faktisk vil opfylde de
fire regneregler (1) - (4) for indre produkt. Vis tillige at vi i C™ ud fra reglerne (1) - (4)
kan vise at

(u, Bv) = Blu,v). o

B1: Som det sikkert erindres vil to egentlige vektorer i rummet veere ortogonale hvis
og kun hvis deres prikprodukt er 0. Der er derfor nzerliggende at definere at to egentlige
vektorer u,v € V er ortogonale netop nar (u,v) = 0.

Vi har set hvordan det forholder sig med egenveerdier og egenvektorer for reelle matri-
cer. For en reel, kvadratisk matrix A har vi tidligere defineret den transponerede matrix
- AT For en matrix B med komplekse elementer definerer vi tilsvarende den adjunge-

—T
rede matrix - B* = B" - dvs den konjugerede og transponerede matrix af B.
Reelle matricer kan ogsa veere symmetriske - dvs AT = A. Det tilsvarende begreb

for komplekse matricer er at en matrix er selvadjungeret (eller hermitisk), hvilket be-
tyder B* = B.

Qvelse 6: Vis at matricen

-1 T 2—1
—1 2 43
241 —4 0

vil veere selvadjungeret. o

Ovelse 7: Vis at enhver selvadjungeret matrix B vil have reelle diagonalelementer -
bj; = bj;, samt at symmetriske elementer vil vaere komplekse konjugerede - by; = bjy. @
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S2: Hvis vi antager at en matrix A er selvadjungeret - dvs A* = A - skal vi vise at alle
egenveerdier for A er reelle.

Vi betragter talrummet C™ forsynet med det indre produkt (z,w) = 2w og anta-

ger at A\ er en egenveerdi for A med den tilhgrende egenvektor v - dvs Av = A\v. Da far
vi ved at konjugere denne identitet, at

Av=> v & A=)y,
dvs, at X er egenvaerdi for matricen A med den tilhgrende egenvektor . Da

2TW = 211 + 29Wo + ... + 2,W, = WL 2

far vi tilsvarende at
(Av)"T = 7" (Av).
Vi kan nu vise pastanden ved fglgende omskrivninger:
Av'D) = ()T = (Av)"2 =" (Av) =17 Av
=7 A*v = (Av)Tv = Qw) v =A@ v).
(Gennemga selv disse omregninger, og begrund hvert enkelt skridt i reesonnementet).
Da vT5 =7%v > 0, kan vi slutte at A = X, og saledes vil \ veere en reel egenvaerdi.

Da udsagnet geelder for selvadjungerede matricer, vil det naturligvis ogsa geelde for
(reelle) symmetriske matricer. Men ydermere kan vi af Av = v slutte, at der inden for
C™ kan fastlaegges reelle egenvektorer svarende til de reelle egenvaedier for den symme-
triske matrix.

Vi kan tilmed vise endnu mere om egenvektorerne for selvadjungerede/symmetriske
matricer. Vi antager fortsat at A er selvadjungeret. Har matricen de to forskellige e-
genveerdier A\, p med A # p, ved vi at de tilhgrende egenvektorer v, u vil vaere linezert
uafhaengige, men vi kan vise mere. Af

Mv'm) = (\)Ta = (Av)Ta =" (Av) =7’ Av
=u" A = (Aw)"v = (pu)"v = @ v) = p' w)
far vi, at (\—p)(v?@) = 0, og da egenveerdierne er forskellige, vil der geelde at (v'u) = 0,

dvs de to egenvektiorer er ortogonale.

S8: Hermed har vi godtgjort fglgende for selvadjungerede matricer: Alle egenverdi-
er er reelle og de tilhgrende egenvektorer vil vaere indbyrdes ortogonale.

S8’: Som et specialtilfzelde heraf kan vi for reelle symmetriske matricer konkludere

at: alle egenverdier er reelle og de tilhorende egenvektorer - der jo kan velges reelle -
vil veere indbyrdes ortogonale.

Eksempel 3

Betragter vi den linegere afboldning G : C3 — C3 givet ved matricen
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2 i 2-i
B=|-i 1 o |,
244 0 1

ser vi at matricen er selvadjungeret, og vi ved at dens egenveerdier er reelle. Det karak-
teristiske polynomium er nu

det(B—AE)=(2-XN(1-X)?=51-X\)—(1-2X)
=(1=NA =3\ —4] = (=1 =N (1—=X)(4-\).

En basis for egenrummet E, finder vi af

-2 i 02—
(B=4E)wy=| —i -3 0 Jv=0
2+7 0 -3
der fx giver at
3
Uy = —1
241

Tilsvarende finder vi egenvektorer for egenrummene E_; og F; til

2 0
V= 1 og v =|-2+1
—2—1 i

Med denne egenvektorbasis far vi den til G svarende matrix D og den tilhgrende basis-
skiftematrix S

Qvelse 8: Eftervis at SD = BS. e

Ovelse 9: Udregn S*S, og giv en begrundelse for at resultatet bliver en diagonalmatrix.
Hvad beskriver diagonalelementerne? e
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11 Linesere differentialligninger

11.1 Indledning

En stor del af kapitlerne om linezer algebra har direkte eller indirekte beskaeftiget sig
med linesere ligningssystemer. I et sidant system er de ubekendte et saet af reelle (eller
komplekse) tal, som skal tilfredsstille de linesere ligningsband systemet bestar af.

Vi skal nu behandle ligninger af en anden type - de sakaldte differentialligninger - som
udger et af de matematiske emner som har stgrst betydning for matematikkens an-
vendelse i videnskabelige og praktiske anvendelser. I en enkelt differentialling er den
ubekendte en funktion. En sadan er defineret pa en delmangde af R, eventuelt hele R.

Der findes mange slags ligninger med funktioner som ubekendte uden at de af den
grund er differentialligninger, fx ligningen f? —2f 4+ 1 = 0 - hvor f er den ubekendte
funktion. Vi har fgrst at ggre med en differentialligning, hvis der er tale om band der
forbinder en funktion med en eller flere af dens afledede - fx f/ = f? —2f + 1. Hvis
der kun indgar afledede af forste orden kaldes differentialligningen - lidet overraskende
- for en 1. ordens differentialligning. Hvis den hgjeste orden af afledede der indgar
er n, kaldes differentialligningen for en n’te ordens differentialligning. Generelt er en
differentialligning af n’te orden et band af typen

F(t’f7f/""f(n))207

hvor t er den uafheengige variabel i den sggte funktion f, og hvor som saedvanlig
ff" . f( er de afledede af f til og med orden n. Bandet er opskrevet som en
funktion af hele molevitten. Et helt vildt, tilfzeldigt og uvigtigt eksempel er

2t+1
3 ; _
tf () f(t) — sin 770 — 2005 = 0.
Nogle gange ser vi i stedet for f/, f”,..., f( betegnelser som x(t), —fif, —‘f;?, A —fl:f,

eller x(t),z’(t), " (t),..., 2™ (t). Laeg maerke til at a-et star for en funktion og ikke
for den uafhzengige variabel - som altsa er ¢t. Dette sidste valg skyldes at mange, men
dog ikke alle, differentialligninger beskriver feenomenter der udvikler sig i tiden, som sa
betragtes som den uathsengige variabel. I denne fremstilling vil vi fortrinsvis benytte
den notation hvor de ubekendte funktioner betegnes med x, y, z, x1, X2 0Sv, mens
den uafhaengige variabel som nsevnt betegnes med t.
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Ved en lgsning til en differentialligning forstas ganske enkelt en funktion med tilhg-
rende definitionsmaengde, som passer i differentialligningen. Naermere bestemt skal de
lpsningsfunktioner vi interesserer os for vaere defineret pa et abent interval i R. Vi med-
regner bade intervaller af formen Ja, 0o[, | — 00, a[ samt R selv. Nar intervallet skal veere
abent, er det fordi vi skal kunne differentiere funktionen - det relevante antal gange -
i ethvert punkt af definitionsmeengden, uden at teenke pa om man mon kun kan ga til
greensen fra hgjre eller fra venstre. Bemeerk at vi kan tenke pa en differentialligning
som et seet af uendeligt mange ligninger med uendeligt mange ubekendte. Differential-
ligningen skal jo veere opfyldt for alle t i et vist interval, det giver én ligning svarende
til hvert punkt t som den ubekendte funktion skal opfylde, og den ubekendte funktion
skal have uendeligt mange verdier - én for hvert t.

Hidtil har vi kun omtalt en enkelt differentialligning. Men lige som vi i beskeeftigelsen
med saedvanlige ligninger - med tal som ubekendte - havde god grund til at studere
ligningssystemer hvor flere ubekendte bindes sammen i flere ’samtidige’ ligninger, har
vi brug for at studere differentialligningssystemer. Et differentialligningssystem bestar
af flere sammenhgrende differentialligninger i flere ubekendte funktioner. En lgsning er
sa er set af funktioner - hver defineret pa et abent interval - som tilsammen passer i
ligningerne.

Eksempel 1
Differentialligningssystemet af 1. orden,
x’(t) — ax(t)(l — M)
K
z(t) +y(t
v (1) = by - 2OV,

giver en generel model for dynamikken i to konkurrerende biologiske populationer, der
til tiden ¢ har stgrrelserne henholdsvis x(t) og y(t). Tallene a, b, K, L er konstanter. *

Eksempel 2

Et andet eksempel pa et differentialligningssystem har vi i

Oy (t) = —aCy(t) + BOs(t) +v
Ci(t) = 60, (t) — nCs(t).

Dette ligningssystem danner den sakaldte Lorenzen-model for fosforomsasetningen i en
s@. Cy(t) angiver gennemsnitskoncentrationen af fosfor i sgvandet til tiden ¢, mens Ci(t)
angiver gennemsnitskoncentrationen af fosfor i sedimentet. Stgrrelser o, 3, v, d, 7 er
positive konstanter.

Modellens forste ligning udtrykker den antagelse, at sendringen af fosforkoncentrationen
i spvandet er sammensat af tre deleendringer: (a) en vis brgkdel af sgvandets fosfor afgi-
ves til sedimentet, (b) en vis brgkdel af sedimentets fosfor friggres til sgvandet; endelig
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(c) tilfgres spvandet fra omgivelserne en konstant meengde fosfor pr tidsenhed. Model-
lens anden ligning forestiller sig, at sendringen i fosforkoncentrationen i sedimentet er
sammensat af (a) en positiv tilveekst, hidrgrende fra at en brgkdel af sgvandets fosfor
overgar til sedimentet pa genoplgselig form, og en anden brgkdel bindes permanent i
sedimentet, og (b) en negativ tilveekst der skyldes at en vis brgkdel af sedimentets fosfor
frigives til sgvandet. Jeg blev opmaerksom pa modellen, fordi den blev behandlet i et 2.
semsters projekt (Hus 02.1, 1990). *

Desveerre er det kun en forsvindende brgkdel af verdens differentialligninger man kan
lgse. Det er dog muligt af teoretisk vej at sige noget principielt og alment om lgsnings-
forholdene for en stgrre klasse af differentialligninger, end dem man kan lgse eksplicit.
Den samlede differentialligningsteori er uhyre kompliceret, mangesidet og righoldig pa
delstudier. Pa grund af emnets vigtighed ogsa for anvendelserne er teorien enorm. I
dette kursus kan vi kun bergre et lille - om end meget centralt - udsnit af emnet. Dette
udsnit falder inden for klassen af sakaldte linezre differentialligningssystemer, hvor vi
skal behandle den grundlaeggende teori, der helt hviler pa de resultater vi har opnaet
i lineser algebra. Lorenzen-modellens differentilligningssystem er et eksempel pa et sa-
dant linezert system. Na, men nu er det vist pa tide at ga til handgribeligheder.

11.2 Elementzre grundtrin. Funktionsrum

Verdens simpleste differentialligning er z'(t) = 0. Den er et eksempel pa en lineser
differentialligning - et begreb vi endnu ikke kender betydningen af. Ligningen kaldes
homogen, fordi hgjresiden i ligningen er nulfunktionen. Dens lgsninger bestar af alle
konstante funktioner defineret pa hele den reelle akse: {z: R — R | z(t) =c¢,t € R, c €
R}. En lidt mere kompliceret differentialligning har vi i 2’(t) = a(¢), hvor a er en given
reel funktion defineret pa et abent interval I. Lad os for nemheds skyld antage at a er
kontinuert. Ogsa denne differentialligning vil blive kaldt linezr, og inhomogen hvis a
ikke er nulfunktionen. Ligningens lgsninger bestar af samtlige stamfunktioner til a - de
findes fordi a er valgt kontinuert:

{x:R—>R|x(t):ftia(u)du—i—c,teR,CER}.

Her er j;to a(u) du den stamfunktion til a der i ¢y har veerdien 0. Et specialtilfael-
de har vi, hvis a er en konstant funktion. I dette tilfzelde bliver lgsningsmeengden
{r:R— R|z(t)=at+c, t € R, c € R}, idet vi har valgt ¢, = 0.

Inden vi gar over til at behandle nogle mere udfordrende problemstillinger vil vi ggre
en observation der er veesentlig for det fglgende. Observationen har allerede betydning
i forhold til de ovenstaende simple eksempler.

Vi betragter maengden af samtlige reelle funktioner defineret pa et givet interval I i R
(I mé gerne veere R)

F(I)={f | f:1— R}.
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Sadanne funktioner kan adderes pa sedvanlig made - punktvis som vi siger: Summen
af to funktioner pa I, f og g, er defineret ved (f + g)(t) = f(t) + g(t), t € I. Nulfunk-
tionen - altsa den funktion der er konstant 0 pa I - er gjensynlig neutral ved addition.
Additionen er tydeligvis kommutativ og associativ, og enhver funktion f har en modsat
funktion — f. Dette viser at addition af funktioner pa et interval I opfylder preecis de
samme betiongelser som addition i talrummene R™ og C™.

Vi kan ogsa multiplicere funktioner pa I med skalarer - dvs reelle (eller komplek-
se) tal - pa den sadvanlige made: Hvis f igen er en funktion pa I defineres Af ved
(Af)(t) = Af(t). Skalaren 1 er abentbart neutral ved denne skalarmultiplikation. I gv-
rigt opfylder skalarmultiplikationen de samme regneregler som skalarmultiplikation i
talrummene, fx A(pf) = (Au)f. Tillige virker den distributivt over for addition, idet

A+ p)f =X +ufog Mf+g) =+ Ag.

Alt i alt opfylder addition og skalarmultiplikation i F(I) de tidligere grundregler (1) -
(8) der er geeldende i talrummene. Derfor er F(I) et vektorrum. Elementerne (vektorer-
ne) i F(I) er altsa funktioner. Vektorrum der bestar af funktioner kaldes funktionsrum.
Begreberne linearkombination, udspznding, lineer uathangighed (samt naturligvis af-
hengighed), basis og dimension lader sig uden videre overfore til denne situation.

Hvis M er en mangde af funktioner pa et abent interval I - dvs M er en delmaengde
af F(I) - forstar vi ved span(M) mangden af alle linearkombinationer som kan dannes
ved hjzlp af endelig mange funktioner fra M:

span(M):{)\lf1+)\2f2++)\kfk | kGN, fl,fz,...,fk 61\/[7 /\1,)\2,...7>\k GR}

Leeg meerke til at antallet - k - af elementer i disse linearkombinationer er vilkarligt. Et
element i span(M) er altsa en funktion g, der er givet ved

g(t) = M f1(t) + Ao fo(t) + ... + N fu(t) for alle ¢ € R.

I overensstemmelse med vores tidligere sprogbrug omtaler vi span(M) som underrum-
met udspzendt af M. Det ses at underrummene i F(I) netop er de delmeengder af F(I)
som er stabile, dvs lukkede over for linearkombinering.

Et seet af funktioner f1, fo, ..., fr fra F(I) er linesert uafthaengige, netop hvis en linear-
kombination af f-erne kun kan fremstille nulfunktionen pa I hvis linearkombinationen
er triviel. Preecist sagt: Hvis

Alfl(t) + /\Qfg(t) + ...+ /\kfk(t) =0foralletel,

ma alle M-erne veere 0.

Det er veesentligt at ggre sig klart, at uanset om det geelder linearkombinering, uds-
paending, lineser uafhaengighed eller andet, angar lighedstegnene hele funktioner, altsa
samtlige funktionsveerdier pa det relevante interval I, og ikke kun veerdierne i et enkelt
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eller nogle fa punkter.

Eksempel 3
Vi skal nu undersgge om de tre funktioner fi(t) = 1, fao(t) = sint og f3(t) = cost
defineret pa intervallet I = | — 7, x| vil veere linesert uatheengige for alle t € I, dvs om

der findes («, 3,7) # (0,0,0), sa
a + Bsint + ycost = 0 for alle t € I.

Da ligningen skal veere opfyldt for alle mulige ¢, kan vi lgse ligningen mht («, 3,) for
udvalgte t-veerdier - aktuelt ¢ =0, t = § og t = —3. Vi far da
a+v=0, a+06=0 og a—p=0,

der kun vil have lgsningen (o, 3,7) = (0,0,0). Derfor vil de tre funktioner veere linesert
uafhaengige. *

En (endelig) basis for et underrum U i F(I) er et endeligt seet af funktioner, der (1)
udspaender U, og (2) er linesert uafhasengigt. Antallet af funktioner i en saddan basis
kaldes underrummets dimension. Underrummet alene bestaende af nulfunktionen har
ikke nogen basis, og den tilleegges dimensionen 0.

I talrummene fandt vi at alle underrum - inclusive talrummene selv - besidder (en-
delige) baser. Sadan er det langt fra i funktionsrummene. Der findes fx ingen endelig
basis for F(I) selv. Ingen nok sa stor samling af endelig mange funktioner fra F(I) er
righoldig nok til at frembringe enhver anden funktion fra F(I) som linearkombination
af funktioner fra samlingen. De underrum af F(I) som ikke har endelig basis kaldes
uendeligdimensionale.

Der findes en masse vigtige underrum i F(I). Et vigtigt underrum udggres af de differen-
tiable funktioner pa I, bensevnt D(I). At disse funktioner virkelig udger et underrum i
F(I) folger simpelthen af, at en linearkombination af differentiable funktioner igen er en
differentiabel funktion. Et endnu vigtigere underrum udggres af den meengde af funktio-
ner pa I, der ud over at veere differentiable ogsa opfylder at deres afledede funktion er
kontinuert. Igen er det klart at denne delmaengde er stabil over for linearkombinering.
Funktioner af denne type kaldes kort kontinuert differentiable, og underrummet besta-
ende af dem betegnes C([I). Det gaelder abenbart at C(I) er et underrum i D(I), der jo pa
den anden side er et underrum i F(I). Heller ingen af disse underrum har endelige baser.

11.3 Linezre differentialligninger af 1. orden

Ser vi pa lgsningsrummet {x : R — R | z(t) = ¢,t € R, ¢ € R} for den homoge-
ne differentialligning «’(¢¥) = 0, er det gjensynlig et underrum i C(R). Hvis vi med
1 betegner den funktion der er konstant 1 pa R har vi simpelthen at {z : R —
R | z(t) =¢,t € R, ¢c € R} = span{l}. Da elementet 1 desuden danner et linesert
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uafheengigt szt - da funktionen ikke er nulfunktionen - har vi fundet at 1 udggr en
basis for underrummet. Dette underrum er saledes 1-dimentionalt. Lgsningsrummet
{r:R—R|z(t) = ftto a(u)du+e, t € R, ¢ € R} til den inhomogene differentialligning
2'(t) = a(t) er det sideunderrum til span{l1} i C(I) der 'gar gennem’ elementet xg, givet
ved zo(t) = ftto a(u) du, hvor t € R.

De forste ikke-trivielle differentialligninger man stgder pa, generaliserer de ovennaevnte.
Ligningen z/(t) = az(t), hvor a er et reelt tal, har 2'(¢) = 0 som specialtilfeelde - nar
a = 0. Som bekendt har lgsningsmeengden til 2/(t) = ax(t) formen

{x:R— R|z(t)=ce™, t€R, c€ R}

Indskud 1

Hvis du ikke kan huske hvorfor, sa se det folgende. Allerfgrst konstaterer vi at nulfunk-
tionen pa R er en lgsning. Dernaest sgger vi de eventuelle positive lgsninger. For disse
er differentialligningen ensbetydende med ligningen % = a, men da ‘i((f)) = (Inz(t))’,
kommer dette ud pa at (Inz(t))’ = a. Dette er jo ensbetydende med at Inz(t) er en
stamfunktion til a, dvs Inx(t) = at + b for t € R, hvor b er en vilkarlig konstant. Heraf
slutter vi at z(t) = e®*? = ebet med t € R, og da e’ gennemlgber de positive reelle
tal nar b gennemlgber R, kan vi lige sa godt skrive c i stedet for e’. De sggte, positive
Igsninger har altsa formen ce®, ¢ € R, . Der vil gjensynlig tilsvarende veere de negative
lgsninger ce®, ¢ € R_. Bortset fra disse og nullgsningen - jfr figur 11.1 - findes der ikke
andre lgsninger til denne differentialligning. Er nemlig x en lgsning pa R, ma der om

funktionen w(t) = e~*x(t), t € R, geelde at
w'(t) = (e7x(t)) = —ae"z(t) + e 2/ (t) = —ae”“x(t) + e~ “ax(t) = 0,

/
§

Figur 11.1 Nogle lgsninger til z’(t) = az(t).

hvor det naestsidste lighedstegn skyldes at x er en lgsning til differentialligningen. Vo-
res udregning viser at funktionen w er en stamfunktion til 0. Der geelder derfor at
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e~ %z (t) = w(t) = ¢, hvor c er en vilkarlig reel konstant, og saledes har z den postulere-
de form. Faktisk kunne vi - bagklogt - have ngjedes med de sidste betragtninger, der jo
udpeger samtlige Igsninger. Men idéen til at inddrage w fik vi fgrst efter at have fundet
at zo, givet ved xo(t) = e, t € R er en nulpunktsfri lgsning til differentialligningen. *

Lgsningsrummet til differentialligningen 2’(t) = ax(t) er altsa
{t:R— R|ceR, x(t)=ce™, t € R} = span{xy},

hvoraf det fremgar at lgsningsrummet er et 1-dimensionalt underrum i F(R). Vi kan
ogsa skrive ligningen som z/(t) — ax(t) = 0, hvilket begrunder at vi kalder den en ho-
mogen differentialligning af 1. orden med konstante koefficienter.

Hyvis der er givet et vilkatligt 'tidspunkt’ ¢y og en vilkarlig funktionsveerdi zq, findes der
netop én lgsning x til differentialligningen, som til tidspunktet ¢y, har veerdien xzy. Vi
skal nemlig blot vaelge parameteren c, s at ce®® = xq, dvs ¢ = zge~%°. Det problem
at efterspgrge - blandt lgsningerne til en differentialligning - den/de lgsninger som til
et givet tidspunkt ¢ har en given veerdi z(, kaldes et begyndelsesvaerdiproblem. Vi har
just indset, at for en homogen 1. ordens linezer differentialligning har ethvert begyndel-
sesveerdiproblem en entydig bestemt lgsning.

En inhomogen differentialligning af 1. orden med konstante koefficienter er en ligning
af formen z'(t) — ax(t) = b, hvor bade a og b er konstanter. For at ligningen virkelig
skal veere inhomogen, ma b # 0. Lad os finde samtlige lgsninger til den. @jensynlig er
den konstante funktion z1(t) = —g, t € R én lgsning pa R. Hvis x er en anden lgsning
til ligningen, skal vi se at  + x1 er en lgsning til den tilsvarende homogene ligning, da
jo
(x+ 1) (t) = 2'(t) = az(t) + b = a(z(t) + g) = a(x + x1)(t).

Ud fra lgsningen af den homogene ligning ser vi, at x(¢) + g = ce™ t € R, eller
omformet at

b
x(t) = —— +ce™, t € R,
a

der er et sideunderrum til lgsningsrummet for den homogene, ’gaende igennem’ funk-

tionen x4 (t) = —g.

Ogsa her har ethvert begyndelsesvaerdiproblem netop én lgsning. Er nemlig tg og xg giv-
. . . _ —ato b .
ne, vil den lgsning der er givet ved at ¢ = e (o + ) lose begyndelsesveerdiproblemet.

Indskud 2

I behandling af andre problemstillinger i forbindelse med kurset kan vi fa brug for at
kunne lgse en inhomogen 1. ordens differentialling som ikke har konstante koefficienter,
aktuelt en ligning af formen
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' (t) — kx(t) = g(t),

hvor k godt nok er en konstant, men hvor g er en kontinuert funktion givet pa et interval
1. For at lgse ligningen benytter vi os af et lille trick. Enhver funktion x pa et interval
kan skrives som z(t) = y(t)e** for en passende funktion y, idet vi simpelthen kan szette
y(t) = x(t)e % t € I. Vi undersgger nu betingelsen for at x(t) (dvs = y(t)e**) er en
lpsning til den betragtede differentialligning pa I. Det kommer jo per definition ud pa
at

(y(t)ek) = ky(t)ert + g(t), dvs ' (t)eF + ky(t)er = ky(t)er + g(t), t € I.

Dette er abenbart det samme som at 3/ (t)e** = g(t), t € I, der igen er ensbetydende
med at y'(t) = g(t)e ™, t € I. Men dette sidste er et rent stamfunktionsproblem, hvis
lgsning er

¢
y(t):/t gt)e™*at+ 3, tel, BER.

Her er ¢y et vilkarligt, men fast tal i I.

Vi har altsa at lgsningerne til den inhomogene differentialligning er givet ved
t
o(t) = Hy(t) = ([ g di+B), te T pe R,
to

Begyndelsesvaerdiproblemet svarende til denne situation har en entydig bestemt lgsning
for tg € I og et vilkarligt o € R. Den fas ved at opsége den blandt stamfunktionerne
der til ’tid’ tg er 0, og saette 3 = xge Fto. *

11.4 Linexre differentialligningssystemer af 1. orden med konstante
koefficienter

Vi vil forst se pa et overmade simpelt homogent system af linesere 1. ordens differenti-
alligninger med konstante koefficienter, nemlig

hvor ay,as, ..., a, er reelle konstanter. Som det fremgar har ligningerne i virkeligheden
ingen ting med hinanden at ggre - de er helt afkoblede. Hver ligning kan lgses for sig
efter de sidste afsnit beskrevne retningslinier. Saledes finder vi

21(t) = c1e™t,  xo(t) = coe®t, .. z,(t) = cpent,
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hvor ¢y, ¢a, ..., ¢, er vilkarlige reelle konstanter, og hvor alle funktionerne er defineret
for t € R.

I det folgende vil vi ggre rede for at lgsningen af en vigtig klasse af komplicerede og
steerkt forbundne linezere 1. ordens differentialligninger kan fgres tilbage til et system
af den netop behandlede art, ved anvendelse af - ja, hvad mon? - lineser algebra! Fgrst
vil vi dog skrive det ovenstaende system pa matrixform:

al 0 0 0

’
(1) 0 a 0 ... o] ("W
Lo (t) . 0 0 as 0 L2 (t)
Zn(t) 00 0 ... ap) \=

Dette fortjener et par kommentarer. Tidligere har vi kun arbejdet med rackker og sgjler
hentet fra talrummene. Tilsvarende har vi kun opereret med produkter af matricer og
sgjler, hvor sgjlerne var dannet af tal. Der er selviglgelig intet som helst i vejen for som
specialtilfeelde heraf at betragte sgjler som er talsset af funktionsveerdier - én sgjle for
hvert ¢ i det relevante interval. Matrixoperationerne og reglerne for dem virker selv sagt
lige s& godt hvis tallene i sgjlerne tilfeeldigvis er funktionsveerdier. Hvis vi for ethvert
t betragter vektoren (x1(t),z2(t),...,x,(t)) - skrevet som rackke eller sgjle som det
nu passer os - har vi fastlagt en afbildning fra R ind i R™. Denne afbildning betegnes
(z1,22,...,2,) og kaldes gerne en vektorfunktion. Undertiden vil vi bruge den korte
notation x for vektorfunktionen (z1, s, ..., 2,) - analogt med at vi tidligere har indfert
den korte betegnelse z for talrumsvektoren (x1, s, ..., x,), nar z-erne star for tal. Det
er endvidere narliggende at benytte notationen x’ for vektorfunktionen af de afledede:
(z}, 2%, ..., 2!). Pa denne made kan vi sammenfatte det ovenstaende saledes

x' = Ax, (11.1)

hvor A er den opskrevne diagonalmatrix. (Pas pa! Du skal ikke forveksle ligningen med
et basisskifte, bare fordi der star ’ i ligningen.) Lgsningsseettet til ligningen (11.1) kan
opskrives som vektorfunktionen fastlagt ved

Clealt

C2 eagt

Cn eant

hvor ¢y, ca, ..., ¢, er vilkarlige reelle tal.

Ogsa her kan vi formulere - og besvare - et til situationen hgrende begyndelsesvzer-
diproblem: Lad der veere givet et tg € R og en vektor z, = (x1,22,...,2,) 1 R™
Bestem den/de eventuelle lgsningsfunktioner x(¢y) = z,. Det ses at ethvert sadant pro-

blem har netop én lgsning, nemlig den som er fastlagt ved at ¢; = x1e” %%, ¢y =

—azto —anto

Toe ) eeey Cp = Tpe
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Den generelle lgsning til ligningen (11.1) kan ogsa opskrives som

et 0 0
0 ezt 0
x(t) =1 . + co . 4+ ... +ep,
0 0 ednt
Det fremgar altsa, at enhver lgsningsvektorfunktion x til differentialligningen (11.1) er
en linearkombination af lgsningsvektorfunktionerne x1,xs, ..., x, givet ved
et 0 0
0 ezt 0
x1(t) = N x2(t) = : ey Xp(8) = :
0 0 ednt

Dette leegger op til et lille indskud.

Indskud 3

Lige som vi i det foregaende afsnit organiseret de reelle funktioner pa et givet interval
I som et vektorrum ved (punktvis) addition og skalarmultiplikation, kan vi organise-
re vektorfunktionerne - med n komponenter - pa I som et vektorrum med punktvis
addition og skalarmultiplikation pa hver af de n pladser. Dette er aldeles analogt til
den made hvorpa vi organiserede st af reelle tal - ved at addere og skalarmultiplicere
tallene pladsvis. Benytter vi betegnelsen F,,(I) for meengden af vektorfunktioner med
n komponenter pa intervallet I, er F, (I) altsa et vektorrum med den netop indfgrte
addition og skalarmultiplikation.

Begreber som ’linearkombination’, 'udspaending’, ’lineser (u)athaengighed’ ’basis’, di-
mension’, mm overfgres uden videre til den nye situation. Vi bemaerkede i sidste afsnit
at F(I) - der forresten er lig F;(I) - ikke har nogen endelig basis. Derfor har F,(I)
selvfplgelig heller ikke nogen endelig basis.

I fortseettelse af betegnelserne for de forskellige rum af reelle funktioner pa et interval
I, betegner vi med D, (I) underrummet af F,,(I) bestaende af de vektorfunktioner, hvis
komponentfunktioner er differentiable pa I. At der virkeligt er tale om et underrum
skyldes at linearkombination af sadanne vektorfunktioner har komponenter der er li-
nearkombination af differentiable funktioner. Ligeledes vil vi med C,(I) betegne det
underrum af D,,(I) - og dermed af F,,(I) - der udggres af de vektorfunktioner hvis
komponentfunktioner alle er kontinuert differentiable. *

De n Igsninger x1,Xo, . .., X, er linezert uathaengige. Lad os nemlig betragte en fremstil-
ling af nulfunktionen 0 som linearkombination af disse vektorfunktioner

0=oa1X1 4+ asXo + ...+ @pXn.

Dette er ensbetydende med at der for ethvert ¢ € R gaelder

128



0 et 0 0 et
0 0 g2t age®2t
= Q1 X + o . + ...t a,

o

0 0 0 eant anean,t

Eftersom de indgaende eksponentialfunktioner ikke ligefrem er konstanten 0 - de an-
tager som bekendt overhovedet ikke veerdien 0, sa chancerne er sma - ma alle a-erne
veere 0, dvs sa er x-erne lineert uafhengige. Samtidig fandt vi netop ovenfor at x-
erne udspender maengden af lgsninger til differentialligningen (11.1). Dette viser at
lgsningsmaengden er et underrum - i C,,(R), da alle komponentfunktionerne abentbart
er kontinuert differentiable - med x1, x5, ...,X, som basis. Lgsningsrummet, som vi nu
er berettiget til at kalde det, har saledes dimensionen n.

Nu er vi rede til at behandle et generelt homogent system af 1. ordens linezre differen-
tialligninger med konstante koefficienter. Derved forstar vi et system af formen

33/1 (t) = anxl(t) + a12$2(t) + ...+ alnxn(t)
$/2(t) = azll’l(t) =+ a22$2(ﬁ) + ...+ agnxn(t)

2 (t) = an121(t) + anawa(t) + ... + annrn(t),

hvor alle a-erne er konstante, og hvor ¢t € R. Efter helt samme retningslinier som for
kan vi skrive dette system pa matrixform

x = Ax,

hvor A - der gerne kaldes koefficientmatricen - her star for

aiq a12 oo Q1n
a1 a922 ... Q2p
An1 Ap2 ... GQpn

Sadanne systemer kan opsta som modeller for feenomener og problemstillinger uden for
matematikken selv, men inden vi kan begynde at arbejde med sadanne systemer, er det
nok bekvemt at foretage en matematisk behandling af et sadant system.

Ideén i behandlingen er at foretage - hvis det da er muligt - et basisskift i R™ sa at
systemet ovenfor bringes pa diagonalform. Dermed menes at det oprindelig system er-
stattes af ét pa diagonalform - som sa kan lgses som ovenfor - der til med har en brugbar
forbindelse til det oprindelige system. Vi gar til veerks som sa:

Vi ved at en matrix A kan diagonaliseres netop hvis der findes en basis for R™ bestaende
af egenvektorer for A, hvilket desveerre ikke altid er tilfaeldet. Diagonaliseringen udfgres
ved anvendelse af den matrix S, hvis sgjler er egenvektorerne for A - udtrykt i den
oprindelige basis, som vi her simpelthen veaelger som grundvektorerne i R™. I fglge den
udviklede teori opnar vi at matricen D, givet ved

129



D=S"148,

er en diagonalmatrix, hvor der i diagonalen star egenveerdierne for A i en raekkefgl-
ge der svarer til egenvektorernes raekkefglge i S. Sa kan vi udtrykke det oprindelige
differentialligningssystem ved hjglp af D og S, idet

x' = Ax = (SDS™1)x,
hvoraf fas
S™1x' = DS x.

For vi gar videre, ma vi sikre at der er mening i galskaben. Hvad er egentlig meningen
med vektorfunktionen S~'x’, osv? Jo, hvis vi har givet en vektorfunktion x defineret
pa et interval I, og en kvadratisk matrix M, er Mx en vektorfunktion, bestemt ved at

mllxl(t) + mlgxg(t) + ...+ mlnxn(t)
m21$1(t) + m22$2(t) + ...+ mgnxn(t)

Mx(t) =
Mp121 () + Mpaxa(t) + ... + Mpp2p(t)

for t € R. Her ser vi, da differentiation foregar komponentvis, at

my1xy (t) + miah(t) + ... + mypz, (¢)

ma1 2y (t) + maoxh(t) + ... + maopx, (¢
(o) = | e L Iy

Mp1 24 (8) + Mp2xh (B) + ... + mppal, (¢)
Konklusionen er, at (Mx)" = Mx’, og benyttes dette med S~! i M’s rolle, har vi altsa
at (S71x) = S71x/.

Resultatet fra for S~'x’ = DS~ !x kan altsd ydtrykkes (S~'x)’ = D(S~!x). Det viser
imidlertid, at vektorfunktionen S~'x er en lgsning til et differentialligningssystem pa
diagonalform: y' = Dy, hvis lgsninger vi allerede kender. Hvis diagonalelementerne i D,

dvs egenveerdierne i A, er A1, Ao, ..., A, - som ikke ngdvendigvis er forskellige - geelder
et
aget2?t
S—1x(t) = . ,
aetnt

hvor a-erne er vilkarlige reelle tal. Multiplikation med S fra venstre giver os lgsningerne
til det oprindelige ligningssystem:
ajett?

x(t)=8| . : (11.2)
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hvor a-erne er vilkarlige reelle tal og ¢t € R. Det ses at alle lgsningsfunktionerne har
kontinuerte afledede, dvs x € C,,(R).

Ogsa i denne situation har begyndelsesveerdiproblemet en entydigt bestemt lgsning. Er
nemlig ty € R og xg € R™ givet, kan vi bestemme a-er sa at

OéleAltO
ager2to
xo = x(tg) = S . ,
Ozne/\"to
eller
alehto
a2e/\2t0
= S_1X0,
apetnto

hvorfra vi uden videre kan bestemme a-erne pladsvis.

Dette vaesentlige resultat er forst og fremmest frembragt ved hjelp af metoderne fra
linezer algebra, men bagved det hele ligger det afggrende moment at differentiation
foregar lineert, dvs den afledede af en linearkombination af funktioner er lig samme
linearkombination af funktionernes afledede.

Lad det endnu engang veere understreget, at forudseetningerne for at denne behandling
er mulig, er at A kan diagonaliseres. Det fordrer at det karakteristiske polynomium har
'tilstreekkelig mange’ rgdder (reelle eller komplekst konjugerede) - regnet med multi-
plicitet - til at der kan findes en basis for R™ (eller C™) af egenvektorer for A. Dette
kommer ud pa at summen af egenveaerdiernes geometriske multiplicitet er lig n. Her-
til skal bemaerkes, at vi nar der er en basis for C™ af egenvektorer for A, vil der i
lpsningerne (11.2) til det oprindelige system optreede komplekse a-er foran nogle af
komponentfunktionerne. Dette vil vi se neermere pa i et par eksempler lidt senere.

Imidlertid er det ogsa muligt at lgse andre klasser af 1. ordens linezre differentiallig-
ninger med konstante koefficienter, hvor koefficientmatricen ikke giver egenveerdier med
geometrisk multiplicitet n. Vi ma dog afsta fra at give en systematisk behandling af
disse tilfzelde.

Vi foretager en omskrivning af lgsningsforskriften (11.2) sa, at

e>\1t O 0
0 etat 0
x(t) =S| . |+ax| . [+ 4| . |), teR,
0 0 ednt



og ved videre anvendelse af reglerne for matrixregning nar vi til

eMt 0 0
0 Pk 0
x(t) =S . + S . + ...t a,S . , t€R.
0 0 ernt

Dette viser, at enhver lgsning x til differentialligningen er en linearkombination af lgs-
ningerne - skrevet lidt uformelt:

eMt 0 0
0 ok 0
S 9 S . ) 9 S ’
0 0 ernt

som dermed udspender lgsningsmaengden. Disse lgsninger er ogsa lineert uafhaengige.
Antag nemlig, at nulvektorfuntionen 0 er fremstillet som linearkombination af dem, sa
at det for ethvert t € R gaclder

eMt 0 0

0 et2t 0
0=01S X + S . + ...+ a,S

0 0 etnt

Ved at sasette S uden for parentesen og atter samle de linearkombinerede sgjler til én,
finder vi at der til ethevrt ¢ geelder

apertt
a26>\2t
0=>=5 . )

et

Da S som koordinatskiftematrix er invertibel kan vi multiplicere med S~! fra venstre
pa begge sider, hvorved

ettt

et
o=5'0=| . |, teRr

et

Dette kan som fgr kun veere opfyldt hvis alle a-erne er 0, er de betragtede lgsninger
linezert uatheengige. De udggr derfor en basis for lgsningsrummet. Ogsa i dette tilfeelde
har vi derfor indset at lgsningerne til det homogene differentialligningssystem x' = Ax
udgor et n-dimensionalt underrum i C,(R).

Eksempel 4

Lad os betragte det homogene differentialligningssystem
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) (t) 1 2 2\ [x1(2)
@) =12 1 2] | z2At)
xh(t) 2 21 x3(t)

I eksempel 4 pa side 105 fandt vi egenveerdierne for koefficientmatricen til A = 5 og A =
—1 (dobbeltrod). Vi fandt ogsa at den kunne diagonaliseres af koordinatskiftematricen

1 -1 -1
S=1(1 1 0
1 0 1

Efter de netop opnaede resultater har differentialligningssystemet lgsningerne

x1(t) et a9 — age™t — qget
zo(t) | =S | age™t | = 1€ + age™t ,
x3(t) aze? 1€ + age”?

hvor ¢ € R. Kontrollér selv ved differentiation at resultatet passer.

Eksempel 5

Lad os betragte det homogene differentialligningssystem

(B) = (7 (G6)

T eksempel 1 pa side 111 fandt vi at koefficientmatricen havde de komplekse egenvaerdier
A =1+io0g A = 1—i. Vi fandt ogsa at den kan diagonaliseres af koordinatskiftematricen

i —i
5= (1 , )
Efter de opnaede resultater har differentialligningssystemet lgsningerne
xl(t) B ale(1+z‘)t _ ,L-(ale(1+z')t _ O[26(1—1')t)
(u(t)> =9 (aze(li)t = age0+0t 4 gael=it ) (11.3)
hvor t € R og hvor a-erne er komplekse tal. Dette udtryk med de komplekse tal og

funktioner bliver ret hurtigt uoverskueligt. Benyttes imidlertid et andet udtryk for den
komplekse eksponentialfuntion, da

e(atid)t — ¢at(cos(bt) + i sin(bt)),

og indsaetter vi dette udtryk i lgsningerne (11.3) - med @ = 1 og b = 1 henholdsvis
a=1o0gb=—1 - bliver
z1(t)\ _ [ie'(ai(cost + i sint) — as(cost — i sint))
xzo(t) ) — \ et(ay(cost + i sint) + az(cost — i sint))
ot (i(al — ag)cost — (g + ag)sint>

(a1 + a2)cost + i(ay — ag)sint

Veelger vi nu de to komplekse a-er som komplekst konjugerede (g = @1), fx 201 = p—igq
og 2as = p +1iq, bliver ay + as = p og i(a1 — az) = ¢, og da bliver lgsningerne
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z1(t)\ 4 [qcost —psint\ =, [—sint . ((cost
<x2(t)) = \peost + gsint) ~— P\ cost T\ sint )
Vi har nu et szt af reelle lgsningsfunktioner som udspeender Igsningsrummet, og - som

vi straks skal se - er linesert uafhaengige. Lad os derfor betragte O-funktionen fremstillet
som linearkombination af de to vektorfunktioner, dvs

_yf—sint . [ cost
0=ae <cost>+6€ (sint)’tER'

Da e! # 0(-funktionen) bliver —asint + Scost = 0 og acost + Bsint = 0, som jo gzel-
der for alle t - specielt for ¢ = 0. Dette giver = 0 og f = 0. Vi har saledes vist
at de to vektorfunktioner er linesert uafhaengige, og dermed vil lgsningerne til det op-
rindelige, homogene differentialligningssystem af to variable funktioner udspzende et
2-dimensionalt underrum i Cy(R). *

Dette eksempel viser nogle generelle traek ved de linezere 1. ordens differentialligningssy-
stemer med konstante koefficienter, hvor koefficientmatricen har reelle elementer, men
komplekse egenvaerdier. Vi kan for sadanne systemer - hvis matricen kan diagonaliseres
inden for C™ - altid finde en basis af reelle vektorfuntioner som udspzender lgsnings-
rummet. Og hvis vi kun gnsker samtlige reelle lgsninger, kan vi ngjes med alle reelle
linearkombinationer af disse vektorfunktioner.

At dette feelles track opstar skal vi finde i det faktum, at det karakteristiske polynomium
for den reelle koefficientmatrix far komplekse egenvaerdier i par af komplekst konjuge-
rede egenveerdier. Hertil kommer at de tilhgrende egenvektorer ogsa altid kan veelges
som komplekst konjugerede. Og derfor kan vi for hver af sadanne 'sammenhgrende’ saet
af egenveerdier /-vektorer foretage en omskrivning som er analog til eksempel 5 - men
ofte mere kompliceret, alene af den grund at a og b er forskellige fra 1. Vi kan vende
tilbage til denne problemstilling i naeste afsnit samt i en af projektopgaverne.

Vi er nu i stand til at 1gse en omfattende klasse af 1. ordens lineszere homogene differen-
tialligningssystemer. Hvad kan vi stille op med de tilsvarende inhomogene systemer af
formen

x' = Ax+b,

hvor b er en ikke-triviel konstant, dvs b = 01 R™? Jo, forst og fremmest kan vi konstatere,
at to vektorfunktioner x og x¢ er lgsninger til dette inhomogene system, hvis og kun
hvis deres differens er en lgsning til det tilsvarende homogene system. Da

A(x —x¢) = Ax' — Ax{ = (Ax + D) — (Axo + b) = Ax — Axg = A(x — x¢).

Betegner vi lgsningsrummet for det homogene system med Lj, og for det inhomogen med
L;p, har vi altsa fundet: Hvis xg € L;}, geelder, at x € L;p, hvis og kun hvis x —x¢ € Ly,.
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Det indeberer at hvis vi blot kender én enkelt lgsning - en partikuleer lgsning - til det
inhomogene system, fx xq, far vi samtlige lgsninger ved til den partikuleere lgsning at
leegge Igsningsrummet for det homogene system. Vi kan formulere dette som en satning.

Seetning 11.1

Losningsmangden L;, for det inhomogene differentialligningssystem x’ = Ax + b er
sideunderrummet til Ly gennem en vilkarlig partikuler lgsning xq til det inhomogene
system, dvs

L;n = Ly + xg.

Safremt der findes en konstant vektor ¢ € R"™ sa Ac = —b - det drejer sig altsa om
at lgse et seedvanligt ligningssystem - vil den konstante funktion x, givet ved x(t) = ¢
for t € R, vaere en partikuleer lgsning til det inhomogene system. Indsattes dette i det
inhomogene system far vi jo, at

X(t)=(c)=0=-b+b=Ac+b=Ax+b.

Denne mulighed indtraeffer altid hvis A er invertibel. I sa fald kan vi ved at veelge
¢ = —A71b angive en konstant, partikulezer lgsning til det inhomogene system, nemlig
vektorfunktionen givet ved x(t) = —A~1b for alle ¢ € R. Dette kan sa kombineres med
resultetet for lgsning af homogene systemer, hvor koefficientmatricen kan diagonalise-
res. Derved opstar resultatet:

Satning 11.2

Hvis matricen A er diagonaliserbar, og hvis der desuden findes en vektor ¢ sa at Ac = —b
- fx tilfeldet hvis A er invertibel - er alle lgsninger til det lineere 1. ordens differenti-
alligningssystem x' = Ax + b givet pa formen

apertto

age2to
X(t) - S . + [

ane>\7lt0
hvor a-erne er vilkarlige reelle (eller komplekse) tal, og t € R.
Dette resultat deekker ogsa det homogene tilfeelde, da vi for b = 0 genfinder det tidligere

opnaede. En konstant lgsning til et differentialligningssystem kaldes ofte en ligevaegts-
Igsning .

Eksempel 4 (fortsat)

Vi kikker nu pa det inhomogene system

) (t) 1 2 2 x1(t) 5
)| =12 1 2] x|+ |5
xh(t) 2 21 x3(t) 5



Eftersom A er invertibel, med

L3 2 2
At=o| 2 3 2,
2 2 -3

kan vi udnytte setningen ovenfor. Vi finder samtlige lgsninger til det inhomogene sy-
stem:

z1(1) et 5
za(t) | =S lage | —A7L[ 5],
z3(t) aze”" 5
hvor t € R og a1, ag, az € R. Ved indszettelse af udtrykkene for S og A~! opnés
x1(t) a1€® — age™t — age”t 1
za(t) | = a1€® + age™t —11],
x3(t) are’ + aze™? 1

med t € R og hvor aq, as, ag er reelle tal.

Det aktuelle resultat kunne imidlertid ogsa vaere opnaet pa en anden made. Hvis vi
bemeerker at det inhomogene led, dvs vektoren (5,5,5) er en egenvektor for A svarende
til egenveerdien A = 5, og da A\~ ! = % vil veere egenveerdi for A~! svarende til samme
egenvektor, vil

5 1 ) 1
_A_l 5 :—5 5 - — ]. *
) ) 1

Eksempel 5 (fortsat)

Nu betragter vi det inhomogene system

()= 67 (0) ()

Eftersom matricen er invertibel, med

1 -1\ 11 1
1 1) T 2(-1 1)

kan vi igen benytte seetningen ovenfor, og vi far at samtlige lgsninger til det inhomogene
system er:
z1(t)\ 4 (—sint ¢ (cost (1
(xg (t)) =P cost ) T\ sint 1)
med ¢t € R og hvor p, g er vilkarlige reelle tal.

Ogsa her kunne den inhomogene lgsning vaere fundet pa den anden made - selv om det
her er mindre gennemskueligt. Den inhomogene vektor er faktisk sum af de to fundne
egenvektorer for koefficientmatricen, dvs
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0 i —i
() -0)+ (1)
Néar vi derfor lader den inverse koefficientmatrix - lad os kalde den A~! - virke pa denne
sum, skal de reciprokke egenvzerdier virke pa de to egenvektorer, sa

()= () e ()= ()5 ()
= ()= (0)=0)

Den her benyttede made er i princippet brugbar i alle tilfezelde, men det forudsaetter sa
at vi skal fremstille den inhomogene vektor som linearkombination af egenvektorerne
for koefficientmatricen, hvilket ikke ngdvendigvis bliver simplere.

11.5 Par af fgrste ordens linexre differentialligninger

I mange simple anvendelser af den udviklede teori for systemer af forste ordens differen-
tiallinger optraeder ofte to koblede differentialligninger. Der kan derfor vaere en pointe i
at studere et generelt system af to linesere fgrste ordens differentialligninger pa formen

()=( ) )

hvor a, b, ¢, d er vilkarlige reelle konstanter. Koefficientmatricen for dette system beteg-
nes kort A. Det karakteristiske polynomium for dette system er (a — A)(d — A) — be =
A2 — (a+d)X + (ad — bc) med diskeminanten D = (a+ d)? — 4(ad — be) = (a — d)? + 4bc.
Lgsningsforholdene falder i tre forskellige klasser - athengigt af D’s humer (fortegn).
Vi behandler én klasse ad gangen.

1. D > 0. T dette tilfeelde er der to forskellige reelle egenveerdier - med tilhgrende
linezert uathengige egenvektorer - og derfor falder denne klasse ind under den allerede
behandlede teori. Lorenzen-modellen i eksempel 2 falder ind under dette tilfzelde.

2. D =0. Davil vi fa at (a — d)? 4 4bc = 0 eller anderledes udtrykt bc = —%(a — d)>.

Der vil saledes veere én reel dobbeltrod A = %d, og egenvektorerne for A svarende til

denne egenveerdi findes som lgsning til ligningssystemet
a— okd b u) (%54 b u) (0
c d—tt ) \v) "\ ¢ —%4)\v) \O)

(a—d)u+2bv=0 og 2cu — (a —d)v =0. (11.4)

eller

Her optraeder flere undertilfeelde.
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2a. Hvis ¢ = 0 far vi af identiteten bc = —1(a — d)?, at a = d. Hvis ogsa b = 0 vil

A faktisk veere en diagonalmatrix fra begyndelsen, og sa er vi tilbage i grundtilfeeldet.
Mere interessant er tilfseldet b # 0, hvoraf vi far at ligningssystemet (11.4) vil fa lgs-
ningerne v = 0 og u kan vaelges frit i R. Egenrummet bliver saledes éndimensionalt,
og vi kan ikke finde to linesert uathsengige egenvektorer for A. Men vi klarer os endda.
Differentialligningssystemet har nu skikkelsen

i\ (a b\ [(x1
xh ) \0 a) \x2 )’
eller skrevet ud som enkeltligninger
2y (t) = ax1(t) + bxa(t)
xh(t) = aza(t).

Her kan vi let lgse den sidste ligning, som kun omhandler x5. Vi far x2(t) = age™, t € R,
og hvor asy er et vilkarligt reelt tal. Dette kan vi nu indsaette i den fgrste differential-
ligning, som herefter kun omhandler x;

2 (t) = az1(t) + bage.

Bruger vi nu indskud 3 pa side 128 far vi fglgende lgsning til denne differentialligning

¢
x1(t) = e“t(/ bage™e™ ™ dt + ay) = e (agbt + 1), t € R.
to

Nar nu ¢ = 0, b # 0 kan vi konkludere at lgsningen til differentialligningssystemet er

21 (t) = e (bt + ay)

zo(t) = aze™,

te R, 1,9 € R.

2b. Hvis ¢ # 0, finder vi igen at egenrummet for den eneste egenveerdi A\ = a'gd er

éndimensionalt, og at det er udspsendt af vektoren

a—d
2c
- check det selv ved at lgse ligningssystemet (11.4). Ej heller denne gang kan vi diago-

nalisere A. Men erfaringerne fra tilfaeldet 2a viser at vi kan klare os med mindre. Kan
vi nemlig finde en koordinatskiftematrix S, sa at

atd 1
STLAS = ( (2) Hd) =J,
2

kan vi komme igennem med den samme teknik som i tilfseldet 2a, men en sadan ma-
trix findes faktisk. Regnearbejdet er ikke stgrre end at man kan regne sig frem - men i
appendiks A.2 kan man i et miniprojekt godtgere, at vi altid kan finde en sadan basis-
skiftematrix, hvis den algebraiske og den geometriske multiplicitet ikke er ens. Vi finder
fx at
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a—d 2
5= ( 2¢ 0)'
Kontrollér selv ved udregning at AS = SJ. Heraf folger det gnskede, da S er invertibel
- detS = —4ec.
Benytter vi nu den fundne matrix S til at skrive x = Sy, far vi at differentiallignings-

systemet
1\ e
xh Z9

er ensbetydende med det transformerede differentialligningssystem

/
) ()
Y2 Y2
men dette system kan vi skrive

i 1 Y1 atd ) (y1>
— S1AS —( 2 .
(yé> <y2> ( 0 2] \y

Et system vi rent faktisk har lgst i undertilfaelde 2a - her har vi blot “—;d i a’s rolle og
11 b’s rolle Vi opnar derfor

a+d
yi(t) =e 2 (oot + )
ya(t) = ozgea;rdt,

t € Rog ay,as € R. Lgsningerne til det oprindelige system far vi sa ved at transformere

y-erne med S:
T\ _g () _ a—d 2 e#t(agt—&—al)
x2) y2)  \ 2 0 e '

Udfgrer vi nu den sidste multiplikation kan vi fastsla - da ¢ # 0 - at lgsningerne til det
betragtede system bliver

(x1> _ o (al(a —d)+ az((a—d)t + 2)) 7

2 2¢(a + ast)

hvor t € R og aq, as er vilkarlige reelle konstanter.

3. D<0 Da vil systemet have to komplekst konjugerede egenveerdier, og det er til-
svarende muligt at veelge to komplekst konjugerede egenvektorer. De to egenvaerdier
bliver

d v—D -
)\1 = at +i— og )\1 =

2 2
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hvor jo D = (a — d)? + 4bc < 0. Indszettes \; i egenvektorligningen (A — \E)
finder vi at

I8
Il
=]

a—d —D

( 5~ i Ju+bv=0
- v—D
cu—(aTd—Fi 5 Jv=0,

hvoraf vi finder den fgrste af de to komplekst konjugerede egenvektorer, mens den anden
fglger automatisk, dvs

a—d -V —D a—d _ /=D
v, = 2 2 og T, = 2 ).
- c a c
Herefter kan vi igen lgse det transformerede system y' = S~'ASy, og nar vi tillige
benytter at e+t = ePt(cos(qt) + isin(qt)) far vi

(yl(t)) _ (€5 fercos(Y5P1) + isin(¥5P1)
va(t) e Cz(COS(ﬁt)—isin(\/?t)) 7

hvor t € R, og hvor c1,co er vilkarlige komplekse tal. Vi kan nu beregne samtlige
Igsninger til det oprindelige system af

() =5 ()

der videre vil give os den komplicerede matrix

(Y521 - ﬁsm(ft))ﬂ'(cl—cQ)(a;dsm(V;T’t)+VQT’

et (c1+e2) (%7
c(er + co)cos( Y5 D) +ic(cy — ¢)sin(¥ ;Dt)

Veelger vi nu som i eksempel 5 pa side 133 de to komplekse tal ¢1, co komplekst konju-
gerede, fx 2¢1 = a1 — i 0g 2¢5 = @ + G, bliver ¢1 + co = ay og i(c) — ¢3) = ag, og
vi far herefter samtlige reelle lgsninger til det oprindelige system pa formen

R sl cos(\/it) ﬁsm(mt) sl sm(‘/it) ﬁcos(‘/it) ( )
= 2By az)’

ccos( esin(

Qvelse: Opskriv samtlige reelle lgsninger til differentialligningssystemet

@)= ) E)

nar a og b er vilkarlige reelle tal. o
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A Miniprojekter pa Matematik B

A.1 Reelle lgsninger til reelle, linexre differentialligningssystemer

Formaélet med dette miniprojekt er at beskrive den situation, hvor lgsningen af et re-
elt, linezert 1. ordens differentialligningssystem vil involvere komplekse egenveerdier og
egenvektorer.

a) Betragt en reel 2 x 2-matrix A og differentialligningssystemet
x'(t) = Ax(t). (A1)

Vi antager endvidere at A har de komplekst konjugerede egenveerdier egenveerdier
X = a+ib og A med det tilhgrende egenvektorer u og %. Anvend nu transformatio-
nen x(t) = Sy(t) pa systemet (A.1), nar S er den basisskiftematrix der diagonaliserer
A - hvordan ser sgjlerne i S ud? Opskriv det transformerede differentialligningssystem
i y(t) og fastleeg samtlige lgsninger til dette differentialligningssystem.

b) Vis derneest at samtlige lgsninger til det oprindelige system (A.1) vil blive pa formen

x(t) = e®(ciue®™ + coue™™*) hvor c1,co € C.
¢) Benyt nu u = u; + iu, og e’ = cos(bt) + isin(bt) til at vise, at vi for passende
valg af de komplekse tal ¢, co kan opskrive samtlige lgsninger til (A.1) som en reel

vektorfunktion.

d) Opskriv pa denne baggrund samtlige reelle lgsninger til differentialligningssystemet
() _ (1 =5Y (zu(t)
x5(t) 2 3 xa2(t) )’

e) Betragt nu en reel n x n-matrix A som kan diagonaliseres inden for C™ med reelle
eller komplekst konjugerede egenveerdier. Vi skal nu lgse differentialligningssystemet

X' (t) = Ax(t). (A.2)

Foretag igen transformationen x(t) = Sy(t), hvor sgjlerne i S bestar af egenvektorerne
for A opskrevet i netop samme raekkefglge hvor egenvaerdierne optraeder i den diagona-
liserede matrix. Der skal nu redeggres for, hvordan Igsningerne for det transformerede
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differentialligningssystem ser ud.

f) Redeggr endelig for hvordan vi i princippet finder samtlige reelle lgsninger for det
oprindelige system (A.2).

g) Fastleg samtlige reelle lgsninger til differentialligningssystemet

2 (¢) -2 =2 =9\ [x1(¢)
2ty |l=1-1 1 -3 x2(t)
x4 (¢) 1 1 4 x3(t)

Matricen er behandlet i eksempel 2 pa side 113.

h) Find endelig den reelle lgsning til differentialligningssystemet
X' (t) = Ax(t),

hvor
1 -5 0 0
5 1 0 0
A= O 0 1 =2}
0O 0 2 1

og som gar gennem punktet x(7) = (1, -1, -1, 1)ef.

A.2 Multiple egenevardier

Formalet med dette miniprojekt er at beskrive den situation, hvor den geometriske og
den algebraiske multiplicitet for en egenveerdi er forskellige. Del 1 skal besvares, mens
del 2 kan besvares hvis I har tid.

Del 1.

Betragt en lineser afbildning F': R™ — R™. Det forudsaettes at F' har n — 1 forskellige
egenvaerdier, Ag, As, ..., A, hvor A\s har algebraisk multiplicitet 2.

a) Gor rede for at Az, ..., \, alle har bide geometrisk og algebraisk multiplicitet 1.

b) Vis at der findes en basis by, bs,...,b,, sa F i forhold til denne basis vil have en
matrix af formen

a1 0 0 0
ag /\2 0 0
A= as 0 )\3 0
ap, 0 0 ... A\,
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¢) Gor rede for at A og F' har samme karakteristisk polynomium og vis ud fra dette
resultat at a; = As.

d) Fastleg koefficienterne ds, ..., d,, sidan at vektoren

w = bl + dibi
=3

har billedet F'(w) = Asw + ab,, hvor tallet a endnu ikke er fastlagt. (Det anbefales at
opstille de ligninger som tallene d; hver for sig skal opfylde.)

e) Find en basis ¢;, ¢y, ..., ¢,, 4 F i forhold til denne basis er givet ved en matrix af
formen
A 0 0 0
1 X O 0
J=10 0 A3 0
0 0 0 An

Det anbefales at benytte en basis, hvor ¢; = b, for i > 2.

f) Vis - ud fra matricen J - at (F — \a1,,)(¢;) = ¢y samt at (F — X21,,)%(c;) = 0, hvor
I,, er den identiske afbildning pa R™. Bemaerk at dette betyder at ¢, € N(F — A\o1,,),
men at ¢, € N(F — X\oIy,), hvor jo N(F — A\aI,) er egenrummet for F svarende til
egenveerdien Ao, jfr side 102.

g) To linezere afbildninger F; og F» er givet ved matricerne
1 1 -1 1
A= 0 3 0 henholdvis A= 1{ 0 2 0
3 3

-1 -1 -1 -1

Find nu for Fy henholdsvis F; en basis i R? s& den til afbildningen svarende matrix
kommer pa formen J.

Del 2.

a) Undersgg det tilfzelde hvor en linezer afbildning G : R — R™ har en egenveerdi p
med algebraisk multiplicitet 3 samt yderligere n — 3 egenveerdier der alle er forskellige.
Hvordan vil J-matricen se ud, safremt den geometriske multiplicitet af p er 1, 2 hen-
holdsvis 37
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b) Undersgg det tilfzelde hvor en lineszere afbildning G : R* — R* har to egenveerdier
der begge har algebraisk multiplicitet 2 og geometrisk multiplicitet 1. Hvordan vil J-
matricen tage sig ud i dette tilfeelde?

¢) To linezre afbildninger G og G er givet ved matricerne

Lo 2 1 a1
Bi=1|0 3 0 og By =

1 1 3 1 -1 1 0

1 -2 -2 3

Find for de to afbildninger en basis i R? henholdsvis i R* sa den til afbildningen sva-
rende matrix kommer pa formen J.

A.3 Gauss-elimination

Formalet med dette miniprojekt er fremstille et computerprogram som kan lgse et sy-
stem af linesere ligninger samt en tilhgrende dokumentation.

a) 1 skal skrive et program som kan lgse ligningssystemer af formen.

aiil a12 ... Qin Z1 b1
any ago e agn X9 bg
Am1l Am2 ... (mn Ln n

Start med tilfeeldet n = m. Der er to principielle problemer som programmet her skal
handtere. Det ene (punkt b)) er velbeskrevet i bogen, mens det andet (punkt ¢)) kun
er bergrt sporadisk.

b) Selv om vi arbejder ud fra n = m er det muligt at matricen er singulaer. Der
kan derfor veere bade ingen lgsninger og uendelig mange lgsninger. Disse problemer er
behandlet i bogen, men i fgrste omgang kan I blot lade programmet meddele hvilken
situation der er opstaet og sa standse.

¢) 1 eksempel 3 pa side 21 har vi antydningsvis set behovet for at kunne bytte raek-
kefglgen af ligningerne i ligningssystemet. Aktuelt optreeder der i eksempel 3 - efter to
gange Gauss-elimination - ligningssystemet

21 -3 1 1
0 0 4 i) = 1
0 1 -2/ \u3 2

Her kan vi ikke skabe et 0 pa anden plads i tredie raekke ved at fratraekke at passende
multiplum af anden raekke, dvs at erstatte r3 med r5—a3z2/,,,r9. I dette tilfeelde vil det jo
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fgre til at vi skal dividere med 0!! I det aktuelle eksempel kan problemet klares blot ved
at bytte om pa reekkefolgen af de to ligninger - dvs pa rackkerne i koefficientmatricen og
i b-matricen. Dette er et mindre problem ved den algoritme I skal lave, og den sendrer
jo ikke noget ved ligningssystemets lgsninger.

Problemer af denne type undgas ved at benytte pivotering, hvor man bytter om pa
to rackker 1 matricen indtil det element man skal dividere med - fx aj; - bliver det
stgrst mulige element i den sgjle vi gnsker at skabe 0O-er i. Sa undgar vi ogsa problemer
med store afrundingsfejl, hvis nu det oprindelige a7 var meget lille. Pivotering er bla
omtalt i bogen Conte and de Boor: Elementary Numerical Analysis, 3"%Ed. (McGraw-
Hill, New York, 1980). I afsnt 4.2 beskrives den algoritme til lgsning af linesere ligninger
som I kender fra denne bog, og i afsnit 4.3 diskuteres de numeriske problemer omkring
pivotering.

d) T kan nu udvide programmet til ogsé at angive den eller de korrekte lgsninger - eller
ingen lgsning!

e) Hvis I kan n& mere kan I ogsa udvide programmet til det generelle tilfzelde - n # m.

A.4 Modellering af vandtilferslen til en vandturbine

I dette miniprojekt skal vi forestille os at en vandturbine drives af vand, der strgmmer
ud af et kar som er det nederste af to kar. Det skal anskues som idealiserede opdaem-
mede vandreservoirer anbragt i forskellig hgjde i naturen - der er altsa reelt tale om
opdaemmede bjergsger eller lignende - se figur A.1.

Regulator

\\ Feedback

N

Fejlsignal \\

ho — hy \

h Fejlmaler

- Vandstandsméler

Figur A.1 Et ’sglandskab’.
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Der tilfgres vand til det gverste kar i en principielt ubegraenset maengde, og vandet
lgber drevet af tyngdekraften ud af dette kar gennem en hane og direkte i det nederste
kar. Pa tilsvarende made lgber vandet ud af det nederste kar og ned pa turbinebladene.
Systemet opererer sadan at der altid skal veere en bestem vandstand i det nederste kar.
Det tezenkes opnaet ved, at der sendes signaler fra en vandstandsmaler i dette kar op
til en regulator, som automatisk sendrer indstillingen af inputhanen til det gverste kar,
hvis den faktiske vandstand i det nederste kar afviger fra den gnskede. Vi har altsa at
ggre med en feed-back mekanisme. Bundhanerne i de to kar teenkes indstillet manuelt,
men i en fast position i det tidsinterval vi studerer.

a) Opstil nu en differentiallingsmodel for dette system. Vandhgjden i de to kar vil
utvivlsomt veere de ukendte funktioner i denne model. Det kan lette arbejdet forst at
opstlle modellen for det uregulerede system, og derefter at udbygge den til det regule-
rede system.

b) Bestem fgrst en partikuleer lgsning til det opstillede differentialligningssystem.

¢) Vi skal herefter finde den fuldsteendige lgsning til differentialligningssystemet. Det
vil veere naturligt at finde egenveerdierne for det homogene system - ved alle mulige valg
af diskeminanten - og herefter benytte de lgsningsmetoder der blev udviklet i kapitel 11.

d) Vi skal nu beskrive hvordan systemet vil udvikle sig - ifslge modellen. Antag for
nemheds skyld at begge reservoirer er tomme, nar vi starter - dvs h1(0) = 0 og ho(0) =0
- og undersgg hvordan systemet vil udvikle sig, nar t — oo.
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rang
fuld 72

rang af matrix 70

ret linie 49

rotation 17

reekkematrix 29

raekkeoperationer 26, 93

selvadjungeret 115

sideunderrum 71

skalar 7, 33

skalarmultiplikation 7, 33
kompleks 111

skalering 55

span 37

spejling 18

surjektiv 68

symmetrisk matrix 108

sgjlematrix 29

talrummet C™ 111
talrummet R™ 29
transponeret matrix 92
trappeform 20
triviel 41

ikke- 42
triviel linearkombination 41

udspeendt underrum 37

udvikling 92

underrum 50
udspeendt 37

variable
bundne 24
frie 24

vektor 29
modsat 32
nul- 31



vektorfunktion 127
vektorrum 35

gvre trekantsmatrix 93
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